ECG 2 25 novembre, 2h

TD 5

THEMES : SERIES DE FOURIER, ALGEBRE BILINEAIRE

A. Préliminaires

Dauns la suite, E désigne Pespace vectoriel des fonctions continues sur | — ; 7], 2m-périodiques avec des limites
finies en 7. Pour tout f € E, on définit les coefficients de Fourier par :

1 T
ao(f) = —— Hdt,  bo(f) =0,
o= [ wa w)
. 1" 1 [T .
Vn e N*, an(f) = 7/ f(®)cos(nt)dt et by(f) = 7/ f(t) sin(nt) dt.
T T ) .
P . ~ N 0 1
On définit de plus la matrice Folf)=an(f)la+0,(f)T ou J= [ 10 } .
Régularité et décroissance des coefficients de Fourier
. Justifier que I'application définie sur Mo (R)? par
Y (A,B) € My(R)?, ©(A,B) = Tr ("AB)
est un produit scalaire sur Ms(R). On note || - || la norme associée & ce produit scalaire.

. On suppose dans cette question que f est de classe C! sur R.

a) Montrer que :  an(f) — 0 et b,(f) — 0.
— 00

n n—oo
b) En déduire que ’ﬁn(f)H — 0.
n—oo

On admet que ce résultat est encore valable méme lorsque f est continue (de classe C°).

. Vérifier que si f est de classe C! sur R, alors pour tout n € N* : F, (f)=-nJ ﬁn(f)

Fal(r)| et |[Fath)]
)

et‘

. Comparer

Fo(f)

. En déduire que si f est de classe CP avec p € N alors ’

Un produit scalaire sur E

. Vérifier que I’application définie sur E? par

V(o e B, (L= [ s

est un produit scalaire sur E. On note N(+), la norme associée.

. Notons P (respectivement 7), le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions paires (respectivement
impaires). Vérifier que P et Z sont supplémentaires orthogonaux dans E.

1
. a) Justifier que pour tous a, b € R, cos(a) - cos(b) = §(cos(a —b) + cos(a + b)).



11.

b) Soit n € N*. On définit les fonctions f pour k € [0;n] par
fo:teR—1/V/2 etpourk>1 fi:teR~ cos(kt).

Justifier que la famille 7, constituée des fonctions (fx)refo:n] €st orthonormée pour le produit scalaire
().

De la méme maniére, on montre que la famille G,, constituée des fonctions gy : t € R — sin(kt) pour
k € [1;n] est orthonormée.

. Vérifier que la concaténation des familles F,, et G, forme une famille orthonormée de E.

10.

Soit f € Vect(F,,Gy). Démontrer que
o1 s 2
N =5 Y[R
k=0
On peut montrer que si la fonction [ est < suffisamment réguliére > alors pour tout réel x, S, (f)(t) tend

vers f(t) lorsque n — +00. On peut en déduire que la limite de (N(Sn(f))) est alors N(f). La preuve est

accessible avec les outils de deuxiéeme année mais elle n’est pas dans ’esprit du programme, on propose donc
de le vérifier numériquement avec python.

B - Calculs approchés des coefficients de Fourier
On démontre que pour tout polynéme P € Ry[z], on a la formule de Simpson

/jP(x)dx:Bga [P(a)+4P (a;5>+P(ﬁ)}.

Partant de ce constant, pour une fonction continue f, on approxime I'intégrale sur [o; 8] par

[ s =10 =25 @i () ws0] o

Pour obtenir une meilleure approximation sur un segment [a;b], on partitionne uniformément le segment
[a; b] en p sous-segments. Sur chacun sous-segment, on approxime 'intégrale & ’aide de la relation (e). Une
approximation d’ordre p est alors donnée par

b p—1 b
—a
/ f@)dz ~ Y 1(f,a+kh,a+ (k+1)h) ol h=
a =0 p
Compléter la fonction Approx qui prend en arguments un entier naturel non nul p, une fonction f, deux réels
b
a, b et renvoie une approximation de / f(z)dz a l'aide du schéma décrit ci-dessus.
a
def Approx( ... ):
I=
| S
Q for k in ... :
iy
:_5 alpha= ...
= beta= ...
I=
return I

12. Modifier la fonction précédente pour obtenir une fonction python an qui prend en arguments un entier naturel

n, une fonction f et renvoie une approximation de a,(f) (on pourra choisir p = 20).



13. En déduire une fonction python aCoeff qui prend en arguments un entier naturel N, une fonction f et renvoie
une matrice ligne contenant une approximation de

lao(f) ar(f) ... anx(f)].

De méme, on admet que ’on dispose d’une fonction bCoeff qui prend en arguments un entier naturel N, une
fonction f et renvoie une matrice ligne contenant une approximation de [0 bi(f) ... bx(f)].

14. Compléter le programme qui permet d’afficher Sx(f) pour la fonction f € E définie sur [—m; 7] par f(t)
||t - 2|.

Editeur

def f(t):

return

N=10 # un choixz d’une valeur de N
x=np.linspace(-np.pi,np.pi,100)
A=aCoeff (f,N), B=bCoeff (f,N)
Y=np.zeros (100)
for i in range (0,100):
Y[i]l=A[0]/np.sqrt (2)
for k in range(1,N+1):
Y[il=
plt.plot(x,Y,’r’)
plt.plot(x,f(x),’b’)
plt.show ()
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15.

16.

17.

Graphe de f et SN(f) avec N=5 Graphe de f et SN(f) avec N=10
2.00 — S5(f) 2.00 — s1o0(f)

£ —f

C - Calcul de ((2) et ((4) via ’égalité de Parseval

On admet dans la suite que pour toute fonction f de E
2 1 =5 2
N()? =3 k}_ngn(f)H .
Préciser les coefficients de Fourier de la fonction f périodique de période 27 définie par f(x) = 22 pour

x €] —mml.

1
En déduire 1’égalité — = —
galité >, 7= g5
n>1
1
Calculer g — en considérant maintenant la fonction f périodique de période 27 définie sur | — 7; 7| par

2
n>1

f(x):{ 1 s ze|0,7],

0 size]—m0]

— FIN —
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Eléments de solution

1. Par les propriétés de la trace, ’application est bien Rédaction 2
une forme bilinéaire symétrique. Par Iinégalité triangulaire

« Pour A = (ai;)s e, vérifier que |Bah]| < lan(hl - 121l 4+ 18 (2)1- 131 — 0.

. no ) 3. Soit n € N*. Procédons par intégrations par parties
Tr (A A) = Z Z ai;” 2 0. (les fonctions sont de classe C*).
i=1 j=1

Tan (f') = /_: f'(t) cos(nt) dt

En particulier, si Tr (AtA) = 0, on obtient une somme
de termes positifs qui est nulle. Nécessairement,

chaque terme est nul. = [f (%) cos(nt)]", —|—n/ F(t)sin(nt) dt

Vi, jelin],  ay=0. L0
:n/ f(t)sin(nt) dt

La matrice A est nulle.

= mnbn(f).
2.a) On a par intégration par parties avec des fonctions
de classe C* Ainsi an (f/) = nbn(f).
/‘rr £(2) st dt = {f(t) (1cos(nt)>] De méme, on établit que
. n . bn (f') = —nan(f).
+ %/ f'(t) cos(nt) dt. Puis
B fpo| 0 ]l el bl
On constate que le crochet est nul puisque la fonction —nJFn(f) = n 0 } [ —bn(f) an(f) ]
f est périodique f(m) = f(—m). De plus, par I'inégalité -
triangulaire _| f();; ;)n?;)(f ) }
nan n(f)n
/7r F'(t) cos(nt) dt| < /7r {f’(t) cos(nt)’ dt - i fg ({]:2) Zn ((J;:)) }
< / !f,(t)| dt. On a bien F, (f/) = —nJF\n(f).

4. it A R). E J1=1
On obtient donc Soit A € M2(R). En remarquant que ‘JJ 2

[JA]* = Tr (JA)'(JA)) = Tr ('(JA)(JA))

T . Cste
‘/W f(#)sin(nt) dt| < ——. =Tr ("AJA) = Tr ("AA) = [|A].
Par le théoréme d’encadrement b, (f) — 0. Ansi
n— oo o~ A~ ~
De méme, on montre que a,(f) — 0. Fn (fl) ‘ =|-n|- HJFn(f)H =n ’ Fn(f)” .
n—oo
2.b) Rédaction 1 5. Soit p € N*. Notons f®, la dérivée p-iéme de f. Par

récurrence sur le résultat précédent

On vérifie que si A = { Z Z } , alors
b0 - )]

,'.LP

|Al? = a® + b° 4+ & + d°.
Or, en reprenant la premiere question avec f ®) de
Dans ce cas classe C° (continue), on a

‘ B (£7)

— 0.

n—00

Ba(f)]| = V2an (£ + 26,7 — 0. |

n—00




D’ou le résultat.

6. Justifions que l'application ¢ suivante est un produit
scalaire sur C° ([a; b])

Vigec(ab),  lf.g) = / F()g(t) .

—  Symétrie
Soient f,g € CO([a; b})

o(f.9) = / F(®)g() dt

_ / (O dt = o(g, f).

—  Bilinéarité
Justifions la linéarité a gauche. Soient A € R et f, g,
hec® ([a, b]), par linéarité de I'intégrale,

b
SN+ g.h) = / (AF(D) + 9(0)) (1) dt

b b
= [ fh@)dt+ / g(t)h(t) dt
(

= Xp(f, h) + ¢(g, h).
Par symétrie, on obtient la linéarité a droite et donc

la bilinéarité.

—  Positivité
Pour f € C%([a;b]). Par croissance de l'intégrale avec
les bornes dans le bon sens

b
o f) = / ()2 dt > 0.
a S~~~

>0

—  Définie
Soit f € C°([a;b]) telle que

b
o(f, f) = / f)*dt =o.

La fonction ¢ € [a;b] > f(t)? est positive et continue,
par le cours, la fonction f est nulle sur [a; b].

L’application ¢ est bien un produit scalaire.

7. Soit f € E. On a pour tout réel x

f(@) + f(=2) | f@) = f(=)
2 + 2 '

flz) =

=p(x) =i(z)

On vérifie que p est 7 sont respectivement des fonctions
paire et impaire. Il vient

E=P+1.

Ensuite, pour f € P,g € Z, la fonction fg est impaire
et par intégration sur un segment centré

/ " f@gt)de = 0.

D’ou (f,g) = 0. On en déduit que les sous-espaces P
et Z sont des sous-espaces orthogonaux. En particu-
lier, ils sont en somme directe.

On a ainsi montré que P et Z sont supplémentaires
orthogonaux dans E.

8.a) On part des formules trigonométriques :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

En sommant, on obtient la relation de 1’énoncé.

8.b) Soient k, p € [0;n].
— Sik#p, k#0,p#0

/7r cos(kt) cos(pt) dt

™

% / cos(kt — pt) + cos(kt + pt) dt

=0.

-

1 [sin((k —p)t) n sin((k + p)t)

2 k—p k+p

— Pourk=p, k#0,p#0

/7T cos(kt) cos(pt) dt

™

:/ cos(kt)? dt

1 T
25/ 1+ cos(2kt)dt =7+ 0 =m.

— Pour k£ = p =0, on trouve

[ (Os)eostpnyae = [ Lo

L Sik=0,p#£0
/” fo(t) cos(pt) dt = 0.

Le résultat s’en déduit

0 sip#k

1 sinon.

Vp, ke 0;n], (fp,fx)= {
La famille F,, est orthonormée.

9.0n a
Vect(Fn) CP et Vect(Gn) CT.

Or, on a vu que P et Z sont orthogonaux dans E. La
concaténation des deux familles orthonormées reste
donc orthonormée.

10. La famille (fo, fi,..., fn,91,---,9n) est une base or-
thonormée de Vect (]-'n, Qn). On sait alors que

F=Y () fe+ > (Fr08) o
k=0 k=1



Et on a aussi ’expression de la norme

n

N =D 52+ (fa)?

k=0 k=1

Or ao(f) = (f, fo) et pour tout k € [1;n]

ar(f) = (f, fr) et bu(f) = (frgx)-

On a donc N(f) = ak(f)2+zbk(f)2'
k=1

k=0

Sachant que bo(f) = 0, il vient

N =D (an(F)? +bu(£)?)

k=0
On a aussi vu a la question 2.b) que

2

[Ber)|” = 2an(r)” + 26007,

On peut donc conclure

1
N =5 D [Fu)
k=0
11.

def Approx(p,f,a,b):
I=0
h=(b-a)/p
alpha=a
beta=a+h

for k in range(p) :
I+=f (alpha)+4x*f ((alpha+beta) /2)+f(
beta)
alpha=alpha+h
beta=beta+h
return I/(6*h)

Cette méthode d’approximation est dite méthode des

trapéze. Elle est basée sur la formule de Simpson.

12. On approxime a,(f) pour n € N* par

1 mw—(—m7 " Qg K
W‘(;>g;gmw+49(;f3)+gww

oi g est la fonction définie sur R par g(t) =

f(t) cos(nt) et

th—ﬂ-, ar=a+kh, Bx=a+ (k+1)h.
p

Précisons que le coefficient devant la somme est donc

1/ (3p).

def an(f,n):
p=20
I=0
a=-np.pi
b=np.pi
h=(b-a)/p
alpha=a
beta=a+h

for i in range(p):

I+=f(alpha)*np.cos(n*xalpha)+4*f ((
alpha+beta)/2) *np.cos(n*(alpha
+beta) /2)+f (beta) *np.cos (nx*
beta)

alpha=alpha+h

beta=beta+h

if n==0:
return I/((2)**(1/2)*3%*p)
else : return I/(3*p)

def bn(f,n):

p=20

I=0
a=-np.pi
b=np.pi
h=(b-a)/p
alpha=a
beta=a+h

for i in range(p):

I+=f (alpha)*np.sin(n*alpha)+4x*f ((
alpha+beta)/2) *np.sin(n*(alpha
+beta)/2)+f(beta)*np.sin(n*
beta)

alpha=alpha+h

beta=beta+h

return I/(3*p)

13.

def aCoeff (f,n):
C=np.zeros(n+1)
for i in range(0O,n):
C[il= an(f,i)
return C

def bCoeff (f,n):
C=np.zeros(n+1)
for i in range(O,n):
Clil= bn(f,i)
return C

14.

def f(t):
return np.abs(np.abs(t)-2)

N=5
x=np.linspace(-np.pi,np.pi,100)
A=aCoeff (f,N)
B=bCoeff (f,N)
Y=np.zeros (100)
for i in range(0,100):
Y[i]=A[0]/np.sqrt (2)
for k in range(1,N+1):
Y[il=Y[il+np.cos(k*x[i])*A[k]l+np.
sin(k*x[i]) *B[k]

plt.plot(x,Y,’r’)
plt.plot(x,f(x),’b’)
plt.show ()

Ce sujet n'est qu’une tres courte introduction
auzx séries de Fourier qui ont des applications trés
variées. Introduites historiquement pour la résolution
de l’équation de la chaleur, on les retrouve par exemple
dans Uanalyse des traitements du signal, des images,
etc.



15. La fonction f est paire, ses coefficients en sinus sont
nuls, et on a

1 ™

™

ap = o B 22dx = 5
2 ™

an = 7/ z? cos(nz)dx
T Jo

La calcul de a, se fait par une double intégration par
parties, et on trouve

16. Appliquons 1’égalité de Parseval, (f est continue)

I R S | 16
| Tde=gH3d o
- n>1
Soit en simplifiant
Zifﬁ(l,l)fﬁ
nt 8 \5 9/ 90
n>1

17. On trouve



