ECG 2 4h

DS 3 - sujetA

THEMES : VARIABLES A DENSITE, DIAGONALISATION

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1

Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite .4 (0, 1). Soient @ un nombre réel strictement positif et X la variable
aléatoire définie par
X=|T|+a.
1. Déterminer la fonction de répartition F de X a 'aide de la fonction de répartition ® de la loi A(0,1).
2. En déduire que X est une variable a densité et préciser une densité f de X.
3. Ecrire une fonction python Approx qui prend en argument a et renvoie une approximation de I'espérance et une approximation de
la variance de X.
On pourra utiliser la commande rd .normal (m,d,q) qui simule une réalisation d’une matrice de .4,4(R) dont les coefficients sont
des réalisations de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi N (m, dz).
4. a) Exprimer E(X) et V(X) en fonction de a. Pour la variance, on pourra commencer par donner la valeur de E(T?).
b) Expliquer si les résultats obtenus sont en accord avec les simulations python suivantes :

a=np.linspace(-1,1,50)

E=np.zeros (50) 1.50 1
V=np.zeros (50) 1251
for i in range (50):

5 e,v=Approx(alil) oo
_g E[il=e 0.75
E V[iil=v 0.50

plt.plot(a,E,color="red’)
plt.plot(a,V,color="blue’) 0.00
plt.show ()

—0.251

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Probléme A : étude du crochet de Lie

Dans tout ce probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1 et .4, (R) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées
réelles d’ordre n. On note (ey, e2,..., ep) la base canonique de R”.

On dit qu'une matrice M de .4, (R) est nilpotente s'il existe m € N* tel que M = 0; le plus petit entier p tel que MP = 0 s’appelle
I'indice de nilpotence de M.

Soient u et v deux endomorphismes de R". On désigne par [u, v] 'endomorphisme de R” défini par [u, v] = uov—vou.

Si A et B sont deux éléments de .4/, (R), on définit de méme [A, B] = AB — BA. La matrice A de .4, (R) étant fixée, on note @, 'appli-
cation qui, a toute matrice M de .4, (R), associe [A,M]; ainsi :

Dy (M) =AM - MA.

5. Montrer que ®, est un endomorphisme de .4/ (R).
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Partie I - Exemple 1 avec n =2

On suppose dans cette partie que n = 2 et que A est la matrice de .#» (R) définie par

St

1 1

On rappelle que la base canonique de .#> (R) est constituée des quatre matrices :

10 0 00
Ei=1 0}’ EZ_[O 0 E3_[1 0

et E4=[g (1)]

Etude de A

. Est-ce que la matrice A est diagonalisable 2 Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

a) Expliciter une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que A = PDP L,
On choisira pour P une matrice dont les termes de la premiere ligne sont tous les deux égaux a 1.
b) Expliciter P71,

Etude de @y

. Déterminer la matrice J de .#4 (R), matrice de ®, dans la base canonique de .#> (R). Est-ce que ®, est diagonalisable?

. On pose
1 -1 1 1 1 -1
Fl_[—l 1] Fz_[—l ] @ Fg_[l —1]
a) Montrer que 4 = (A, F1,F2,F3) est une base de .4 (R).
b) Donner la matrice de ® dans la base 4.
On pourra s'appuyer sur les calculs python suivants :
>>> test (F1)
def test(M): array ([[0., 0.],
A=np.ones ([2,2]) [o., 0.11)
5 return np.dot(A,M)-np.dot(M,A) % >>> test (F2)
.‘o": E array ([[-2., -2.],
S| Fi=np.array([[1,-1]1,[-1,111) S [ 2., 21D
F2=np.array ([[1,1],[-1,-111) >>> test (F3)
F3=np.array ([[1,-1],[1,-1]]) array ([[ 2., -2.]1,
[ 2., -2.11D

Partie II - Exemple 2 avec n =2

On suppose toujours #n = 2 et on pose
a 0
0 b

Dans cette partie, A est une matrice de 4> (R) admettant a et b comme valeurs propres.
Justifier I'existence d’une matrice Q inversible telle que A = QAQ ™.

A= ou a,beR, a#b.

Soit Q une telle matrice, on définit alors 'endomorphisme v de .#> (R) par
VMeL®),  wM)=QMQ.

Justifier que pour tout M € 4> (R)
AWM = y(@p(MD).

Pour tout entier i de [1,4], on pose K; = Ww(E;).
Montrer que (K7, K2,K3,Ky4) est une base de .45 (R).
a) Montrer que, pour tout i de [1,4],K; est vecteur propre de ®4.
b) En déduire que @4 est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
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Partie III - exemple avec les endomorphismes
Justifier que pour tout entier n € N*, on ne peut pas trouver deux matrices A et B telles que [A,B] =1,.

On considere dans la suite E = R[x], '’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et les endomorphismes de E, notés f et d
tels que, pour tout polynome Rde E,on a:
FR)@®) =xR(x) et dR)(x)=R(x).

a) Calculer, pour tout Rde E, [d, f]1(R). Quel est 'endomorphisme [d, f]?
b) Ce résultat est-il en contradiction avec celui de la question précédente?

Partie IV - condition suffisante de nilpotence

Dans cette partie, on se donne f, g, deux endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension finie tels que
[f,.gl=af+Pg ou a#0, PeR.
Dans les trois prochaines questions, on suppose que 3 = 0.

Montrer que pour tout k de N, on a [fk,g] = (xkfk.

On suppose que f™ # 04 (g), avec m € N. Montrer alors que les applications Idg, f, f2,..., f™ sontlibres dans £ (E).
Conclure en montrant que 'endomorphisme f est nilpotent. C’est-a-dire qu'il existe un entier p tel que 7 =0 ).
On revient au cas général de 3 € R. Justifier que o f + fg est nilpotent.

Probléme B : Loi de survie et taux de panne / coefficient d’avarie
Partie A : le cas continu

On appelle durée de vie d'un composant électronique la durée de fonctionnement de ce composant jusqu’'a sa premiére panne
éventuelle. On considére un composant électronique dont la durée de vie est modélisée par une variable aléatoire T définie sur un
espace probabilisé (Q, o, P) a valeurs dans R,

Si F est la fonction de répartition de cette variable aléatoire, on appelle loi de survie du composant la fonction D définie sur R* par :

YteR", D@®)=1-F(@.
On suppose dans la suite que T est une variable aléatoire de densité f nulle sur R, continue sur R* et strictement positive sur R} .

Pour tout réel ¢ positif, on appelle coefficient d’avarie a I'instant ¢ le nombre n(#) défini par :

t
=19
D(t)
Soit ¢t un réel positif.
Pour tout réel strictement positif /2, on note g(¢, h) la probabilité que le composant tombe en panne entre les instants ¢ et £+ h

sachant qu'’il fonctionne encore a l'instant ¢, c’est-a-dire le nombre (¢, h) défini par :
q(t, h) = P[T>t] (T elt, t+ h])

D(#)-D(¢t+h)

D(?)
a) Montrer que la fonction D est dérivable sur R* et préciser sa fonction dérivée.

b) Montrer que le rapport %h) a pour limite n(#) quand k& tend vers 0 par valeurs supérieures.

Etablir pour tout réel & strictement positif, 'égalité :  q(z, h) =

e Exemple 1, le cas exponentiel.

On suppose, dans cette question, que A est un réel strictement positif et que T suit la loi exponentielle de parameétre A.
a) Déterminer alors la loi de survie du composant et donner I'allure de sa courbe représentative.
b) Etablir, pour tout réel ¢ positif, I'égalité wt(r) = 1/E(T).

Exemple 2.
On suppose dans cette question que la densité f de la variable aléatoire T est définie par :

2
f(t)= te_t? si t=0
0 si t<0.
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Vérifier que la fonction f est une densité de probabilité.

+oo 2 T too g2
* On admet les égalités suivantes (vues a 'exercice 1) : f e 2 dr= 5 =f t“e” 2 dt.
0 0
Montrer que la variable aléatoire T2 suit une loi exponentielle et préciser son paramétre. En déduire la variance de la variable aléa-
toire T.
Déterminer la loi de survie du composant et donner 'allure de sa courbe représentative en précisant la tangente au point d’abscisse

1
0 et le point d’inflexion. On donne : e~ 2 = 0,607.
Calculer, pour tout réel ¢ positif, le coefficient d’avarie n ().

Le cas constant

On suppose dans cette question qu'il existe une constante o strictement positive telle que 'on ait: Ve R*, m() = .
Pour tout réel ¢ positif, on pose : g(#) = e**D(t). Montrer que la fonction g est constante sur R™.

En déduire que T suit une loi exponentielle et préciser son parametre.

Exemple inverse

La durée de vie (en années) du composant est une variable aléatoire X dont le coefficient d’avarie est la fonction t définie sur R* par
n(n =13

Quelle est la probabilité que ce composant survive plus d'un an?

On pourra dans un premier temps considérer la dérivée de x — In(1 — F(x)) pour déterminer F(x) ot F représente la fonction de répar-
tition deX.

Quelle est la probabilité que ce composant, 4gé de 1 an, survive plus de 2 ans?

Partie B - Entretien préventif

On désire, dans cette partie, comparer le cotit de deux méthodes d’entretien.

On suppose que la variable aléatoire T admet une espérance (nécessairement strictement positive) notée E(T) et représentant donc
la durée moyenne de fonctionnement d’'un composant.

On considére que la panne d'un composant provoque un préjudice de cofit C, et que son remplacement a un cotit K, C et K étant
deux constantes strictement positives.

Une premiere méthode d’entretien consiste a attendre la panne pour procéder au remplacement. On estime alors que le cott de
I'entretien du composant par unité de temps est donné par :

_K+C
TEM

C1

Une deuxieme méthode d’entretien consiste a se fixer un réel 0 strictement positif et a remplacer le composant des sa panne si
elle survient au bout d'une durée de fonctionnement inférieure a 6, sinon a le remplacer préventivement au bout d’'une durée 0 de
fonctionnement.

On estime alors que le cotit de I'entretien du composant par unité de temps est donné en fonction de 0 par:

K+(1-D()C

c2(0) = 5
Jo D(ndt
ATaide d’une intégration par parties, établir la formule :
0 0 f(t)
f D(n)dt=P([T>0])-0+P(T<0]) f t——dt
0 o F@©

Lintégrale foe D(#)dt peut donc s’'interpréter comme la durée moyenne de fonctionnement du composant dans la deuxieme mé-
thode.
Calculer c; et, pour tout réel 0 strictement positif, c2 (8) dans le cas ou T suit la loi exponentielle de parameétre A.
Montrer qu’alors la deuxieme méthode ne présente pas d’avantage. Comment peut-on expliquer ce résultat?
On suppose que T suit la loi décrite dans la question 23.
02
l1-e 2 ))
Donner les variations de ¢.

a) Préciser la valeur de c; et montrer que 'on a: 0 lim c2(0) =c.
—+00
¢) Etudier les variations de la fonction ¢, et montrer qu’elle admet un minimum en 0y qui vérifie : ¢ (8g) < c.
. 2 K
d) Etablir I'égalité co (8g) = COg puis I'inégalité 0 </ — |1+ E)
I

e) On suppose, dans cette question, que K et C sont tous deux égauxa 1, et on donne : ¢2(1,5) = 1,5429 et c2(1,45) = 1,5439. En
déduire un encadrement de 0p d’amplitude 0,1 .

K+C

0 2 1
b) Pour tout réel strictement positif 0, on pose : ¢(0) = Cf e 7 di— 5
0
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Le chat, Geluck.

Exercice 2

On note E I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n—1.

Soit une matrice S de .45 (R) admettant n valeurs propres réelles Aq,...,A; distinctes deux a deux. L'objet de cet exercice est de
montrer que, si k est un entier naturel impair et si une matrice A de .4 (R) commute avec sk , alors elle commute avec S. Dans la

suite de I'exercice (sauf la derniére question), k désigne un entier naturel impair fixé.
Justifier 'existence d’une matrice P inversible telle que la matrice P~ SP soit une matrice D diagonale.
Pour tout indice i € [[1; ]], on définit le polyndéme L; par

xX—Aj
Liw= ] )\’ .
jell;n) M ™A
J#i
Justifier que la famille (L;) je (1,5, est une base de Rp[x].
En déduire I'existence d'un polyndme U de E tel que :
UM =n, UM =2 o UAE) =0

Prouver que le polyndme R, défini par R(x) =U (xk) — x est un polynome annulateur de D puis de S.

Soit une matrice A de .4, (R) vérifiant ASF = SKA. Montrer que pour tout entier naturel p, ASP k—gpkp,
En déduire que les matrices A et S commutent, c’est-a-dire que AS = SA.

Le cas pair.
On considere la matrice S de .45 (R) définie par

0 1
s=| 1 o |
a) Vérifier que S posséde deux valeurs propres distinctes et préciser S%P pour tout p in N.
b) Est-ce que le résultat est encore vrai si k est pair?

- FIN -
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ECG 2 4h

DS 3- sujet *

THEMES : THEMES : VARIABLES A DENSITE, DIAGONALISATION

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Le sujet est composé de deux problemes indépendants.

Probléme I - Partition de 'unité

Dans toute la suite, E désigne un espace vectoriel de dimension finie 7.
Soit k endomorphismes uy, uy, ..., u; de E. On dit que (u1, up, ..., uy) constitue une partition de I'identité de E si :

up+up+---+up=idg.

Partie A - préliminaires

Soit k endomorphismes uy, uy, ..., Uy de E qui constituent une partition de I'identité de E. Pour tout i € [[1; k]|, on note r; le rang de
I'endomorphisme u;.

a) Etablir les relations : E=

™

k
Im(u;) et n<) ;.
1 i=1

1

k
b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Im (u1),Im (1), ...,Im (uk) sont en somme directe si et seulementsiona:n= Y r;.
i=1

Dans les quatre prochaines questions partie, on cherche a montrer I'équivalence des propriétés (1), (2) et (3) suivantes :
k
ﬂ)n=%n;
i=
(2) Les endomorphismes uy, uy, ..., uj sont des projecteurs.
(3) Pour tout (i, j) € 11, k112, avec i # jrona:ujouj=0gyg).

. Soit p un projecteur de E. Justifier que pour toute base 28 de E, la trace de la matrice représentative de p est égale au rang de p.
. En déduire I'implication (2) = (1).

. Enremarquant que pour x € E, u; (x) = f uj (u;(x)), établir 'implication (1) = (3).
j=1

. Conclure en établissant une troisieme implication.

. Vérifier que sil'un des énoncés (1), (2) et (3) est vrai, alors u; est le projecteur sur Im(u;) parallelementa @ Im(u;).

JellL;kn
i#]

Partie B - partition de I'unité liée a un endomorphisme

Un exemple dans le cas non-diagonalisable
Dans cet exemple, on considére 2 = 3, E =R et la matrice

01 0
A= 0 0 O
0 0 -1

Soit f I'endomorphisme de R® de matrice A dans la base canonique de R®.

. Préciser le spectre de la matrice A et montrer que A n’est pas diagonalisable.
. Montrer que le polynome Q € R[x] tel que Q(x) = x3 + x% est un polynéome annulateur de A.
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Existe-t-il un polynéme de degré 2 annulateur de A?
On pose Q1 (x) = x2. Déterminer Q, € Ry [x] de sorte que les deux endomorphismes Q1 (f) et Q2(f) sont des projecteurs et consti-
tuent une partition de I'identité de R.

Etude du cas diagonalisable.
On suppose dans la suite du sujet que f est un endomorphisme de E diagonalisable et possédant k valeurs propres distinctes
A1,A2,...,AL. Pour tout i € [[1, k]], on note :

x—=A j )

jellL k] ()‘i —Aj
J#i

— Ey, (/) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A;;

— p; I'endomorphisme de E défini par p; =L; (f).

— L;(x) le polynéme de R[x] défini par: L;(x) =

Justifier I'égalité E = é Ej,; (). En déduire que le polyndome défini par P(x) = jf]l [x -A j) est un polyndme annulateur de f.
Etablir pour tout i € E[_lfk]], linclusion : Im (p;) € Ey, (f).

a) Pour (i,) € [[1; k]]z, préciser la valeur de Lj (A}).

b) Justifier que f L j (x)=1.

¢) En déduire q]u:é les endomorphismes p1, p2,..., pj constituent une partition de I'identité de E.

a) Justifier que la somme i£1 Im p; est directe.

b) Endéduire rgp; = dimE,, (f) puis I'égalité Im (p;) = Ey, (f).
Vérifier que p; estle projecteur sur Ey, (f) parallelement a @ EA]. N.
JElL;kN
i#]

k
Vérifier que f = ¥ A;p; et, plus généralement, justifier que pour tout polynéme Q
i=1

k
Q) =Y. Q\)p;.

i=1

On pourra commencer par évaluer ces expressions en les vecteurs d'une base de E constituée de vecteurs propres.
Partie C - Application a la dimension du commutant

On consideére de nouveau un endomorphisme f de E diagonalisable et possédant k valeurs propres distinctes A1,Az,...,Ag. On note
P1, P2, ... Pk les projecteurs définis a la partie précédente et €y, le commutant de f. C'est-a-dire

Cr={gc L®)fog=gof}

Justifier que €’ est un sous-espace vectoriel de £ (E).
Soit g € Z(E). Justifier que g € € si et seulement si, pour tout indice i € [[1; k]|, § commute avec p;.
Pour tout i € [[1; k]I, on définit

(€in ={h€$(E)|pi0h0pi =/’l}.

On admet que €¢,; est un sous-espace vectoriel de £ (E).
a) Pour i, j € [[1;k]], simplifier p;op;.
b) Vérifier que €y ; = € et que dim €y ; = dim(Ey, (F3.

k
k
¢) Enremarquant que pour tout g € €y, g = ¥ p;ogo p;, établir que €y = @ Cri-
= i=1

Montrer que dim (%f) = f dim(Ey, (f ))2. En déduire que
i=1

n<dim (<€f) <n?.

Les cas d’égalité
a) Justifier que n = dim (%f) si et seulement si f admet exactement n valeurs propres.
b) Vérifier que dans ce cas la famille (p1,..., pn) est une base de €y puis que

€5 ={Q()1QeRIx}.

Démontrer que n? = dim (‘€f) si et seulement si il existe A e R tel que f = Aidg.
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Probleme II - Confidentialité différentielle

Est-il possible que le marketing digital pose des problémes de sécurité des données personnelles? De récents travaux, mettant en
cause les outils de mesure de performance en temps réel des différentes campagnes de publicité sur internet, démontrent que
certaines données tres sensibles (préférences religieuses, sexuelles, etc.) peuvent étre obtenues par des segmentations précises des
audiences et sans aucune action de la part de I'utilisateur.

Dans ce probleme, nous nous intéressons a une méthode proposée pour protéger ces données, méthode baptisée confidentialité
différentielle.

On considere un espace probabilisé (Q, o/, P) sur lequel sont définies les variables aléatoires qui apparaissent dans ’énoncé.

Partie I: Loi de Laplace

Soient a € R et f € R} . On dit qu'une variable aléatoire réelle a densité suit une loi de Laplace de parameétre (a, ), notée 2 (a,p), si
elle admet comme densité la fonction f donnée par :

VieR f(t)—iexp(—@)
' 2p p )

Vérifier que f est bien une densité de probabilité d'une variable aléatoire réelle.

Fonction de répartition.
a) Déterminer la fonction de répartition, notée ¥, de la loi £(0, 1).
b) On suppose que X suit la loi £(0,1). Montrer que fX + « suit la loi Z («, B).
¢) En déduire la fonction de répartition de la loi £ (o, ).

Espérance et variance.
a) On suppose que X suit la loi £(0,1). Justifier 'existence et calculer E(X) et V(X).
b) En déduire I'existence et les valeurs de I'espérance et de la variance d'une variable aléatoire réelle qui suit la loi Z(a, ).

Simulation a partir d'une loi exponentielle. Méthode 1
Soit U une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 1 et V une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de
parametre % etindépendante de U.
Reconnaitre laloi de X = 2V-1)U.
En déduire un programme python Laplace qui prend en argument «, 3 et renvoie une simulation d'une variable aléatoire qui suit
laloi Z(a,p).
Anticiper la réponse au code suivant.
s=0
for i in range (5000):
s+=Laplace (1,2) *x*2
print (s/5000)

Simulation a partir d'une loi exponentielle. Méthode 2

Montrer que ¥ est une bijection de R sur ]0; 1[ et exprimer p-l (x). Distinguer x €10;1/2[ et x € [1/2;1].
Si U — %(]0;1][, reconnaitre la loi de ¥~ (U).

En déduire une nouvelle fonction Laplace2 qui permet de simuler la loi £(0,1).

Partie II : Lois e-différentielles
Soit € € R}. On dit que (X,Y), un couple de variables aléatoires, est un couple e-différentiel si, pour tout intervalle I de R :
e *P([Xel]) <P([YeIl) <e*P([XeTl).

Intuitivement, les lois de X et Y seront d’autant plus proches que le plus petit € tel que (X,Y) soit un couple e-différentiel est proche
de 0.

Un exemple dans le cas discret
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes. On suppose que X(Q) UY(Q) = {z; | n € J} ot ] est un sous ensemble non
vide de N. Montrer que (X,Y) est e-différentiel si et seulement si

vnel, e “P(X=zpl) <P(Y=2zp)) <e®P(X=zpl)

Dans cette question, on suppose que X suit la loi géométrique de parametre 1/2, Z suit la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ et
elles sont indépendantes. On pose Y =X +Z.
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a) DéterminerlaloideY.

b) Etablir que pour tout k € N*,
< P([Y=k]) < 1

TP(X=k) 1-p’

¢) Endéduire que (X,Y) est —In(1 — p)-différentiel.

Caractérisation pour les variables a densité

On suppose dans la suite que X et Y sont deux variables a densité de densités respectives f et g et de fonction de répartition F et G.
On suppose dans cette question que pour tout f € R, e ¢ f(1) < g(r) < e f(1).

Montrer que (X,Y) est e-différentiel.

On suppose maintenant que (X,Y) est e-différentiel. Soient » > 0 et t € R ol1 f et g sont continues. Montrer que :

_eF(t+h) —F() _G(t+h)-G() e F(t+h) —F(1)
e < e .

h h h

En conclure que et fn<gm=<etf(n.

Cas des transformations affines

On suppose dans la suite que X et Y sont deux variables a densité de densités respectives f et g continues sur R.
a) Pourtous a€ R} et beR, justifier que aX + b est une variable a densité et exprimer une densité en fonction de a et b.
b) En déduire que si (X,Y) est e-différentiel alors (aX + b, aY + b) est aussi e-différentiel.

Cas des lois de Laplace
!
Montrer que si X suit la loi £(a, b) et Ylaloi £ (a’, b), alors (X, Y) est M;lf'—différentiel.

Une premiere interprétation.

on suppose que (X,Y) est un couple e-différentiel et que U est une variable de Bernoulli de parameétre p €]0,1[ indépendante de X
et Y. On définit la variable aléatoire Z par :

X(w) siU(w)=1

YweQ, Zw)= .
Y(w) sinon
a) Soit I un intervalle de R telle que P([Z € 1]) # 0. Montrer que :

P(Xel])
pP(Xel)+ (1 -pP(YeID"

Pizen(U=1))=p

p p
p+(1-plet p+(1—-ple¢
b) Sie est proche de zéro, le fait de disposer d’'une information sur la valeur de Z change-t-il notablement le parametre de la loi
de U et par conséquent la probabilité d’en déduire la valeur prise par U?

En déduire que <Pzey(U=1]) <

Partie ITI Facultatif

— Soit d € N*. On considere D = [0, d] et n un entier naturel plus grand que 2.
— On dira que deux éléments de D", a et b, sont voisins si ils ne différent que d’'une composante au plus. On note 7 I'ensemble
des couples de voisins.

— On considere g une application de D" dans R.
Concrétement, un élément de D" représente une table d'une base de donnée et g une requéte sur cette base. Etant donné a =
(a1,...,an), on s'intéresse au probléeme de la confidentialité de certains des a; lorsque les autres a; sont connus, ainsi que D, g et
q(a).
Dans cette question on suppose que ay, ..., @, sont connus et on cherche a protéger a; .

a) Quelle est probabilité d’obtenir la bonne valeur de a; sil’on choisit une valeur au hasard dans [[0, d]] ?

b) Dans cette question g (ay,...,an) = f a;. Montrer que si g(a) est publique alors on sait déterminer la valeur de a;.
i=1

1
On dit que I'on dispose d'un procédé de e-confidentialité de D” pour ¢ si :
(c1) pour tout a € D", on dispose d'une variable aléatoire réelle Xg;
(c2) pour tout (a,b) €V, (Xa,Xb) est e-différentiel.
(c3) pourtout a€ D", E(Xy) = g(a).
Majoration de la probabilité de trouver aj .
Dans cette question, nous allons justifier en partie la terminologie. On suppose a nouveau que dp,...,a, sont connus, que 'on
cherche a protéger a; et que:
— Le public connait des d’intervalles Iy, ..., I ; disjoints de réunion R tels qu'avec les valeurs fixées de ay, ..., an, si q(a) €1 alors
ay = j. Cela signifie que si g(a) est publique alors a; aussi.
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—  On dispose d'un procédé de e-confidentialité de D" pour g et que 'on rend X, publique a la place de g(a).
On considere alors que I'expérience aléatoire modélisée par (Q, «/,P) comporte comme premiére étape le choix au hasard de a;
dans [0, d] et on définit :
A1 la variable aléatoire associée a ce choix;

— pourtout j€[0,dl,Yj =X(; 4,,.,a,)- On suppose que Aj etY; sont indépendantes pour tout j € D.

— lavariable aléatoire réelle R par: Vo € Q, si A (0) = j alors on détermine I'unique k tel que Y (w) € I et on pose R(w) = k.

— 0=P(R=A1]).

d
a) Montrerquef= ) P[[Yj EIj] n[A :j]).
j=0

b) En déduire que 0 = ﬁjﬁop([yj € Ij])

¢) En conclure que:

1 et

€ _ (a€ _
d+1(e (e l)P([Yoelo])]sd+1

0<

0—
d) Onposep= ﬁ ett= —p.
P
Donner une majoration de t. Que représente cette quantité? Qu'en déduire concernant la méthode de confidentialité pré-
sentée dans cette question lorsque € est proche de 0?
On pose & = max, )y |g(a) — g(b)| et on suppose que > 0.
40. Dans cette question, pour tout a € D", on pose X, = g(a) + Y ou Y suit la loi de Laplace de parameétre (0, ().
a) Pourtout a € D", déterminer E (X,) et une densité de probabilité f, de laloi de X, en fonction de ¢(a) et de p.
b) Montrer que pour tout t € Ret (a,b) €7, f4(t) < exp (g] fp(0).
En déduire que pour tout (a, b) € ¥, (Xq,Xp,) est g-différentiel.

¢) Comment choisir p pour disposer alors d'un procédé de e-confidentialité de D" pour g?
n

41. Dans cette question, pour tout a = (ay, ..., a,) appartenant a D", g(a) = Z aj.
k=1
a) Quelle est la valeur de 62
On utilise dans la suite le procédé de e-confidentialité tel qu'il a été défini dans la question 14 mais au lieu de publier la valeur
Xg, on procede ainsi :
— siXy< % on publie 0;
— siXgze€ [k— %,k+ %[ ol k€ [1,nd—1], on publie k;
— sinon on publie nd.
b) Montrer que la valeur aléatoire Z, publiée vérifie :

0 siX,<1/2
Za= [Xqg+1/2] siXg€(1/2,nd—-1/2]
nd siXg=nd—-1/2

¢) Ecrire un script qui pour d, n et € saisis par l'utilisateur, génére une valeur aléatoire de a € D" puis affiche g(a) et Z.
|Za~ q(a) |

7@ (on considerera que

d) Pour n=1000,d =4 et € choisi par I'utilisateur, écrire un script qui estime la valeur moyenne de
q(a) est toujours non nul).

N.B. A titre d’information, on obtient le tableau de valeurs suivant :

€ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
Moyenne | 1.91% | 1% | 0.6% | 0.5% | 0.3% | 0.3% | 0.28% | 0.2% | 0.2% | 0.19% | 0.17% | 0.16%

- FIN -
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ECG 2

DS 3A - solution

et=t+a
e2+=(t+a) **2
return e/m,e2/m-(e/m) **2
# en utilisant la formule de Koenig-
1. Lavariable X est a valeurs dans [a; +ool. En particulier, pour Huygens pour calculer la wvariance

toutréel x<a

Exercice 1

F(x) =0. # solution 2
def ApproxBis(a):
Soit x € [a; +oo], Ech=np.abs(rd.normal (0,1,5000))
e=np.mean (Ech)+a
Fx)=PX<x)=P(TI+a<x) v=np.std (Ech) *x2
=P(TI<x-a) # la commande std pour standart

deviation renvoie l’écart-type

=Pla-x<T<x-a) return e,v

=Pla-—x< T<x-a) Testadensité
F(x)=®(x—a)—P(a—x).

Tests :

>>> ApproxBis (1)

Par la propriété de symétrie de ® (1.7961492444841656,
0.3651706748193544)

F(x) =20(x—a)-1.
>>> Approx (1)

2. Comme @ est de classe €' sur R, on en déduit par com- (1.802814522173332,
position que F est de classe € sur |a; +ool. De plus, F est 0.35771701150039137)
constante sur ] —oo; al, F est aussi de classe ¢! sur]—-oo;al. 4.a) Lintégrale
Pour justifier que F est continue sur R, il ne reste plus qu’a oo oo
justifier la continuité en a. f xf(x)dx = 2f xp(x—a) dx
En tant que fonction de répartition, F est continue a droite -0 a

est une intégrale généralisée en +oo car l'intégrande est
continue sur [a; +ool. Par le changement de variable affine
t = x — a, on sait que les intégrales

F(x) — F(a)=®(0)-®(0)=0
x—at

et F étant nulle sur | —oo; al

+00 +00
F(x) — 0=F(a). 2[ xp(x—a)dx et 2[ (t+a)p(r) dt
x—a~ a 0
On en déduit la continuité en a. Dés lors, F est continue sont de méme nature et égales en cas de convergence.
sur R et de classe ¢! sauf éventuellement en a, on en dé- Or par parité de la densité ¢
duit que X est une variable a densité. Précisons une den- oo o
sité. Notons , la densité continue de la loi normale cen- f ap(t) dt = a f @t de = a
trée réduite 0 2J-c0 2

1 ) et pour tout réel A >0
rteR— ——exp(—1°/2).
¢ V2n 2 1A
—6_7] — 1.
0 A—+oo

A 2
f te” 2 dt=
On obtient une densité f de X en dérivant F sur R\ {a}. Si a

x<a, f(x) =0.Si x> a, on a par composition On en déduit que

2 _-a?
(x)=20'(x—a)=2 (x—“):\/je_ 2, +00 2 oo 2 2
! ? n f 2ttp(t)dt=—f e~ T dtz\/;.
0

v2mnJo
3.
+oo
# solution 1 Finalement, l'intégrale 2 f x@p(x — a) dx est conver-
def A : R a ., .
© ezgrox () gente (méme absolument car l'intégrande est positive), X
e2=0 admet une espérance et
m=5000 # taille de l’échantillon
for i in range(m): 2
t=np.abs(rd.normal (0,1)) EX) = ;"'a'
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* De plus, par la formule de Koenig-Huygens
E(T%) = V(D) +EM?=1+0=1.
et par la méme formule
VX) =V(TI+a) =V(TI)
= E(ITP) - E(T))?
2
V00 =E(T?) - E(Tp? = 1- =,
b3
4.b) Oui les résultats sont en accord. Si on prend en compte
les erreurs d’approximations, la courbe en rouge est une
droite de pente 1. Cela correspond bien a la fonction a €
R — EX) = v2/m + a et la courbe en bleue est celle de la

variance qui est indépendante de a. On a par exemple en
premiere approximation

2 2
1-—=1--=0.3.

T 3

Probleme A

5.Soient M, N€ .4, (R) et \ e R

Dr(AM+N) =AAM+N) - (AM + N)A
= A(AM - AM) + AN — NA
@A (AM +N) = A0 (M) + @A (N).
D’ot1la linéarité de @, .

De plus, pour tout M € 45, (R), ®a (M) € 4, (R).
En conclusion, ® est un endomorphisme de .4 (R).

6. Comme A est une matrice symétrique réelle, A est diago-
nalisable. De plus, par la formule du rang

rgA=1 donc dimEy(A)=1.

1
_1 :
On a une seconde valeur propre avec 2 et

La matrice A est la matrice Attila. Exemple classique
du cours.

Plus précisément

Eg(A) = Vect(

E2(A) = Vect (

7.a) On peut choisir

1

. 1
D =diag(2,0) et P—[ 1 -1

7.b) Dans le cas des matrices de taille 2, il existe une formule
explicite de l'inverse
L[-1 -1]_1[1 1
-1 1 |[" 2|1 -1}

Pl=—
-2

8.0na
-1
PaB=| | , |=E2-Bs
-1 0
PaB2)=| , | |[=-E1+E4
1 0
@p (E3) = 1 |=E1-E4
0 1
PaBa)=| _; =E —E3.
On en déduit que
0 -1 1
P
- 1 0 0 -1
0 1 -1 0

La matrice est symétrique donc J et &5 sont diagonali-
sables.

9.a) Faire un test de liberté.
La famille est libre avec autant de vecteurs que la dimen-
sion. C’est une base de %5 (R).

9.b) On a
DpA(A) =Dp(F1) =02, DA(F2)=-2F2, ®a(F3)=2F3.

On en déduit que la matrice de ®5 dans cette nouvelle
base est diagonale (on a une base de vecteurs propres)

diag(0,0,-2,2).

On retrouve le fait que ®5 est un endomorphisme diago-
nalisable.

10. La matrice A admet 2 valeurs propres et A est de taille
(2,2). On sait alors que A est diagonalisable. Plus précisé-
ment A est semblable a une matrice diagonale contenant
les valeurs propres (avec multiplicité). Comme l'ordre n’a
pas d'importance, A est semblable a A et la matrice Q
existe.

11. Soit M € .45 (R),

Dp (WMD) = Ay(M) - y(M)A
=QAQ ' -QMQ ' -QMQ T -QaQ ™!
=QAMQ ! -QmaqQ!
=Q(M-MA)Q!

DAWM)) =y (@ (M)).

12. Rédaction 1.
Soient A1,A2,A3,A4 € R tels que

n
Z AiK; = 0.
i=1
4
Puis Y AiQE;Q ! =0,
i=1
4
Soit Q(Z )\l-E,-)Q_l =0y,
i=1
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en multipliant respectivement 2 gauche et a droite par Q1

etQ

4
Z x;E; = 0.
i=1

Comme (Ei)ie[[1-4]] est libre, \] = A2 = A3 = A4 = 0. la fa-
mille (K;) ;1.4 estlibre. Comme elle contient dim .4 (R)
vecteurs, c’est une base de ./ (R).

e Rédaction 2.
On vérifie que W est un isomorphisme de .#»(R) en expli-
citant 'application réciproque

vl Metb® — Q 'MQe L MR).
Des lors la famille image (w (E;)) ;.4 est une base de

Ao (R) car (B;) ;1.4 €St une base de 4 (R).

13.a) Soit i € [[1;4]]. En reprenant la question 11

Dp (K;) = @ (w(E;)) = w (Pa (Es)).
Or on a aussi

@p (B1) =@p (E2) =02
0 a-b
0 0

0 0
b-a 0

®p (Ep) = [ ] =(a-b)Ep

@y (E3) =

] =—(a-Db)E3

avec E; # 0 pour tout indice i. D’ou 'existence pour
chaque indice i € [[1;4]] d'une valeur propre A; telle que

®a (Ki) =w (AEi) = AiK;.
13.b) Lendomorphisme ®5 admet une base de vecteurs

propres donnée par la famille (K;) ;.4 Par définition,
I'endomorphisme @, est diagonalisable.

Noter que la démonstration proposée ici se généra-
lise aux matrices diagonalisables de .4/, (R).

14. Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe deux
matrices A, B telles que

AB-BA=[ABl=1I;.
En particulier
0=Tr(AB-BA) = Tr ([A,B]) = Tr(Ip) = n.
Absurde, il n’existe pas de telles matrices.
15.a) Soit R € R[x]
do f(R)=d(xR)=1xR+ xR’
et fod®) =f(R)=xR.
Par conséquent
(d, fIR)=do f(R)— fod(R) =R.

Ainsi [d, f]=idR[y] -

15.b) Il n'y a pas de contradiction avec la question précé-
dente car on se place en dimension infinie alors que la
question 14 se place dans le cas de la dimension finie des
matrices.

16. Justifions par récurrence que la propriété
PK): [fk,g] =akf¥

est vraie pour tout k € N.

— Initialisation. On a
[forg] =i, g] =g-g=0=af°.

La propriété 22(0) est donc vérifiée.

— Héreédité. Soit k € N tel que 2 (k) soit vérifiée. On a
[fk+1 g] :fk+1 og_gofk+1
=fo(f¥og)-gork*!
= fo(gofF+akft)-go fEl (k)
=fogoft-gofoftrakf!
=(fog-gofof +akf!
= (@f)o fF+akfFH!
[fk+l,g] =(X(k+ 1)fk+l.
Ainsi la propriété au rang suivant est établie.

— Conclusion. La propriété est vraie pour tout entier na-
turel k.

17. Solution 1.
Puisque f"* #0¢ ), ona fk # 0 (E) pour tout k € [[0, m]].
Considérons I'endomorphisme

Q:ue £LE)—[u,gle ZE).
De sorte que
o(fFy = kaff et fE#0gg.

Dit autrement, f k est un vecteur propre de ® pour la va-
leur propre ak. Comme les valeurs propres sont distinctes
(a # 0), les vecteurs propres forment une famille libre. Ce
qui conclut.

* Solution 2.
Puisque f #0 ¢ ), ona fk # 0. (g) pour tout k € [[0, m]].
Justifions par récurrence que la propriété

«La famille (idg, f, f2,-, f¥) est libre »

est vraie pour tout k < m.

— Initialisation. La propriété est vraie si k = 0, puisque
fO=idg # 0 (E)- La famille (%) est libre.

— Heérédité. Soit k € [[1; m]] et on suppose que la famille
(dg, f, ...,fk_l) est libre. Soient Ay, ..., Ay dans R tels que

ko
2N =02m ()
=0
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D’apreés le résultat précédent, on a pour tout j € N

18] =aif!,
d’ott
k ) k , k ,
0= | Y Al g = Y A1 g] =a Y AuifT (oo
j=0 j=0 j=0

En effectuant é(n) — k(e), on obtient
k-1 .
Y NG=Rfl.
j=0

Lhypothese de récurrence implique A;(j — k) = 0 donc
)\j = 0 pour tout indice j € [0,k — 1]]. L'égalité se ré-
duit alors a A f k=g qui donne Ay = 0. Ainsi la famille
(dg, f,.... f k) est libre. La propriété au rang suivant est
établie.

— Conclusion. La propriété est vraie pour tout k € [[0, m]].

18. Raisonnons par l'absurde. Si f n’était pas nilpotent,
on aurait f™ # 0gE pour tout m € N. La famille
(idg, f,..., f/™) est donc libre pour tout m de N. Mais ceci
est absurde deés que m > dim(E)? car £ (E) est un espace
vectoriel de dimension dim(E)?.

19.0n a

[of +Pg gl = (af +Pglog—golaf +pg)
=afog-agof
=a(fog-gof)

laf +Pg, gl = alaf +Pg).

Sionpose F=af +fg, onadonc

[F,gl=aF et a#0.

En reprenant le résultat précédent, on en déduit que
F =af +pg est nilpotent.

Probleme B
d'apres Edhec voie S 2000 et HEC maths 2 2002, voie E

20. Pour tout réel h strictement positif

q(t, h) ZP[T>1§]([T€][,I+ h])
_P([Telt, t+ R n(T> 1))
- P(T>1) '

OrsiTelt, t+ h]alors T > t donc

[Telt, e+ R N[T>1t=[Telt, t+hl].

Ainsi
D(t)-D(t+h) 1-P(T<t)—(1-P(T<t+h))

D(D) P(T> 1) =q(h).

21.a) On a pour tout réel positif ¢, D(¢#) = 1 - F(¢) avec F la
fonction de répartition de T. Or F est dérivable la ou1la den-
sité f de T est continue. D’apres I'énoncé, f est continue
sur R*. Donc F et D sont dérivables sur Rt et pour tout
teR*

D'(t)=-F (1) = - f(0).

21.b) On calcule ce rapport en faisant apparaitre le taux d’ac-
croissement de D : pour & > 0 on peut réutiliser les égalités
précédentes.

q(t,h) _D(®-DE+h) 1 D+h)-D)
h =~ DW®W-h DO h
/
DO _JO _ .

h—o D(® D@
22.a) La loi de survie est donnée par D(t) = 1 — F(f) avec
F(t)=0sit<Oetpourt=0

t t

F(t)=f f(x)dxzf Ae Mdx= [—e_)\x]
—00 0

At

t
0

=1-e"

Doncsit<0,onaD(f)=1etsit=0,onaD(f) = e M,
Pour la courbe représentative, D est strictement décrois-
sante sur R, la dérivée a droite de 0 vaut —A, et D tend

vers 0 en +oo.

0

22.b) On retrouve pour t =0

-At
ﬂ-(t):M:)\e :)\:L
D(1) e At E(T)

car T suit une loi exponentielle.

Dans le cas exponentiel, le taux de panne est donc
constant.

23. La fonction f est une densité de probabilité car :
— f est positive.
— f continue sur R\ {0} comme fonction constante sur
R; et comme produit de fonctions continues sur R} .

— Ona
On en déduit la simplification +o0 0 +00 2
f(t)dt:f 0dt+f te” 2 dt
t h)_P(Te]t,Hh])_P(t<T<t+h) —o00 00 0
e T R ¢ ) avec N
M 2 2 2
_P(T<i+h)-P(T<D) f e T dr = _e—f?] N
P(T>1) 0 0 M—+00
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+00

fde.

La fonction f est une densité de probabilité.

24. Soit S = T? et G sa fonction de répartition. On a pour tout
teRy :
s<n=[r’<t|=0

doit PS<)=0 et G(1)=0.
Etpourt=0:
S<t]= [Tzst] — [-Vi<T< V7]

et G(H)=PS<t)=PT<vVD-PT<-VD
=P(T<VD=FW5 (o

* Rédaction 1

La fonction G est de classe €1 sur R} car constante sur cet
intervalle. Elle est aussi de classe €1 sur R} par produit et
composition. Ainsi G est classe €1 sur R*. Vérifions que
G est continue en 0. En tant que fonction de répartition G
est continue a droite. La continuité a gauche est claire en
remarquant que

lim G(#) = lim 0=0=G(0).
—0- t—0-
On en déduit que que G est bien une fonction de réparti-

tion d'une variable a densité. La densité s’obtient par déri-
vation. Pour ¢ <0, G'(£) = 0 et pour ¢ > 0,

1 Ve 1
Gy=fWH—==Vte 2 —
(1= f( )2\/; e e
1 _2
=—e 2.
2

On en déduit que T? = S suit une loi exponentielle de pa-
rametre 1/2.

* Rédaction 2
Par intégration, la fonction de répartition de T est donnée

par
2

F:teR— l1-e 2 si r=0
0 si <0
En reprenant la relation (e), on obtient pour tout réel ¢
\ﬁZ
G(t) = l-e" 2 =1-¢"2 i 120
0 si <0
On reconnait la fonction de répartition d'une loi exponen-
tielle de parametre 1/2. Comme la fonction de répartition

caractérise la loi, T? = S suit une loi exponentielle de para-
metre 1/2.

* En particulier E(T?) = 1/(1/2) =2 et

2
_n(r2) _ 2_, T _, T
V(T)—E[T) EM)?%=2 \/; =2-=.

25.0n a D() = 1 -F(#). Comme f est continue sur R, F est
dérivable sur R et D également.
— D()=1surR.
— Pour reR*, ona

0 t 2
F(t)Zf 0dx+f xe” 2 dt=
00 0

2
et donc D) =e /2,

2
— SurR*:D'(#) = —te"¥"/2 Donc D est strictement dé-
croissante sur l'intervalle R*.

— D' est dérivable sur R* et D"(1) = (2 —1)e~"/2 est
du signe de (t2 —1) polynome du second degré qui a pour
racines 1 ( et -1 qui est négatif). Donc la courbe représen-
tative est concave sur [0, 1] et convexe sur [1, +ool.

— La courbe représentative de D a donc un point d’in-
flexion en 1 avec une pente de D'(1) = e~1/2 = 0,607 et
D(1) =e 12 =0,607

— On aD/(0) = —f(0) = 0 donc on a une tangente hori-
zontale en 0.

— D tend vers 0 en +o0 et on a une asymptote horizontale
d’équation y =0 en +oo.

0 1

26. On obtient pour tout ¢ € R*
n(e) =t

27. Comme 7(f) = a alors pour tout £ € R* ona f () = aD(z)
et on rappelle que D est dérivable sur R*et D' (1) = — f(1).
La fonction g est donc dérivable sur R et

g'(H) = ae®'D(1) + XD’ (1)
=e%(aD(r) + D(1))
=e(f(-f(t) =o0.

Donc g est constante sur I'intervalle R*.

28. Comme g est constante elle vaut g(0) = D(0) = 1 et pour
tout £ =00nae®’D(7) =1 et D() = e~** d’oi1 la densité de
T

VteRT,  f()=oaD(t) =ae .

Et comme sa densité est nulle sur R™, la variable T suit
bien une loi exponentielle de parameétre o.

32. Pour t € R, on adonc

f@ =3
1-F@

D'ott (Ino(1-B) (1) = —£3.
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Par intégration sachant que F(0) =
x X x4
In(1-F(1) :f (Ino(1-F) (1 dr :f —r°dr=-=—
0 0 4

Il vient 1 — F(x) = exp (-x*/4) puis

F(x)=1-exp (—x4/4) .
La probabilité recherchée est alors
PX>1)=1-PX<1)=1-F1)=e /4

Lapplication numérique donne 0.023 année, soit un
peu plus d'une semaine. La fin est proche...

30. On cherche

P(X>2]n[X>1])
PX>1)

_PX>2)

TPX>1D’

P[X>1] X>2)=

Puis en reprenant le calcul précédent, on obtient

1-PX<2)
1-PX<1)
e—24/4

= =e
o 1/4

P[X>1] X>2)=

-15/4

La probabilité pour que ce composant 4gé de un an, sur-
vive plus de deux ans est e 1574,

31. Intégrons par parties sachant que les fonctions considé-
rées sont de classe €'

0 0
fD(t)-ldt:[D(t)-t]g—f t-D'(1)dt
0 0
0
:G-D(G)—O—f t- f(nde.
0

Sachant que D(¢) =P(T > ) et que P(T < 0) = F(0), il vient

P(T 9)

tf(nde

f@
F(0)

0
f D(t)-ldtZP(T>6)-9+f
0 0

=P(T>0)-0+P(T<0)- f t——dt.
32. Comme T suit une loi exponentielle &(A), on sait que
E(T)=1/A.D’ou
=AK+C).

De plus, pour 0 € RY

0 0 Az
fD(t)dtzf e Mdr=
0 0

e A

On obtient

c2(0) = =" =A

-\6

Comme l1-e <l1,

On constate alors que
c2(0) > cy.

La méthode 2 n’a pas davantage. En effet, dans le cas d'une
loi exponentielle, le taux de panne est constant. Dit autre-
ment, il n’y a pas de phénomeénes d'usure et il n’est pas
utile de changer le composant préventivement.

33.a) Onavu que E(T) = vit/2. Dés lors

K+C
\/>(K+C

Sachantque D) — Oet
0—+o00

0 06, +oo
fD(t)dt:f e 24y — f e 12 = /)2
0 0 0—+00 JO

On obtient par quotient de limite

0@ < K+ 1-DO)C K+C _
? BDde  6~+ovmiZ

33.b) La fonction
0
GERHI e_tz/zdt
0

est la primitive de la fonction g: t e R — e 2 qui s’an-
nule en 0. En particulier, elle est dérivable et la dérivée
est g. On en déduit que la fonction ¢ est dérivable par
somme et composition de fonctions dérivables. On vérifie
que pour tout 0 € R}

¢'0) = (K+c( ‘92/2))>0.

La fonction ¢ est donc strictement croissante sur 'inter-
valle R} . On peut préciser les limites

PO) — -oo et @O — CVm/2.
0——oc0 0—+00

33.c) La fonction ¢, est dérivable par quotient et

c5(0)
_ -D'(O)C- [ D(t)dt - [K+ (1~ D(®))CID(B)
- 2
(/g porar)
_ FOC- [D0di- K+ (1 -D®)CIDO)
(foeD(t)dt)z
0-e~/2C. [{D(dr - [K+ (17072 c| =02
- 2
(/5 porar)
ClyDde- & [K+(1-7%72)c]
26'6_62/2 0 0-
2
(/5 D]

:6~e792/2~(p(9).
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Le signe de cé dépend uniquement de celui de ¢. Or on a
vu que ¢ est strictement croissante, continue et

PO) — -oo et @O — CVm/2>0.
0——o0 0

—+00

D’apres le théoreme de la bijection ¢ s’annule une seule
fois (disons en 6p) avec un uniquement changement de
signe
V0 €]0;0], PO) <0
V0 €]10; +ool, @(0)>0.

on en déduit que ¢ est strictement décroissante sur ]0; 6 [
et strictement croissante sur 16;+oo[. Il y a donc un mini-
mum atteint uniquement en 6g. En particulier

c2(0p) < lim c2(0) =c;.
6—-+o00
33.d) On avu que ¢ (8g) = 0. C’est-a-dire
% 2 1 —02/2
Cfo e 2 dt—e—O(K+C(1—e o ]):0

ou encore

fonD(t)dt=foeo e_é de= % (K+C(1—e‘95’2)].

0
Puis
—-02/2
K+a-Doc  K+(1-e"%?))c
c2 (Bp) = % = —0712 =CBp.
fDinde o (k+c(1-e7%"2))
Concluons :
1 1 2 K
0p=—=c2(0 - :\/i1+—
o Ccz(o)<C61 n C)

33.e) Sous ces conditions c¢2 (Bg) = 0. Comme c2(0p) est le
minimum de ¢y, on a

¢2 (Bp) < ¢2(1,5) = 1,5429.

Et comme 0 = c2 (Bp) on a finalement By < 1,5429 D’autre
part, cp est croissante sur [0g,+ool, et c2(1,45) > c2(1,5)
alors que 1,45 < 1,5. On ne peut donc pas avoir 1,45 et 1,5
dans cet intervalle. Finalement 1,45 < 0 < 1,5429 < 1,55.

Exercice 2

34. Puisque S € .4, (R) admet n valeurs propres distinctes,
alors elle est diagonalisable. Il existe donc P inversible telle
que P~1SP soit diagonale.

Les polyndmes L; sont les polynomes d’interpola-
tion de Lagrange.

35. Vérifier que

1 sioi=j

L,(A])—{ 0 si i#).
Comme il y a dimRy,[x] vecteurs dans la famille et que
pour chaque indice i € [[0;n]], L; € Ry[x], il suffit de vé-

rifier que la famille est libre. Soient po, ..., un € R tels que
n
> HiLi =ORpy.
i=0

En évaluant en A j pour un indice j fixé, on obtient
n
1x p.] = Z HiLi ()\]] =0.
i=0 ~——
Ainsi la famille est libre. C’est une base de Ry [x].

36.) Vérifier que le polynéme

convient.

@ | Ce polynome U est méme unique.

36. Notons que D =diag(Ay,...,A;). Comme D est diagonale,
U (D¥) = U|(diag(Af,....A%))
= diag(U(Af),..., U (Af))
=Diag(A1,...,An)
u(pk)=p.
D'oit R(D):U(Dk)—DzD—Dzon.

Ainsi, R est un polynéme annulateur de D. Et puisque
S=PDP!,ona

R(S) =R(PDP!) = PROD)P™! = 0.
Donc R est aussi un polynéme annulateur de S.

38. Justifions par récurrence que
P(p): ASPK =sPkp
est vraie pour tout p € N.

— Initialisation. 22(0) est claire car pas convention, la
puissance nulle d'une matrice estl'identité.

— Hérédité. Soit p € N. Supposons Z(p) vraie. Dans ce

cas
AS(P+DE _ agpkgk

= (asP¥) sk
=sPkask  dapres (k)

=8PkskA  car A et S¥ comutent
As(p+1)k — S(p+1)kA.

Ainsi 2 (k + 1) est vraie.
— Conclusion. Pour tout p € N, ASPK = gpkp,
-1
39.Soit U = nz apXP le polynéme de la question 35.b. Alors
p=0

u(xk) = nf xkp
= P2 ap
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n-1
puis U(Sk] =y apSkp.
p=0
En reprenant le résultat précédent, on obtient

U(sk)a= nil apSkPa = nil aphSkP =AU (s¥).
p=0 p=0

Enfin, d’aprés la question 36, R(S) = 0 donc U(Sk) =Set

Ainsi, S posséde deux valeurs propres distinctes : 1 et —1.
De plus, on constate que S? = I, et si k = 2p est pair,

sk = (Sz)p =LP=1.

40.b) Le résultat est faux pour k pair. En effet S¥ commute
avec toutes les matrices A de .4 (R) pourtant il existe des
matrices A qui ne commutent pas avec S. Par exemple

SA = AS. Ce qui conclut. 0 1
A=
2 0
40.a) Le réel A est valeur propre de S si et seulement si S — Al 0 1 0 1 2«
A . . . . B _ car - #
n’est pas inversible, si et seulement si det (S — Alz) = 0. Or [ 1 o ] [ 2 0 ] [ . x ]
- A1 ]2 o 0 1][0 1] _[1 =
det (S —Alp) = det Y =A-1=A-DA+1). [ 5 0 H 10 ]_[ . ]
2024-2025
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ECG 2

DS 3* - solution

Probleme A
Le début est adapté du sujet HEC 2016

1.a) Par définition d’'une partition de 'unité

k
idg = Z u;.
i=1

C’est-a-dire pour tout x € E,

k
x=idg(x) =Y u;j(x) .
i:1 N~
elm(u;)
k
Donc Ec ) Im(u;).

i=1

Linclusion réciproque est directe, d’ou1 'égalité deman-
dée. On sait par la formule de Grassmann que pour tous
sous-espaces vectoriels F, G de E

dim(F+G) = dim(F)+dim(G)-dim(FNG) < dim(F)+dim(G).

Par récurrence, on en déduit que
k k
dim(z Im(u,-)) < Y dim(Im(;)).
i=1 i=1

D’oli le résultat.

1.b) Ona
k
E=) Im(y;).
i=1

D’apres le cours, une somme est directe si et seulement si
la somme des dimensions des sous-espaces est égale a la
dimension de la somme des sous-espaces. Ainsi

k
Im(u,-) — n= Zri.
i=1 i=1

P

E=

2. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires tels que
le projecteur p projette sur F parallelement a G. Soit %,
une base de E adaptée ala décomposition F& G = E. C’est-
a-dire & est obtenue par la concaténation d'une base de F
et d'une base de G. Or, on sait que

VxeF, px)=x
VxegG, px)=0.

On en déduit que la matrice de p dans cette base (de vec-
teurs propres de p) est diagonale et plus précisément

Matg (p) = Diag(l,...,1,0...,0)

ol le nombre de 1 est donné par la dimension de F.
Tr(Matg(p)) =1+...+1=dimF.
Or F correspond aussi a 'image de p
Tr (Matgg(p)) = dimIm p = rg(p).
Si 4’ est un autre base de E, les matrices
Matgg(p) et Matg(p)

représentent le méme endomorphisme. Par la formule de
changement de base, elles sont semblables. Comme la
trace est un invariant de similitude, ces deux matrices ont
méme trace.

En conclusion, pour toute base de E, la matrice de p dans
cette base a pour trace le rang de p.

. Notons M;, la matrice de u; dans une base 98 de E. Comme

les applications u; forment une partition de 'unité, on a

k
Y M; =1,
i=1

La trace étant linéaire
k
Y Tr(M;) = Tr(y) = .
i=1

On conclut a I'aide de la question précédente car la trace
de M; correspond au rang de u;.

. On suppose donc (1) vérifiée. Soient xe Eet i € [1,n],

u;(x) =idg (u;(0)) = Z uj (u; (%) = uy (u;(0) +--+uy (u; (x).
j=1 —— ———
eIm(uy) elm(uy)

Or on a aussi

uix)= 0 +--+ 0 +ux)+ 0 4+ 0
elm(uy) elm(u;_y) eIm(u;) elm(u;qy) eIm(uy)

Précisons que la somme des images Im (u;) est directe
(question 1.b) en supposant (1)). Par unicité de la décom-
position dans le cas d'une somme directe :

Vi#i,  uj(u0)=0.

. Il reste a établir (3)=(2).

On suppose donc que pour tout (i, j) € [[1, k]| tel que i # j,

uiouj ZOQ(E).
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k
Soit j € [[1, k]l. De nouveau, a partir de idg = Y. #;, on ob-
i=1

i=

tient
k
u]': Z u,-ouj:ujouj+Z‘uiouj:ujouj.
i=1 I# JN———"
=02

On en déduit que u; est un endomorphisme tel que
ujz = uj. C'estdonc un projecteur. Lénoncé (2) est vérifié.

6. On sait que u; projette sur 'image parallelement a son
noyau. Sachant que pour tout indice j # i, ona

ujouj = 0%
donc Imuj < Keru;.
Par somme, on a donc

donc ® Im[uj)cKeru,-.
Jjelli;nll
j#i

De plus, on a I’égalité des dimensions

dim @ Im(uj] =dimE - dimIm u;
Jjelil;nl
J#i

=dimKeru;.

On en déduit I'égalité et la conclusion

) Im(uj] =Keru;.
JellL;n])
J#i
7.La matrice A est triangulaire, donc ses valeurs propres sont
ses coefficients diagonaux. Il vient

Sp(A) ={-1;0}.

De plus, on constate que A a une colonne nulle et deux
colonnes non proportionnelles. On en déduit que A est de
rang 2 et par le théoreme du rang, 0 est valeur propre avec

dim(ker(A)) = dim (/3,1 ®R)) —1g(A) =3-2=1.

De plus,
1 1 0
A+Iz=| 0 1 0
0 0 O

On retrouve le fait que —1 est valeur propre avec
dim (ker (A +13)) = 1.

Par contre, si on compte les dimensions de tous les sous-
espaces propres, on ne trouve pas 3. On sait alors que A
n’est pas diagonalisable.

8. Il suffit de vérifier par le calcul que
A +A=03.

9. Raisonnons par 'absurde en supposons qu'un tel poly-
ndme annulateur P de degré 2 existe. Comme le spectre

de A est inclus dans I’ensemble des racines de P, il existe
AeRtel que
P(x) = Ax(x+1).

Or, on vérifie que

01 0 1 1 0
0 0 O 0 1 0
-1 0 0 O

0 0

AA+T,) =

@ | 11 suffit de calculer un coefficient non nul.
C’est donc absurde, il n’existe pas de tel polynéme P.
10.On a

Q1(A) =A% =

o o o

0 0
0 0
0 1
On a directement Q; (A)? = Q1 (A), la matrice Q1 (A) est bien
une matrice de projecteur. De plus,
2
(13 —A2] =13 -2A2Z + A% =13 - 2A2 1 A2
=I3-A%.
Si on pose Q2(x) =1- x2, on a donc QZ(A)2 =Q2(A). La
matrice Q2 (A) est aussi une matrice de projecteur.

On en déduit que Qg (f) et Q2(f) sont des projecteurs de E
et

Q1) +Qa(f) = f2 +idg — 2 = idg.

C’est bien une partition de I'unité en projecteurs.

11.La premiere égalité est une conséquence directe du fait
que f soit diagonalisable. Justifions que

P(f) =02).
C’est-a-dire YueE, P(f)(w) =0g.

Soit e, un vecteur propre associé a la valeur propre A;;, on
adonc f(e) = A;, e, ou encore

(f = Ajyidg) () = Op.

Comme
=g
——
k . .
P()= 0 (f-Aridg)o(f~ A id)
i#ip
on obtient

P(f)(e) = go(f —\j,idg) (e) = g(0p) =0
car g est un endomorphisme de Z(E).

Attention, noter bien la composition o. On évitera
les expressions qui n’ont pas de sens du type

@ k

P(f) =[] (f-Asidg) xxx

i=1

Or f est diagonalisable, il existe une base de vecteurs
propres. Donc il existe une base (e1, e2,..., ey) telle que

viel[L;nll,  P(f)(e;)=0g.
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Justifions que cette égalité s’étend alors a tout vecteur de
E par linéarité. Pour u € E, il existe une famille de réels
(Mi)ie(1;n) telle que

n
u=) Hie
i=1

n n
et P(f)w) =) u;P(fle)) =) u;O0g=0g.

i=1 i=1
D’olu P(f) =0eF)-
12. Soit y € Im p;. 1l existe donc e € E tel que
y=pi@=Li(f)e).

Or il existe une constante c¢; non nulle dépendant unique-
ment de i telle que

VxeR,  P)=c;(x-A;)L;(x).
Par conséquent
(f —Aiidg) oL (f) = 0.

D’oir (f —Azidg) oL;(f)(e) =0
C’est-a-dire (f-A;idg) () =0g

ou encore yeKer(f-A;idg) =Ey, (.

Ce qui donne bien I'inclusion

Im(p;) < Ey, ().

13.a) Ona

1 sii=j
Li(A;) =
i (i) {0 sii#].

13.b) Posons Q = ( f L;) -1 de sorte que pour tout i € [[1; k]]
i=1

k k
Q[)‘i):ZLj[)‘i)—lz 25,‘]‘—121—1:0.
j=1 j=1

Or Q est une combinaison linéaire de polynomes de degré
k—1, Q est de degré au plus k — 1 avec au moins k racines.
Le polyndme Q est nul et I'égalité est établie.

13.c) On a

k k
Z pPi= Z L](f) :idE.
j=1 j=1

14.a) Soit (x1,...,x¢) € Imp; x ... x Im py. tel que
X1 +...+x; =0g.
En reprenant la question 12

Xy +--+ xp =0g
—~— —~
€Ey, () €Er, ()

et sachant que les sous-espaces propres sont en somme
directe :
X1 :x2:"':xk:0E-

Les images sont donc bien en somme directe.

14.b) En reprenant la question 1.b), ona:

k
Z 1gp; = n=dimE
i=1

et on sait que
k
Y dimE,, (f) = dimE
i=1
car f est diagonalisable. D’ou

k
Y dimE), (f)-1g(pi)) =0
i=] ——————

20

car Im p; < Ey, (f). Nécessairement

rg(p;) = dimEy, (f)
et]'égalité Imp; =Ey, (f).

15. On a donc vérifié la condition (1) du préliminaire. On en
déduit (question 6) que p; est le projecteur sur Im (p;) =
E), (f) parallelement a

D mw)= D B0
JellL;nl JellL;n])
j#i Jj#i
16. Soit e, un vecteur propre associé a la valeur propre A j, on
montre par récurrence que pour tout entier naturel p

fPe) =)\jpe.

On en déduit par combinaison linéaire que pour tout po-
lynéme Q

QN =QAje.
Notons de plus que

] e sii=j
pl(e)—{ Og sinon.

Ainsi
k

Z QiA)pi(e) =QAj)e=Q(f)(e).

i=1
Par linéarité et en considérant une base de vecteurs
propres, on en déduit que pour tout x € E

k
Y Qi) pi(x) = Q(f) ().
i=1

C’est-a-dire

k
> QiA)pi =Qf).
i=1
En particulier pour le choix du polynéme Q(x) = x, il vient

k
Y Aipi=Tf.
i=1

17.» Ona <€f c Z(E).
* Lapplication nulle 0 ¢ (z) commute avec tout endomor-
phisme de E donc en particulier avec f. Ainsi €y # @. *
Soient g, h € Cgf etA,pLeR.

Ag+ph)of=Agof+phof
=Afog+ufoh (carg he6y)
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Ainsi
Ag+uh)of=fo(Ag+uh).
Des lors
Ag+uhe€y.

Lensemble € est bien un sous-espace vectoriel de £ (E).
18. Raisonnons par double implication.

On suppose que g commute avec f. Soit i € [[1; k].
k .
pi=Li(fi= X a;f.
j=0
Par récurrence, on montre que g commute avec fJ pour
tout j € N. Il vient
k

V& ,
gopi =g°(Z “jf]) = Zoangf’
]:

j=0

k . k .
S upene(fre

j=0 j=0
gopi=pi°c8§-

On a vu, question 16 que

k
=% \ipi.
i=1
Par conséquent
k k
gof=3 Nigopi=) \ipiog=fog.
i=1 i=1
19.a) Enreprenant la condition (2) du préliminaire, pour i # j
piop;j=0gE)-
Et pp étant un projecteur, pour j =i
pi°pPi=Ppi-
19.b) Soit h € €y ;. Onadonc
piohop;=h.

Utilisons la caractérisation démontrée a la question 18.
Soit j € [[1: k]| et justifions que p j commute avec h. Si
Jj =i, enutilisant p; o p; = p;
pioh=pjop;ohop;
=piohop;
=piohopjop; =hop;.
Pour j # 1,
pjeh=pjopjohop;
=02®
=pichopjop; =hopj.
Ainsi, h commute avec tous les projecteurs pj, h commute
avec f.

e Soiti€[[1;k]].Ona

E=E) (f) ®G;

oll Gi= & Ey; ().
JElL;kN
i#]
Soit x € E, il existe donc x; € Ey,(f) et y € G; tels que

x=x;+y.0na
h(x) = h(x;) + h(y)

et
piohop;(x)=p;(h(x;).

Par unicité de la décomposition, 'égalité
piohop;(x)=h(x)
n’est possible que si
h(x) € Ey,(f) et h(y)=0.

Dés lors, h € €y ; si et seulement si 1 est a valeurs dans
E),(f) et nulle sur le supplémentaire G;. Cela permet
d’établir un isomorphisme entre €, ; et £(Ey, (f)) en po-
sant
he <€in — hi € .f(E)\i (f))

Ou h; est l'application restreinte de h a 'espace stable
Ey, (f).

De cet isomorphisme, on en déduit I'égalité des dimen-
sions:

2
dim€y,; = dim Z(Ey, () = (dimE)\i(f)) .

19.c) Soit g € <€f.

k
g=g°idE=g°(Z .Ui)
i=1

Il
M-

oq

(o]

I

1l
T
oQ
o
=
DN

car p;op; = p;

oQ
1l
T
3
o)
oQ
(o)
3

On en déduit donc que

k
6= Z %fyi,
i=1

Justifions maintenant que la somme est directe. Soient g,
.- 8k des endomorphismes de €y 1, ..., € i tels que

81 +...+gk = OZJ(E)-
D’ou
k
Y Piogiopi =0z
i=1
En composant a gauche par p; pour un indice j € [[1; k],
on a directement gy = 0 (). La somme est bien directe.

20. La premiere égalité est une conséquence directe de la
somme directe démontrée a la question précédente.

Comme dimE), (f) = 1, on a toujours

(dimEy, (H)* > dimEy, (f).
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Par somme

Z dimE,y, (f) =

k
Y (dimEy, ()
i=1 i=1

car f est diagonalisable.
De plus, € est sous-espace vectoriel de £ (E), donc

dim €y < dim £ (E) = n.
21.a) On a égalité si et seulement si pour tout i € [[1; k]|
(dimEy, (f))* = dimEjy, (/).

Comme la dimension d'un sous-espace propre ne peut pas
étre nul, c’est équivalent a

dimE,(f) = 1.
La condition § dimE), (f) = nimpose alors que k = n.
i=1

21.b) Soient py, p2,..., Hn € R tels que
n
> Hibi =0 m).
i=1

En composantpar p j, on a directement pjp; = 0. (g) puis
pj =0 car pj # 0gE. La famille est libre. Or le nombre
d’éléments de la famille coincide avec la dimension de
I'espace. On a donc bien une base.

En reprenant la démarche de la question 18, on vérifie que

{QUNIQEeRIx]} = 6.

La question 16 donne l'inclusion réciproque.

22. Supposons que n® = dim €. Ce cas correspond a
€r=Z(E).

Dit autrement, f commute avec tous les endomorphismes
de E. Notons e; = dimE,, (f). Ainsi

k

2_ 2

i°= i=n
Y e®=n" et Y ej=n
i=1 i

D’ou
k k n )
Y ei(n—e)=n) e-) e~=0.
=1~ i=1 i=1
=0
Or l<e;<n.

Nécessairement, on a pour tout i € [[1; k]]
e;j(n—e;)=0 soit e;=n.

La condition Z e; = nimpose k = 1. Finalement f est dia-

gonalisable avec une seule valeur propre A. Si M est la ma-
trice de f dans une base de vecteurs propres alors

M =diag(A,A,...,A) = Aly.

Par conséquent f = Aidg.

* Laréciproque est directe.

Probléme B
adapté du ESSEC 2017 voie E

23. La fonction f est continue et positive sur R.
ATaide du changement de variable affine u = (£ —a)/p, les
intégrales

f"’oo 1 ( |t—0(|)d /“"001 lund
— €X] - t et —expl(—|u u
o 26 PR e 20

sont de méme nature et égales dans le cas de convergence.
Justifions la convergence de la seconde et effectuons le cal-
cul. Par parité de l'intégrande, on peut restreindre 1'étude
alintervalle [0; +oo[. Soit A€ R™.

1-e4

Al Al
f —exp(—lul)du:f —exp(—u)du =
0o 2 b 2

Lorsque A — +o0, il vient

+oo 1 1
fo Eexp(—lul)du: 3

+00 ]
et par parité f Eexp(—lul)du: 1.

—00
En reprenant la remarque préliminaire, on en déduit la
convergence et I'égalité
+oo

fnde=1.

En conclusion, f est une densité de probabilité.

24.a)e Pour xe R~

Y(x) fx Lexp(ndi= lim | Lox
X) = — €X = 1m — = —e".
—00 2 P A——-oc0 |2 2
e Pour xe R :
V() \11(0)+fx1 Codi=te|-Lepen] =11
x) = —exp(-— =—+|——exp(-0)| =1-Ze
) 2P 27|25 2

24.b) Soit Y = X + a. La variable Y est a valeurs dans R. Dé-
terminons la fonction de répartition Fy de Y. Soit xe R :

Fy(x) = P(Y< x) = P(BX + a < x) :P(Xs ﬂ) =\P(ﬂ).

p p

Sachant que ¥ est de classe 6! sur R, Fy est de classe €!
sur R par composition de ¥ avec une fonction affine. Dés
lors, Y est une variable a densité et une densité s’obtient
par dérivation. Pour tout x € R

X—«

s[5 55 ol 5

Ainsi f estune densité de Y qui suit donc la loi £ («, p).
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24.c) En reprenant le calcul précédent

1 X—« i
iexp(—g—] SIXSWX

—X+a

F (x)—\y(ﬂ)—
¥ 1—%exp(T) six=a.

p

25.a) Deux rédactions possibles ici, on peut faire le calcul
direct ou utiliser un argument de symétrie. Rédigeons la
seconde option.

+00
Lintégrale f |2 f(£) dt est généralisée en +oo.

—00
Par les croissances comparées, on montre que

1
|21 f () 20100([_2)-

Par les criteres de négligeabilité et de Riemann. L'intégrale
+00
|| f(t)dt est absolument convergente. L'espérance
—00
est bien définie. Dans ce cas
+00
E(X):f tf(nde=0

—00

par imparité de 'intégrande.

e SiZ— &(1), alors Z admet un moment d’ordre 2. On a la
convergence et I'égalité

+00
f e~ tdr=EZ*) =V(©Z)+E2)* =2.
—0o0
On en déduit par parité
+00 +00 +00 1
f tzf(t)dt:2f tzf(t)dt:2f e tdr=2.
—00 0 0 2

On en déduit par la formule de Koenig-Huygens
V() =E(X?) -E0? =2-02 =2,

25.b) Soit Y — Z(a,p). Si X — £(0,1), on a vu que les va-
riables Y et fX + a ont méme loi. D’apres la linéarité de
I’espérance et les propriétés de calcul de la variance

E(Y) = E(PX+ ) = PEX) +a =«
V(Y) = VX + ) = B2 V(X) = 2p2.

26) Appliquons la formule des probabilités totales avec le sys-
téme complet d’événements ([V = 0], [V = 1]). Soit x e R

Fx(x) =P(X< x)
=P([V=1InX<xD+P([V=0]n[X<x])
=P([V=1In[U=<sx)+P([V=0]n[-U<x])
=P(V=1PU<x)+PV=0P(-U<x)
=P(V=1PU<x)+PV=0PU=-x)

par indépendance des variables U et V. Ensuite
1 1
Fx(0) = SFy (@) + 2 (1-Fy(-x).

Or on sait que

R —R
Fy: 0 siy<o0
1-eV siy=0

On constate alors que Fx = V. Comme la fonction de ré-
partition caractérise la loi, X suit une loi de Laplace de
parameétre (0;1).

27.

def Laplace(alpha,beta):
v=rd.random() <0.5
u=rd.exponential (1)
# simulation d’une los L(0,1)
1=(2xv-1)*u
# puis par transformation affine
return betaxl+alpha

@ | Dans la mesure du possible, on commente le code.

28. Le programme renvoie une réalisation de la variable

X;2

Mz

1
miz1

olt m = 5000 et les variables X; sont mutuellement indé-
pendantes de loi £(1,2). D’apres la loi faible des grands
nombres, il y a une forte probabilité que le résultat soit
proche de

EX3) ol X— 2£(1,2).

En appliquant la formule de Koenig-Huygens
ExXY) =VX) +EX)? =222 +1=9.
29. Reprendre la méthode d’'inversion. Vérifier ensuite que

In(2x) si0<x<1/2

-1 _
¥ (x)_{ -In2(1-x)) sil/2<sx<].

Dans ce cas W1 (U) suit une loi de Laplace £(0,1).

30. Un code possible est :

def Laplace2():
u=rd.random()
if u<1/2:
return np.log(2%u)
else
return -np.log(2*x(1-u))

On peut tester ce programme en tragant Uhistogramme d’'un
échantillon d'un grands nombre de simulations et vérifier
la cohérence avec une densité d’'une loi de Laplace. Par
exemple :

m=10000
Ech=np.zeros (m)
for i in range(m):

Ech[i]l=Laplace2()
plt.hist (Ech,40,density=True)
t=np.linspace (min(Ech) ,max(Ech) ,200)
plt.plot(t,np.exp(-abs(t))/2,linewidth=3)
plt.show ()
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0.5

31. Raisonnons par double implication.

Supposons que le couple (X,Y) est e-différentiel. Soit
n €]J. Comme J est un ensemble non vide de N, il existe un
intervalle I tel que INJ = {z;}. Avec ce choix

PX=z,)=PXel), PY=z,)=P(Ye.
Par définition de I'e-différentiabilité, on obtient
e fPX=z,) <P Y=z, <efPX=2z,)
Supposons maintenant que pour tout n € J,
e PX=2z,) <P =2z, <efPX=2z,).
Soit I un intervalle de R. Justifions que
e fP(Xel)) <P([Yel]) <efP(Xel)) (%)
— SiInJ =@, on a directement les inégalités (x).
— SiINnJ#@.Pourtoutneln]
e *P(X=2z,) <P(Y=2y) <ePX=zy,)
. On en déduit par somme

e Y PX=zp)< ) P¥=zp)<e® ) PX=zp)

nelnj nelnJ nelnJ

=PXel) =P(Yel) =PXel)
Ainsi (x) est encore vérifié. En conclusion, le couple (X,Y)

est e-différentiel.

32.a) OnaY(Q) =N*.
— Soit k=1.

P(Y:1):P([XZI]O[ZZO]):P(X:D><P(Z=0)=IT

=

par indépendance des variables X et Z.
— Soit ke N\ {0;1}.
PY=k) =PX=kPZ=0+PX=k-1)P(Z=1)

_1-p, p _1+p
- 2k 2k—l_ 2k °

32.b) Pourk=1:

PO=D E[l— L
px=1 7 Py

Soit ke N\ {0;1}.

Ce qui conclut.

32.¢) Le résultat précédent s’écrit aussi pour tout k € N*

o na-pn (PO=K) _ _ma-p)
P(X= k)

D’oti le résultat.

33. Soit I un intervalle de R de bornes a et b, avec a réel ou
—oo,bréel ou +oo, et a < b. La croissance de I'intégrale ap-
pliquée sur I aux inégalités :

Viel, e ff(n<g)<eff(r
s'écrit :

b b b
e‘ef f(t)dtsf g(t)dtsesf fde.
a a a

—_— —— —_—
=P(Xel) =P(Yel) =PXel)

34. Avec le choix de I = (¢, £ + h], on obtient
e *PXer,t+h) <P(Ye[t,t+h]) <e*PXe [, 1+ h])
Comme X et Y sont a densité
PXe [t t+h])) =PXelt,t+h]) =F(t+h)-F()
et PYe[t,t+h)=PXelt,t+h])=G(+h)-G(1).
On en déduit en divisant par h € R}

_¢Flt+ h)—F(t) G(t+h)-G(t) €F(l‘+h)—F(l‘)
e < <e .
h h h

Par passage a la limite quand & tend vers 0, les fonctions
F et G étant dérivables en ¢ (f et g sont continues en 1), il
vient

e F (<G (1) <eF (1)
D’ou
et fn<g<ef(n.

35.a) Enreprenant le résultat du cours, aX+ b est une variable
a densité avec pour densité

1 (t-b
e {52,

a

35.b) Ona
VxeR e ff(x)<gx) <eff(x).

Soit ¢ € R. Avec le choix x = (t—b)/ a et en divisant par a > 0

1 (t=b) 1 (t-b t—b
—€ €
e f—fl—|<s—g|—|=<etf|—].
af( a ) ag( a ) f( a )
D’apres la caractérisation démontrée aux questions 33 et
34 (aX+ b, aY + b) est e-différentiel.

On peut démontrer plus directement ce résultat a
partir de la définition de e-différentiabilité.

36. On définit pour a, b € R, la fonction f,;, définie sur R par

L —le-allb
VIER, fap()=7e |t-al

1+p
PO=0 2 1y pefiop ]
PX=k L P P1p)
2k
Lycée Saint Louis

2024-2025



Soit ¢ € R. On a par inégalité triangulaire
|t—al= |t—a'+(a—a')|
<|t-d|+|a-d|.
On en déduit que

1 _l=dI-la-d/|
b

)= —e
fa,b( ) 20
/ —|la-d'|lb
= f,, (e
En échangeant le role de a et a’, on a aussi

£y (0= fappeld=allb,

Ainsi en posante = |a—d’| /b, on a bien

VieR, e fup()< [y, (0 <€ fo ).

Comme X et Y ont respectivement comme densité f, j, et
fa' b» 1€ résultat est établi.

La suite du sujet n'a pas été modifié, je renvoie au cor-
rigé disponible en ligne de 'APHEC.

P
Pierre-Simon de Laplace
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