CHAPITRE ]. 3

Projections orthogonales

Lart des mathématiques consiste a trouver le cas particulier qui
contient tous les germes de la généralité.

DAVID HILBERT
Mathématicien allemand (1862-1943)

_ Rappels : projecteur et orthogonal d’un sous-espace

1.1 Les projecteurs

DEFINITION (RAPPEL) projecteur

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

G Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décomposition
u = up + ug ot (ur, ug) € F x G. On pose
E Op e E — E
u — Ug.

f

Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallelement a G.

Remarque. Rappelons que F =Im(p) =Ker(p —idg) et G = Ker(p). En particulier, on a
E=Im(p) ® Ker(p).

Si & est une base adaptée a cette décomposition en supplémentaire, on obtient une base de diagonalisation avec

1 - 0 0 --- 0

0 1 0 0

0 0 0

0 0 O 0
rgA divaerA

De plus, idg —p est le projecteur sur G parallelement a F.



THEOREME (RAPPEL) caractérisation d’un projecteur
Soit p : E — E une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lapplication p est un projecteur.

ii) Lapplication p est linéaireet po p = p.

+
Exercice 1 1. Soit p un projecteur d'un espace vectoriel E.

a) Donner les puissances de p, puis celles de 2idg +p.

_ — b) Soient A,y € R, simplifier (Ap + pidg) o (2idg + p). En déduire que 2idg +p estun  P-[[9]
/) & isomorphisme.

- 2. Considérons deux projecteurs p et g qui commutent.

Montrer que p o g est un projecteur et justifier que Ker(p) + Ker(g) c Ker(p o q).

1.2 Les sous-espaces orthogonaux

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle orthogonal de F, et on note F*, 'ensemble des vecteurs orthogo-
nauxaF, c’est-a-dire :
Ft={ucE|VveF, (uv)=0}.

PROPOSITION (RAPPEL) espaces supplémentaires orthogonaux

SoitF, un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, () ) Alors
E=FeoF'.

En particulier dimF + dimF! = dimE.

1
Exemple. Dans R»,[x], on considéere le produit scalaire (P,Q) = f P(1)Q(?) dt et F le sous-espace vectoriel des poly-
-1

2n+1)

nomes impairs. On a F = Vect (x, x3,x%,- x . On vérifie que F* est le sous-espace des polynémes pairs.

Remarque. Soit (ey,...,ep) est une base orthonormée de F que 'on complete par (ey,..., ep, €p+1,...,€,), une base
orthonormée de E. On a
F=Vect(ey,...,ep), Ft =Vect(ep+1,...,€n).

Exemple. Dans R® muni du produit scalaire canonique, considérons u = (1,0,1) et F = Vect(u), la droite vectorielle
engendrée par u. Déterminons une base de F*.
e Rédaction 1. SoitX = (x,y,2) € R3.

XeVect(u)r < (x,u)=0
<~ 1-x+0-y+1-2=0
— X=-2

— X=(x,y—-x)=x(1,0,-1)+y(0,1,0).
Sion pose v=(1,0,—-1) et w = (0,1,0), on obtient
Vect(u)L = Vect(v, w).

Comme v et w sont non colinéaires, ils forment une base de FL.
e Rédaction 2. Notons que
dimF* = dimR® — dimF = 2.



On vérifie que si on pose v =(1,0,-1) et w = (0,1,0),

(v,uy=0 et (w,u)=0.

On a donc v, w € FL, puis Vect(v, w) FL. Or (v, w) est une famille libre contenant autant de vecteurs que la dimen-

sion, c’est une base de F*.

Les questions sont indépendantes.

*
. 1. Dans R3 muni du produit scalaire canonique, on considere les plans F et G d’équations
Exercice 2 .
n respectives :
i & x+2y+3z=0 et x-y—-z=0.
— . . 1o n p.[[5]
| o Déterminer une base de F— puis de (FNG)—.
2 1
— 2. Soit R3[x] muni du produit scalaire (P,Q) = f P(1)Q(r)dt. On pose F =Ry [x].
0
Déterminer une base de FL.
Exercice 3
v b/‘ 44 Soient (E, (-,) ) un espace euclidien et F, G deux sous-espaces vectoriels. M
1\ r Justifier que F et G sont supplémentaires si et seulement si F- et G sont supplémentaires. b
PROPOSITION condition nécessaire et suffisante d’appartenance a I'orthogonal

SoitF = Vect (ey,..

., ex) un sous-espace vectoriel deE. On a

ueFt < Viel[l;k], (u,e;) =0.

4 Vecteur normal a un hyperplan

Soit F un hyperplan d’un espace euclidien (E, (-,-}).
Exercice 4 1. Montrer qu'il existe ug € Etel que pourtout veE: veF <= (up,v)=0.
(. 2. Exemples

jf» N 3 . . . . , m
(5 a) On considere E = R° muni du produit scalaire canonique et l'hyperplan F = p-

& {(x,¥,2) € R3|2x +3y — z = 0}. Déterminer un vecteur normal a F.

A s 1

b) Soit maintenant E = R3[x] et le produit scalaire défini par (P,Q) = f P(H)Q(r)dt. Dé-
-1
terminer un vecteur normal a Ro [x].
n Projecteurs orthogonaux
2.1 Définitions et exemples
DEFINITION projecteur orthogonal

Soit (E, ¢,+)), un espace euclidien.
On appelle projection orthogonale sur F, notée pg, la projection surF parallélement a F+

Pour tout u € E, pr(u) est appelé le projeté orthogonal de u surF.




Retenons
v € F

F v=ppu) <
: P {u—v € Fh

Remarque. D’apres le rappel du début de chapitre, un projecteur p est orthogonal si et seulement si Im(p) et Ker(p)
sont supplémentaires orthogonaux, si et seulement si E(p) et E; (p) sont des supplémentaires orthogonaux de E.

Exercice 5

_ 2
N7 (p(w),u) = pwl-. p-[[9

l &

<> Soit p un projecteur orthogonal. Justifier que pour tout u € E

4+ & Exemple
Exercice 6 Soit .4/, (R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr (AB) . On définit I'application

S M+'M
\’r prMy(® — Mp(®R), pM) = 5

p.[0

4 1. Vérifier que p est un projecteur. Préciser le noyau et 'image de p.

2. Est-ce que p est un projecteur orthogonal?

PROPOSITION caractérisation
Soit p, un projecteur d’'un espace euclidien (E, oD ) On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

i) Leprojecteur p est orthogonal.

ii) Lendomorphisme p est symétrique.

Preuve. Raisonnons par double implication.

Supposons que p est orthogonal. Soient u, v € E. Il existe uy, vk € Ker p, uy, vy € Im p tels que
u=ug+uy et v=vg+uy.
En particulier, on a p(uy) =0 = p(vy), p(u) = yj et p(v) = v;. Comme Ker p et Im p sont orthogonaux

(p(u), vy = (ur, vg + vr)
= <u1, UK> + (uI, UI>
={ug, v1)
et de méme (u, p(v)) = (uy, vp) .

D’ou I'égalité (p(u), v) = (u, p(v)). Le projecteur p est orthogonal.

Supposons que p est symétrique. Soient u € Kerpet veImp.Ona

(u, vy =(u,p(v)y carvelmp=E;(p)
=(p(w),v) symétrie
=0, v) carueKerp
=0.

D’oty, le noyau et 'image sont des espaces orthogonaux et p est un projecteur orthogonal.




PROPOSITION caractérisation matricielle

Soient E un espace euclidien, 28 une base orthonormée deE, p un endomorphisme et A = Matg(p).
On a l'équivalence entre :

i) Lendomorphisme p est un projecteur orthogonal.

ii) LamatriceA est symétrique et A> = A.

Preuve. D’apres ce qui précede, un endomorphisme p est un projecteur orthogonal si et seulement si on a les deux conditions :

I. pop=p II.  p estsymétrique.

Matriciellement, la condition I équivaut 2 A% = A. La condition II équivaut 2 ‘A = A car 2 est une base orthonormée.

A Attention. Il ne faut pas oublier la condition : 98 est une base orthonormée.

Exemples.
e Soient u = (uy,..., u,) € R" tel que f ui=1etUe Mp,1(R) la matrice de u dans la base canonique de R”. On vérifie
i=1

que ‘UU =1 et U'U est une matrice de rang 1 qui est la matrice du projecteur orthogonal sur Vect(w).

e Soient n € N* et J,,, la matrice de .4, (R) ne contenant que des 1/n. On vérifie que Jn.2 =7, et], est symétrique.
C’est donc la matrice d’'un projecteur orthogonal dans la base canonique. Comme rg(J,;) = 1 (le noyau est donc de
dimension n—1) etJ,,U = U (ou U est la matrice colonne ne contenant que des 1), on peut donc affirmer que J,, est la
matrice dans la base canonique du projecteur orthogonal sur Vect(1, 1,...,1).

2.2 Expression et calcul explicite du projeté

THEOREME expression du projeté dans une b.o.n

Soit F, un sous-espace vectoriel d’'un espace euclidien (E, (, -)) et pg, le projecteur orthogonal surF.

Si %Br = (e1,...,ep) est une base orthonormée deF,
p

alors Yuek, prw=) (uee;.
i=1

Preuve. On peut compléter g en une base % orthonormée de E. Notons % = (el, e,...,ep, ep+1,...,en] . Soit u € E.
e Rédaction 1.

n p n
u=y (uwej)e;=) (uepyei+ ) (ue;)e;.
=1 =1 i=p+1
e i S —
eF EFL

Par définition de projecteur orthogonal, p projette sur F parallélement a FL,

p
prw) =) (ue;)e;.
i=1

e Rédaction 2.

n
pr(u) = Z (pr(w), e;) e;

Il

Il
—

(u,pple;)) e; car pg est symétrique

n
(w,pplen))ei+ Y. (u,prle))e;
i=p+1

[
M=

I
—

P
prw) =) (ue;)e;.
i=1



En effet, par définition du projecteur, si i € [[1; pll, pr(e;) = e; etsii€ [[p+1;nll, pr(e;) = Og.

Exemples.

e Projection sur une droite vectorielle
Considérons le cas ou1 F est une droite vectorielle. 11
existe donc e € E\ {0} tel que

F = Vect(e). €

La famille constituée d'un unique vecteur (e;) =

(elllell) est une base de F et d’apres ce qui préceéde pr(u)
Og
(u, e e

pr(u) =(u,ey)e; = Tel2 e.

* Projection sur un hyperplan

Soit H un hyperplan de E. Lorthogonal H' est donc de dimension 1 et on peut considérer ug, un vecteur non nul
unitaire de H* (1 est un vecteur normal a H, voir exercice|4).

Soit g le projecteur sur la droite vectorielle Vect (1) = H' orthogonal. D’aprés ce que préceéde

YuekE, q(u) = (u, up) Up.

Or py = idg —q est le projecteur orthogonal sur H. Donc
YucekE, pu(u) = u—(u, up) up.

Remarque. Retour sur le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

—  Orthonormalisation de deux vecteurs.
Considérons les deux vecteurs u;, 1 non colinéaires. Posons p; le projecteur orthogonal sur Vect(u;) puis

u U2
e1=—— et v=u—p1(p), ex=

llual vzl

Alors les vecteurs (e, e2) forment une base orthonormeée de Vect(e, e2) = Vect(u, v).

— Cas général de n vecteurs.

Soient (uy,..., ;) une base de E non nécessairement orthonormée. Pour tout k € [[1; n — 1]], posons py, le pro-
jecteur orthogonal sur Vect(uy, ..., ui). On définit ensuite la famille (ey, ..., e;) de vecteurs de E par la récurrence

Uk+1 — Pi(Uk+1)
|1 = prc ) ||

u
e1= —— et Vkel2k—1l, eps=
T |

La famille (eq,..., e;) est bien définie, elle constitue une base orthonormée de E avec

Ykel[l;n], Vect(uy, ..., u;) = Vect(ey, ..., ex).

En pratique, pour le calcul du projeté, on préféra toutefois la méthode suivante qui ne nécessite pas le calcul en amont
d’une base orthonormée.



Méthode

Comment calculer un projeté?

Soient u € E et F, un sous-espace vectoriel de E. Calculons pr(u), le projeté orthogonal de u sur F.

 Etape 1
On trouve une base (ul, e up) de F (non nécessairement orthonormée).
o Etape?2
p
Comme pg(u) € F, il existe un unique p-uplet (Ay,...,Ap) € RP tels que pp(u) = Y. Aju;. On remarque
i=1
ensuite que
(u—prw),u1)=0
(u—pr(w),uz)=0

(u—pr(uw),up)=0.

On explicite alors le systéme linéaire d’inconnues (A;)ie(1;p])
n

(u,ur) = (pe(w),ur)y = ¥ N (u;, ur)
i=1

n
(w, up) = (pp(w), up) = ‘Zl)\i (ui, uz)
i=

n
(u,up)=(pr(w),up) = .ZI)\,- (i, up).
i=

o Etape 3
Onrésout le systéme linéaire précédent a p équations pour trouver les p inconnues (A;) je[1;py. On conclut

p
par le calcul de pp(u) = Y A;u;.
i=1

Exemple. Dans R3, déterminons le projeté de u = (0,—1,4) sur I'espace vectoriel
F={(x,72 €eR’ | x—2y+3z=0}.
e Etape 1.SoitX = (x,y,z) eR3.Ona
XeF <— x-2y+3z=0 <— x=2y-3z

— X=Q2y-3z,52=y-21,0+2z-(-3,0,1)

— X=y-ur+z-up.
Ouonaposé u; =(2,1,0) et up = (-3,0,1). Ainsi,

XeF <= XeVect(uy,uy).
On conclut, (u1, up) est une famille génératrice de F. Les vecteurs u; et up sont non colinéaires, la famille (u, uy) est
libre. Par conséquent, (u;, up) est une base de F.
e Etape 2.1l existe donc A1, A2 € R tels que pp(u) = Aju; + A uy. Précisons que
(U, up) = =6, (up,u)=5 (uz,up) =10 et (u,up)=-1, (up, uz)=4,
(pr(w),u1) =5A1 —6A2  {pr(w),uz) = —6A; + 10A,.

On obtient le systéme linéaire

(u—pp(u),u1) =0 (pr(w), ur) = (u,uy) 5A1 —6A2
— f—g
—6)\1 + 10)\2

I Il
>~
—

(u—pr(w),uz) =0 (pr(w), uz) = (u, up)

7



e Etape 3. On constate que A; = A, = 1 est I'unique
solution et

pe(u) = u1 +uz = (=1,1,1).

Le schéma ci-contre représente le plan F, le vecteur u
et son projeté.

Exercice 7
q 4 Exemple

- 1
— Soient Ry [x] muni du produit scalaire (P,Q) = f P(H)Q(r)dt et F =Ry [x]. p.[[7
- 0

¥

! Donner I'expression du projeté orthogonal de Q(x) = 1+ x + x2 sur F.

n Applications a I'optimisation

3.1 Distance a un sous-espace vectoriel

Soient F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, (-, -)) et u € E. On définit (sous réserve d’existence), la

distance du vecteur u a F par
d(u,F) =min|u-v|.
veF

Notons que u € F si et seulement si d(u,F) = 0.

THEOREME caractérisation du projeté par minimisation de la norme

Soient F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E,<-,-)), pr la projection orthogonale sur F et u € E. Alors la

distance d(u,F) est bien définie et
d(u,F) = min lu— vl = [lu-pr@)].

De plus, le minimum est atteint seulement pour v = pg(u).

Preuve. Soient ue Eet veF,

u-v=(u-pw)+(pw-v).
Or, u— p(u) est orthogonal 4 F, donc u — p(u) est orthogo- u u-p(u)
nal a p(u) — v e F. D’apres le théoréeme de Pythagore :
2 2 2 2
u-vl“=llu-pWl“+lp@w-vl“=llu-p)|-.
I I =llu—pa)ll® + I p(e) - viI® = lu-pl 0g Ii
D’ou I'inégalité avec égalité si et seulement si ,"
< pr-v
Ipaw - vl =0, P
F
c'est-a-dire v = p(u).
[ |

Remarques.
e Le projeté orthogonal de u sur F est caractérisé par

VveF, lu-vlzlu-pal.
Autrement dit : pour tout u € E,
v=pr(u) < |veF et |lu-v|=minlu-w||.
weF
e Lesvecteurs u— p(u) et p(u) sont orthogonaux, donc d’apres le théoreme de Pythagore,

lu—p®+Ipl? = lull®> dot du,F)?=|u-pwl?®=lul®-lIpwl?



Exercice 8 + Exemples
{ Soient (E, (-,-), un espace euclidien, ug € E\ {0} et un hyperplan H.

' 1. Exprimer la distance d'un vecteur x a la droite Vect(ug). p.

2. Faire de méme avec la distance a H. On exprimera le résultat a 'aide d'un vecteur ug €
b gt (un vecteur normal, exercice l .

Exemple. Justifions que la fonction de deux variables
Viny) eRE,  fny) =4x—D*+ (x+ )P+ (x—2y+1)?
admet un minimum sur R?. Considérons dans R3, le produit scalaire canonique (-,-) et la norme ||| associée. On a
2 2
fo, )= H(Z(x— D,x+y,x—2y+ 1)” = H(Zx, X+Y,x=2y) - (2,0,—1)” .

Sion pose u = (2,0,—1) et si on définit le sous-espace vectoriel de R3

21,1
(0)1)_2))

u
F={(@x,x+y,x-2y) | x,yeR} =Vect(uy,uz) ou {

uz

alorsona f(x,y)=v— ul|? avec v = (2x, x+ ¥,x—2y) € F. Le théoréme de minimisation s’applique, il existe donc bien
un minimum, il est atteint pour v = pr(u) ol pr est le projecteur orthogonal sur F.
Calculons le projeté pr(u) = xuy + yuy et

(u—pr(w),u1) =0 { (w, )y = {pr(w), u1) { 3=6x+(-1y
{ (u-prw,wy=0 (w) ={prw,up). 2=(-1x+5y

car (u,u1) =3, (w,uz)=2, (uj,uz)=-1, (uj,u;)=6 et (up, up)=>.

La résolution de ce systeme donne x = 17/29 et y = 15/29 pour un minimum global qui vaut f(17/29,15/29) = 2,2.

Exercice 9 44 Justifier que la quantité
e 1 2
17/ inf (tz—at—b) dt p.[[7
- (a,b)eR? J-1
— est bien définie et la calculer.
3.2 Probleme des moindre carrés, droite de régression

Projeté sur I'image et moindre carrés

Soit f une application linéaire R” dans R”, b un vecteur quelconque de R”. Lorsque f n’est pas surjective (p < n),
il se peut que b n’'appartienne pas a I'image de f et I'équation f(x) = b, d'inconnue x € R”, n’admet pas de solution.
On cherche alors un vecteur x dont I'image « est la plus proche » de b. Plus précisément, on munit 'espace d’arrivée
de sa structure euclidienne canonique et on veut justifier I'existence de

min| f(x)-b
min £ (x) - bl
et trouver un (le?) vecteur x réalisant le minimum. On constate qu'il s’agit de rechercher

min |y - bll.

yelm f
Comme Im f est un sous-espace vectoriel de E, le théoreme de minimisation prouve I'existence du minimum qui est
atteint en un unique point :
y=p(b) ou p désigne le projeteur orthogonal sur Im f.

Précisons que si f est injectif (le rang de f est alors p), y étant unique, on un a bien un unique antécédent x tel que
f(x) soit «le plus proche » de b. Noter que y est unique mais si f n’est pas injective, x n'est pas unique. Tout vecteur
X + xx avec xi € Ker f convient.

Donnons une version matricielle :



THEOREME probléeme des moindre carrés, pseudo-solution

Soientn, p e N* avecn = p, A€ My ,R) derang p etB € My (R).
Alors il existe un unique vecteur Xo € A ),1 (R) minimisant la quantité ||AX —B|| ot || - || désigne ici la norme associée au

produit scalaire canonique sur /1 (R).

Preuve. Considérons I'application

f. '/ﬂpll([R) - J%n,l(R)
’ X —  AX.

L'application f est clairement linéaire. De plus, la formule du rang donne
dim (Ker f) = dim (dﬂpvl ®) —rg(f) = p—1g(A) =0.

On en déduit que le noyau est trivial et 'application f est injective. Ensuite, pour tout X € .4, 1 (R)

IAX-BJl =l fX) - BIl.

Le théoréme précédent conclut. Il existe Xg € .41 (R) tel que f(Xp) minimise la norme avec

fX0) = pim f (B).

Le vecteur f(Xp) est unique, puis par injectivité de f, Xg est unique.

Remarque. Le second exercice qui suit permet de justifier que le vecteur X, est I'unique solution du systeme de

Cramer ‘AAX = ‘AB. On parle alors de pseudo-solution.

Exercice 10 < Exemple
1 2 0
o On =| 2 =1
vy pose A= 0 et B= p.
1‘ 'd 11 2 B
— Justifier et calculer 'unique matrice colonne X telle que la norme [|AX — B|| soit minimale.

44 Reprenons les notations du théoréme et justifions la remarque précédente.

Exercice 11 1. a) Justifier que Ker (‘AA) = Ker(A), puis rg(‘AA) = rg(A).

C b) En déduire que ‘AA est une matrice inversible.
4 \—“C* 2. a) Vérifier que pour toutXe .4y 1 R), (X, 'A(AXp—B)) =0. p-[03]
J g b) En déduire que ‘AAXq = ‘AB.
— On a donc bien une unique solution donnée parXg = (tAA)_lAB. Pour une seconde démonstra-

tion, voir l'exercice[I9, p[13} partie II.

Régression linéaire

Considérons n points de R?, (x1,1), ..., (X, yn) non alignés verticalement. On cherche la droite qui «approxime »
au mieux ces n points. Si on note y = ax + b, I'équation d’'une droite, on cherche a minimiser I’erreur

n n
E, = Z d,‘z = Z (ax,- +b—yi)2.
i=1 i=1

10



/

di= az;+b—y;

.

! Erreur : 30.1 ((Bi’ yl)

x1 1 »n ax;+b-y
a X2 1 V2 axz+b-y,

X= b | A= . . et B= . de sorte que AX-B= .
Xp, 1 Yn axp+b-y,

Si on considere le produit scalaire canonique sur .4, ; (R) et la norme associée
2
r = AX-B|".
Les deux colonnes de la matrice A forment une famille libre (les points ne sont pas alignés verticalement). La matrice A

est donc de rang 2. D’apres le théoréme précédent, il existe un seul vecteur minimisant [|AX—B||. Calculons ce vecteur
Xp al’aide de la remarque. On a

yxi? L
"AA=| S5 T e db®)
'Z Xi n

Justifions que “AA est inversible.
2
n n
det(‘AA)=n)_ x;*- (Z xi)
i=1 i=1

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (pour le produit scalaire canonique sur R” aux vecteurs x = (xy,..., X5)
etupg=(1,...,1), il vient :

2
n n
2 2
(ug, X) =(in) <n) x
i=1 i=1

Cette inégalité est en fait stricte car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Le déterminant est donc non nul et la
matrice AA est inversible. Linverse est donné par

n - f Xi
rap)L 1 i=
(AA) = n 2| —%x f;z
ngxiz—(g xi) ==
. f XiYi
De plus, on calcule AB=| =,
XYi

Ceci permet d’expliciter le vecteur X, puis ses composantes a et b :

=1

ni xiyi- (ﬁlxi) (_ilyi) Lfxiyi- (1 _flxi) (2 _flyi)

- n 2 n 2 1 n 2 1 n 2
ny xi —(,in) X Xi —(;in)
i=1 i=1 i=1 i=1
Si X (resp. y) et o (resp. o) désignent la moyenne et I'écart-type empirique de la série statistique {x;|i € [1;n]}
(resp. { yili€ell; n]]}), Cov(x, y) désigne la covariance empirique de x et y et py,, désigne le coefficient de corrélation
empirique, alors la droite de régression linéaire de y en x a pour équation :

_ Y Cov(x, y)
X

(x—X).

X

Remarque. Nous verrons une seconde démonstration de ce résultats par le calcul différentiel.
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N Exercices 5

Exercice 12. 4 Déterminer la matrice dans la base canonique de R” de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel

H= {(xl,...,xn)e[R”

n
Z X 20}.
i=1

> Solution p.

Exercice 13. 4 On place dans R® muni de son produit scalaire canonique et on note 93, la base canonique de R°. Soit F =
Vect(f1, f2, f3) ou
fi=e1+ex—e3, fo=e3+es et f3=er—e3.

Donner la matrice dans la base canonique du projecteur orthogonal sur F.

>> Solution p.

Exercice 14. ¢4 Abonne distance d’Attila
On considere .4 (R) muni du produit scalaire

(A,B) € (R — (A,B) =Tr ("AB) € R.

Soit H, le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle.
1. Donner la dimension de H. Préciser une base.

2. Soit] la matrice de .4/, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer I,{ﬂ{; IA=TII.
€

> Solution p.

Exercice 15. 444 CNS pour un projecteur orthogonal
Soient (E, (-, -y ) un espace euclidien et p, un projecteur de E.

1. Montrer I'équivalence entre les énoncés :
i) Le projecteur p est orthogonal i) VxeE, (x,p(x))=0.

Indication. On pourra considérer A\x + y ot x€Kerp, yeImp et A\ eR.

2. Méme question avec les énoncés :
i) Le projecteur p est orthogonal iii) Vx€E, [p®@I<xl.
> Solution p.[I§]

Exercice 16. ¢4 Matrice d’'un projecteur orthogonal
Soient (E, {-,-)), un espace euclidien et F, un sous-espace vectoriel de E.
Soient % une base orthonormée de E et (ul,..., up) une base orthonormée de F. On note Uy,...,Up les vecteurs colonnes des
coordonnées de u, ..., up dans la base %. Montrer que la matrice du projeté orthogonal sur F, noté pg, dans la base % est donnée
par

p
Mat g (pF) = Z UitUi.
i=1

> Solution p.[T9]

Exercice 17. ¢4+4 Deux approches pour un méme probléme de minimisation
Soit F la fonction définie sur R par :

F(x,y,2) = 24x% +2y2 +22+ 12xy+2yz+4zx—240x—-48y —12z.

1. a) Vérifier que F admet un unique point critique, noté A.

b) On admet (par le calcul) que F(x,y,2) = 2x+y+z— 6)2 +@Ax+y- 18)2 +4(x— 9)2 —684.
En déduire que F admet un minimum sur R3. Préciser la valeur du minimum.

+00
c) CalculerI, = f e~ !t"dt pour tout n e N.
0
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d) Justifier la convergence et exprimer en fonction de F, I'intégrale :
+00 2
I(a,b,c):f e_t[t3—at2—bt—c) dr.
0

e) En déduire 'existence et la valeur de
I= inf I(a,b,c).
(a,b,c)eR3
2. Pour tous P, Q € R3[x], on pose
+oo
®Q= [ e rmQuar
0
On vérifie que cela définit un produit scalaire sur R3[x].

a) En utilisant la question 1, calculer la distance du polynéme Pg(x) = x3 au sous-espace Ro[x].

b) Comment retrouver ce résultat en calculant le projeté orthogonal de Pg sur Ry [x]?
> Solution p.[T9]

Exercice 18. 444 Partition de 'unité
Soit (E, (-,) ) un espace euclidien.

1. Soient p, g deux projecteurs orthogonaux tels que
VxeE  Ip@I*+1gol* <lxl?.
a) Justifier que pog=gqop=0yr).
b) En déduire que p + g est un projecteur orthogonal.
2. Soient maintenant p1, p2, ..., pn des projecteurs orthogonaux tels que f pi =idg.
i=1

a) Montrer que pour tout x € E

n
3 pi@|? = 1xl?.
i=1

b) En déduire que pour toute partie non vide I de [[1; n]] 'endomorphisme ¥ p; est un projecteur orthogonal.
iel

> Solution p.[20]
Exercice 19. 444 Sujet de révision extrait de ESSEC 2012
Soient m, n € N*. On munit .#;; 1 (R) de sa structure euclidienne canonique. Ainsi si
X1 J1
X2 Y2
X= . et Y= . € Mm,1R),
Xm Ym

m m
le produit scalaire de X et Y s’obtient par la relation ‘XY = Y x;y; etlanorme euclidienne de Y par : ||Y||$n =Tyy= > y,-z.
i=1 i=1

1. Question préliminaire.
Soit F un sous-espace vectoriel de .#, 1 (R) de dimension k non nulle et (U1, Uy,..., Uk] une base orthonormée de vecteurs
colonnes de F.
On envisage la projection orthogonale sur F représentée par sa matrice P dans la base canonique de .#/,,1 (R).

k
Montrer que P =y Uf U; et vérifier que P est une matrice symétrique.
i=1

2. Partie I. Décomposition spectrale de la matrice 'AA associée & une matrice A de M, (R).
On envisage dans toute cette partie une matrice A appartenant a .#, » (R).
a) Préciser la taille de la matrice ‘AA et vérifier que KerA < Ker? AA.
b) Montrer que si X € Ker? AA alors [[AX||,, = 0 et établir que Ker A = Ker? AA. Montrer que A et ‘AA sont nulles simultané-
ment.
c) Justifier 'égalité : Im’ A = Im‘ AA.
3. a) Etablir que la matrice ‘AA est diagonalisable et en calculant IIAXII%,, pour X vecteur propre de la matrice ‘AA, montrer
que ses valeurs propres sont des réels positifs.
b) On désigne par (A1,Az,...,A p) la liste des valeurs propres distinctes de la matrice ‘AA, classée dans I’ordre croissant.
On rappelle que

—
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p
Mn1®) = DE), (‘A7) ot Ey, ("AA) = Ker ("AA - A;1,).
i=1
Pour i entier naturel compris entre 1 et p, on note P; la matrice de la projection orthogonale sur E) (tAA) danslabase
canonique de .#, 1 (R).
Vérifier que pour i et j distincts compris entre 1 et p,P; P est la matrice nulle.
p
Justifier les relations : I, = ¥ P; et ‘AA =
i=1

i

P S , . .
A;P;. Cette derniére écriture s’appelle la décomposition spectrale de ‘AA.
=1

i

4. Exemples
a) Déterminer la décomposition spectrale de ‘AA lorsque A est la matrice 3,3 égale 2
1 -1 1
1 -1 1
-1 1 2

b) On envisage la matrice ligne A = (ajaz --- a;) ot les réels ay, ap, ..., a, sont fixés, non tous nuls simultanément. Ainsi,
APA est un réel. Montrer que le polynome X2 — (AA)X est annulateur pour la matrice AA. Préciser la liste des valeurs
propres et la décomposition spectrale de la matrice ‘AA.
Partie I1. Pseudo solution d’'une équation linéaire.
On s’'intéresse dans cette partie a I'équation AX=B ollA€ .#j;,n(R) et Be ///m,I (R). Une matrice X appartenant a //fn,l (R)
est dite solution de cette équation si elle vérifie la relation AX = B. Elle est dite pseudo solution de cette équation si elle
vérifie :
VZe My1R) IAX~Blm <IAZ-Blm
5. On suppose que I’équation AX = B admet au moins une solution. Montrer que X est une pseudo solution si et seulement si
elle est solution de I'équation.

6. On suppose que X est une pseudo solution de 1'équation. Montrer que, pour tout réel A et toute matrice Y de .#,,1 (R), ona:
A2||AY)I2, + 2A'YIA(AX - B) = 0.

En déduire que ‘AAX = YAB.
7. Montrer que tout X de .#;, 1 (R) vérifiant la relation AAX = 'AB est pseudo solution et en déduire qu'il existe toujours au
moins une pseudo-solution de I'équation.

8. Exemple
Déterminer toutes les pseudo-solutions de I’équation AX = B lorsque :
1 -1 1 2
A= 1 -1 1 et B=| 2
-1 1 2 1

Parmi celles-ci, préciser celle dont la norme euclidienne est minimale.
9. Donner une condition sur le rang de A pour que I'équation admette une unique pseudo solution.

> Solution p.

Les exotiques

Exercice 20. 444 Dans la suite, on identifie les vecteurs de R” avec les matrices colonnes de .41 (R).
Soient X1,Xo,...,Xy, n variables aléatoires centrées et admettant un moment d’ordre 2. On pose
X1
x=| : et Cx= (COV(XZ-,X]-J]I_JEM”(R).
Xn
1. Soit u = (uy,uy,...,un) € R"™. Exprimer la variance V((u,X)) al’aide de Cx et u.
-,y désigne ici le produit scalaire canonique surR").

2. Soient H un hyperplan de R” et u € HL.
Montrer que I'événement [X € H] est presque sir si et seulement si u € Ker Cy.

> Solution p.[20]

Exercice 21. 444 Soient X1, X2, deux variables aléatoires indépendantes et suivant une loi normale centrée réduite. Soit M,
un point de coordonnées (X1,X2). Soient a € R et A, la droite d’équation y = ax. On pose

Y= inf M- ul?.
uel,

Justifier que Y admet une espérance et la calculer.
> Solution p.[21]
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