ECG 2 16 janvier

TD 8

THEME : ENDOMORPHISMES / MATRICES SYMETRIQUES

Décomposition spectrale, calcul et application

Soit M € M, (R), inversible.
Existence de la décomposition

. Montrer que "MM est une matrice symétrique de valeurs propres strictement positives. En déduire qu’il existe une
matrice symétrique & valeurs propres strictement positives S telle que ‘MM = S2.

. & Montrer qu’il existe une matrice orthogonale O telle que M = OS.

Unicité de la décomposition

1l eziste un unique couple (O, S), O orthogonale, S symétrique d valeurs propres strictement positives, tel que M = OS.
Pour s’en convaincre, on a vu en exercice que la matrice S est unique (le refaire si besoin). La matrice O l’est donc
tout autant et on a bien 'unicité du couple (O,S).

Algorithme par la méthode de Newton

Dans la suite, on dit qu’une suite de matrices (Ax)r de M, (R) converge vers une matrice A si pour tout couple
(3,7) € [1;n]?, la suite des coefficients ([Ax]; ;) converge vers le coefficient [A]; ;. On admetlﬂ le résultat suivant :
Soit M € M, (R) inversible. La suite (M), de matrices de M € M, (R) définie par

Mo=M et My = éMk (In + (thMk)il)
est bien définie, converge vers O, ou M = OS est la décomposition polaire de M. De plus, la suite (thM) , converge

vers S.

. & Justifier que pour tout k € N, la matrice My, est inversible.

4. Proposer un programme python qui prend en argument M et renvoie une approximation du couple (O, S) obtenue par

décomposition polaire.

Application
Soit (E, (-, ) un espace euclidien et |-| la norme euclidienne associée.
Un endomorphisme f de E est appelé contraction si pour tout = de E, || f(z)]| < ||z

5. Donner un exemple de contraction de E.

6. On suppose dans cette question que I’endomorphisme f est symétrique.

a) @ Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur propre A de f, on a |A| < 1.
b) Soit P un polyndéme de R[z]. Montrer que pour tout z de E :

[P(H) @) < sup [PV |||
A€ESP(f)

ou Sp(f) désigne I’ensemble des valeurs propres de f.

On suppose désormais que f est un endomorphisme bijectif de E, et on note M sa matrice associée dans une base B
orthonormée de E.

. & Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur propre A de S, on a |A| < 1.

1. mais on pourrait le démontrer (DS11 de ’année derniére).



e Exemple

Pour tout (a,b) € R?\ {(0,0)}, on pose Mg,y = fb Z]

On note (Sq,6, Oq,b) le couple obtenue dans la décomposition polaire.

8. a) Expliciter la matrice Sq,5 dans cet exemple.

b) & Justifier ensuite que det(Oq,5) = 1 et qu’il existe un réel 6 tel que Oqp = |:

2n+1
9. & On pose J = M(0,1). On pose ensuite exp(6J) = lim E(GJ)’C.
n—-+oo o .
Démontrer que Oa,p = exp(0J).

Lemme du théoréme spectral

On se propose dans la suite d’établir le résultat préliminaire et admis dans la preuve du théoréme spectral : toute

matrice symétrique réelle admet un valeur propreﬂ

e Résultat 1
Soient A € M,,(R), symétrique et § € RY.

1. Justifier que A2 + 6L, est une matrice inversible.

2. & Soit R, un polynéme de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif. Déduire de la question 1 que R(A)

est inversible.

e Résultat 2 - Polyn6me minimal

3. Justifier que toute matrice A € M, (R) admet un polynéme annulateur non nul.

4. Démontrer qu’il existe un polynéme non nul annulateur de A de degré minimal et unitaire. Notons IIs, un tel

polynome.

5. (facultatif). Montrer que pour tout polynéme P annulateur de A, il existe Q polynéme tel que P = Il - Q. En

déduire que le polynéme 115 est unique.

6. Justifier que si A est une racine de I1a, alors A est une valeur propre de A.

e Résultat 3
On rappelle que pour tout polynéme P, il existe :
— a, un réel;
— des réels (Ai);c[y,,q et des entiers naturels (mi);cpy,p;

—  des polynomes (R;) ;<.

P
tels que PzaH(m’—)\i)-HRj.
, iy

7. A T’aide des trois résultats, montrer que pour toute matrice A symétrique admet une valeur propre réelle.

On montre ainsi que la matrice admet un polynome annulateur non nul scindé a racines simples. On a vu en exercice

que cela prouve la diagonasabilité de la matrice. C’est le théoréme spectral.

de degré 2, unitaire et de discriminant négatif

cos(0)
—sin(0)

2. La preuve classique utilise les nombres complexes. Ces derniers sont hors-programme en ECG.

sin(0)
cos(0)

|



Indications exercice 1.
2. Justifier que S est inversible. Poser ensuite O = MS™! et vérifier que O est orthogonale.

3.a) Soit N est une matrice carrée inversible. Justifier que si A € Sp(I, + NN) alors A > 1.
3.b) En déduire que pour tout k € N, la matrice My, est inversible.

6.a) Raisonner par double implication. Justifier que f admet une b.o.n (e1,...,e,) composée de vecteurs propres de f.
7. Soient g et h, les endomorphismes associés a O et S dans la base B.

7.a) Justifier que pour tout x € E, |g(x)| = |z|. En déduire que | f(x)| = |h(z)].

7.b) Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur propre A de S, on a |A| < 1.

8.bi) Justifier qu’il existe 6 € R tel que

a
cos(l)) = ———.
0)= =5
8.bii) En déduire l'existence de 6 € R tel que
a b
cos(f) = ———= et sin(h) =

8.biii) Montrer qu’il existe un réel 6 tel que

_ (0)  sin(0)
Oap = [CZisn(e) f:os(@)] :

8.a) Justifier que pour tout n € N, tout z € R, cos™ (z) = cos (ZE + ng) Préciser cos(™ (0) en fonction de la parité de n.

8.b) A T'aide de la formule de Taylor-Lagrange, justifier que

N~ (D
Vz € R, cos(z)= Z 5] ",
k=0 '

Donner une formule similaire pour sin(z).
Indications exercice 2.

2. Mettre le polynéme R sous forme canonique.



ECG 2

Eléments de

solution

Décomposition polaire

1. On a la symétrie de M par
F("MM) =M (‘M) = "MM.

Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre .
Notons z € E tel que X soit la matrice de  dans la
base B.

D’une part

EXIMMX = A'XX = M|z
et EXPMMX = f(MX)MX = || f(2)]]?

Comme ||z||? # 0, on a bien A > 0.
D’apres le théoréme spectral, il existe P orthogonale
et D diagonale telles que D = diag (di,...,d,) avec
d; >0 et

‘MM = PDP.

On vérifie que

S=PAP avec A = diag (\/ch,7\/cTn)

convient.

2. Si S n’est pas inversible, son carré MM ne l’est
pas non plus. Par contraposée de la propriété : ”Si
A,B € M,(R) sont inversibles alors AB aussi”, on
peut affirmer que *M ou M n’est pas inversible. Ce qui
est exclu par hypothese. Ainsi S est inversible et on
peut poser

O=MS""

Avec S symétrique, on obtient
00 ="(MST")MS™! =sT"MMS™!
=87'S’S7' = 1L,.

La matrice O est orthogonale.

3. Procédons par récurrence sur la propriété
P(k): My est inversible.

— Initialisation. Comme Mo = M, P(0) est vérifiée
par hypothese sur M.

— Hérédité. Soit k € N tel que P(k) soit vraie.

On a vu a la premiére question que les valeurs propres
de MM}, sont positives. Deés lors, celles de L, + MM
sont plus grandes que 1. En particulier, 0 n’est pas
valeur propre et cette matrice est inversible. D’apres

P(k), My est aussi inversible. On en déduit, par pro-
duit, que My11 est inversible. La propriété P(k + 1)
est établie.

—  Conclusion. Pour tout k € N, My, est inversible.

4.

def polaire(M):

n,p=np.shape (M)

k=20

Mi=M

for i in range(k):
A=np.dot (np.transpose(Mi) ,Mi)
A=np.eye(n)+al.inv(A)
Mi=(1/2) *np.dot (Mi,A)

S=np.dot (np.transpose (Mi) ,M)

return Mi,S$S

Un petit test :

M=np.array ([[1,2],[3,41]1)
0,S=polaire (M)

print (8)

print (0)

>>>

[[2.05798302 2.40098019]
[2.40098019 3.7729688711]
[[-0.51449576 0.85749293]
[ 0.85749293 0.51449576]1]

On vérifie que M = O :
print (np.dot(0,S))

>>>
[f1.

2.1
[3. 4.1
et que O est presque orthogonale :

print (np.dot (np.transpose(0),0))

>>>
[[1.00000000e+00 5.55111512e-17]
[5.55111512e-17 1.00000000e+00]1]

5. L’endomorphisme identité ou ’endomorphisme nul.

6.a) Raisonnons par double implication.

Si f est une contraction alors pour A € Sp(f) et
x un vecteur propre associé (f(z) = Az et z # Og),
on a

Azl = 1Azl = [1f (@) < ll=]].
D’ou |A| €1 car ||z]| # 0.

Réciproquement, supposons que Sp(f) C] — 1;1].
D’apres le théoréme spectral, f admet une b.o.n com-
posée de vecteurs propres. Notons la (e1...ey). Soit



rz ek

gmel

puis

E (z,e;) e,:E (x, ei) Nies

et par le théoréme de Pythagore (les vecteurs e; sont
deux & deux orthogonaux)

n

IF @)= (@ ea) A fe]?

< Z (z,e,)°  car N € [—1;1], et Jei| =1

i=1
I1£@)I” < llll®.

Ce qui conclut.

6.b) Soit z € E. Décomposons ce vecteur dans la base
B = (e1,...,e,) définie précédemment

n

$:Z<$7ei>ei

=1

n

P(f)(@) =Y (w,e:) P(f)

=1

(e:) = Z (x,e:) P(N\i)es

D’ou, pour M = max |P(})],
A€Sp(f)

n

PP =D (@ e P(N)?

=1

n

<MY (w,e0)? = M.

i=1

Ce qui conclut.

7. Soient g et h les endomorphismes de E tels que O et S
soient les matrices de g et h dans la base B. Justifions
que

veeE, @)=l

En effet
lg(@)]1* = (9(x), 9(x)) = (OX)(0X)
= X'00X = 'XX = ||z|°.
De plus, h est symétrique car S est symétrique et B

est orthonormée.
Notons enfin que

Yz € E f(z) =goh(z)
£ @)1l = llg(h(x)I| = 1A ().

Ainsi f est une contraction si et seulement si h est une
contraction. Or d’apres la question 6.a), cela équivaut
a |A| < 1 pour tout A € Sp(S).

8.a) On a
tMa,bMa,b = ((12 + bQ)In

En reprenant la démarche de la question 1, on pose
Sabp =V a2+ b21,.

8.b) Comme a, b ne sont pas simultanément nuls,

va?+b%#0et
Oa,b = 1v[a.,bSa,b71
C’est-a-dire
a b
Oup = [ \/ag}be \/GZ'H’Z] .
_1/a2+b2 </a2+b2
On a bien det(Oq) = 1.

Notons de plus que a? < a? + b2, puis

a
S Em st

De plus la fonction cosinus est continue a valeurs

dans [—1; 1], donc d’apres le théoréme des valeurs in-
termédiaires, il existe 6 € R tel que

a

Notons que par parité du cosinus, on a aussi

= cos(0).

a

W = COS(—&).
Ensuite
sin(0)® = 1 — cos(6)?
-2
N a? +b?
b2
. 2
SIH(Q) = m
D’ou b
sin(f) = +

VaZ + 62’
Quitte a changer 6 en —0, il existe bien un réel 6 tel
que

a b

\/ﬁ = COS(@) et W = s1n(0)
Ce qui conclut.

9. Soit n € N, on a par la formule de Taylor-Lagrange a
l'ordre 2n entre 0 et x appliquée a la fonction cosinus
infiniment dérivable,

2n
cos®(0) 4, M 2n+1
cos(@) =3, == | < Gy
k=0
ot M = maxg;]uz;0] |cos<2"+1)(x)|. Comme les

dérivée k iéme du cosinus valent +sin ou =+cos, la
dérivée (n + 1)-iéme est majorée par 1. Ainsi, M < 1.
De plus,

0 si k est impair
cos®(0) = ) P
(=1)Psik=2p



11 vient :

2n 2n
Z cos™ (0) o Z cos™™ (0)
k! k!
k=0 kkp:a?r
_ - (_1)1) 2p
p=0

Puis,

|2n+1

(D o)
_ <=1
cos(@) =) @p) " (2n+ 1)!
Par les croissances comparées :
|x‘2n+1

B )
2+ 1)l noee

On conclut par le théoréeme d’encadrement :

“+oo
(=1” 2p
cos(z) = Z: @) P,

De maniére similaire, on prouve que pour tout réel =
“+o0
. (_1);; 2p+1
sin(z) = — .
@ =2 gy

p=0

Revenons la matrice J. On démontre par récurrence
que pour tout p € N

=1, =g JPT=_p,, PP =]
On en déduit que
n 92;} n 2p+1

2n+1 0’“ 9
—Jk _ 7‘]2;0 J2p+1
; il ot > 2p+ 1)

p=0 p=0

n (_1)p92p n (_1)p92p+1
- (Zzp> I <Z<zp+1>>"'

p=0

— cos(0)Iz + sin(6)J.

n— 00

Ce qui conclut.

Lemme du théoréme spectral

1. Notons (,) le produit scalaire canonique sur M,, 1 (R)
et || - ||, la norme associée.

Soit X € Ker A% + 61,. On a

A’X 40X =0,1.

D’ou
|AX]|]? = (AX, AX)
=(AX)(AX) = X'AAX
=XA%X = —§XX
IAX* = =6 X]|>.

Nécessairement || X|| = 0 et X = 0,,1. En conclusion,
le noyau de la matrice A% 461, est triviale. La matrice
est bien inversible.

2. Sans perte de généralité, on peut supposer que R est
un polynéme unitaire. On a

R(z) = 2> + bz +¢
b\?2 b\?
=(e+3) ~(3) +

( b)2 b2 — 4c
=|lxz+ = —

2 4
o=+

La matrice A = A+21, est symétrique et § = —A/4 >
0. Donc
R(A) = A® + 61,

est inversible d’apres la question 1.

3. La famille (In,A,A2, .. ,A”2) est liée dans M, (R)

car le nombre de vecteurs est strictement supérieur a
dim M,,(R) = n?. 1l existe donc des réels ao, a1, . . . a,2
non tous nuls tels que

n2

Z aiAi = On

=0

Le polynéme non nul P = Zami est annulateur de A.
=0
4. Soit C la partie de N constituée par tous les degrés
des polynoémes annulateurs non nul. Cette partie ad-
met un plus petit élément ng. Soit  un polynéme
annulateur (non nul) de degré ng. Le polynome %Q
ou q est le coefficient dominant de ) convient.

5. Soit ITao un polynéme minimal de A. D’apres la divi-
sion euclidienne des polynémes, il existe Q, R € R[z]
tels que

P=IIo-Q+R et degR <deglla
puis P(A) =TIa(A)Q(A) + R(A)

et R(A) = 0, car P et IIn sont annulateurs de A.
Le polynéme R est donc annulateur non nul avec un

degré strictement inférieur a IIa. R est donc nul et
P =T1IAQ.

6. Raisonnons par l’absurde on supposant que IIx admet
une racine réelle a qui ne soit pas une valeur propre
de A. Soit Q € R[z] tel que Q(z)(z — @) = ITa(z). On
a donc

Q(A) o (A — al,) = TA(A) = 0,

Comme « ¢ Sp(A), A—al, est une matrice inversible.
(A —al,)”" a un sens et

Q(A) =00 - (A—aln) ™" = 0n.



On en déduit que Q est annulateur de A. Absurde, car
deg Q < degIla

et IIa est, par hypothese, un polynéme annulateur de
degré minimal. En conclusion, toute racine de Ila est
valeur propre de A.

7. Raisonnons par ’absurde en supposant que A n’admet
pas de valeurs propres réelles. Dans ce cas le polynéme
minimal de A n’admet pas de racines (question 6). Il

s’écrit sous la forme
IIhn =aR:1 X ...xRp avec a€R"

ou R; désigne un polynéme de degré 2 avec un discri-
minant négatif. D’apres la question 2, on sait que par
produit

aRi(A) x ... x Ry(A)

est une matrice inversible. Or cette matrice est aussi
ITA(A) = 0,. Absurde. En conclusion A admet une
valeur propre réelle.



