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THEMES : COMPLEMENTS V.A A DENSITE, ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice
Matrices symétriques positives et définies positives

On dit qu'une matrice A € 4 (R) symétrique est positive si
VXE My R, XMX=z0.
On dit aussi que A est définie positive si en plus de la condition précédente, on a
VXE My ®), (tXMX: 0 — X= on,l).

On note respectivement %, et &, ", le sous-ensemble des matrices symétriques positives et des matrices symétriques définies
positives.

. SoitA € 4, ([R). Justifier que A € %, si et seulement si Sp(A) c R
. Donner et prouver un énoncé similaire pour %, *.
. Justifier que si A € %, alors il existe une matrice symétrique S telle que S2 =A.

€ Mo R).

t
a) Justifier que A est diagonalisable. Notons A1, Ap, les deux valeurs propres de A (éventuellement confondues).
b) Exprimer Tr(A) al'aide de A1 et Ay. Justifier ensuite que det(A) = A1 2.

¢) Conclure en montrant que

AeFH = (r>0 et re>s?).

. En déduire un premier programme python qui prend en argument une matrice A € /> (R) et teste si la matrice est symétrique et

définie positive.
Commenter le fonctionnement de ce second programme ? Est-ce un programme efficace?

def test(A): # A est une matrice symétrique
[n,pl=np.shape (A)
for i in range (5000) :
x=rd.random([n,1])
if np.dot(np.dot(np.transpose(x),A),x)<0:
return ’NON’
return ’0UI’

Probléeme A
Construction de 'adjoint et applications

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 et (E, {-,-)) un espace euclidien de dimension 7.

On note &4 = (e1,ey,...,ey) une base orthonormée de E.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté (x, y) et la norme de x est notée | x||.

On rappelle qu'un hyperplan est un espace de dimension dimE — 1 et qu'une partie F de E est stable par un endomorphisme si pour
toutxeF, f(x)eF.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

Partie I : construction de I'adjoint

On considere un endomorphisme f de E. On note f* 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base £ est la transposée de la
matrice de f dans la base £.

. Vérifierquel'ona:

V(x,y) €EExE, (), 1 =(xf () puis ((f*oH),x) =If@I>.

. Etablir que f* est 'unique endomorphisme de E vérifiant :

Y(x,y) € ExE, F),yy={x,f*).

Partie II : Existence d’un hyperplan stable

Etude d’un premier exemple (1 =3 et E =R3)
On considere I'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est M = [

o o o
o O =
S W N
—_—

. Montrer que Im f est un hyperplan de R? et qu'il est stable par f.

Ftude d’un deuxiéme exemple (1 = 3 et E = R3)

On considére maintenant I'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est M =

— =N
— DN

DN =
S —"

a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Montrer que Ker(f —idg) est un hyperplan de R3 et qu'il est stable par f.

Retour au cas général
On considere dans la suite de cette partie un endomorphisme f de E qui posséde au moins une valeur propre A réelle et on se pro-
pose de démontrer qu'il existe un hyperplan de E stable par f.

Montrer que A est valeur propre de f*.
On considere un vecteur propre u de f* associé a la valeur propre A. Montrer que (Vect(1))1 est un hyperplan de E et qu'il est stable

par f.
Partie III : Réduction avec des matrices orthogonales
Soit f un endomorphisme de E et A sa matrice dans une base orthonormée.
a) Montrer que 'endomorphisme f* o f est symétrique et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b) Justifier 'existence d'une base orthonormée %8’ = (¢}, €}, ..., e,) de E constituée de vecteurs propres de f* o f.

On note Q la matrice de passage de la base 9 ala base %’.
Montrer I'existence de n réels positifs ou nuls py, H2,..., Ly (non nécessairement distincts) tels que la matrice diagonale

pp 0 ... 0
A=| O m2

: . .0

0 e 0 up

de ./n(R) vérifie : 'AA = QA%1Q.
Montrer que la famille (f (e}), f (€}),..., f (e},)) est une famille orthogonale et que pour tout entier j de [[1, 2], “f(e}) H =y

Dans la suite du probleme, on suppose que A est inversible.
Vérifier que les nombres réels py, Ho, ..., L sont tous non nuls.

Montrer que la famille € = (ﬁf (e}), éf (€),.... ﬁf (eg)) est une base orthonormée de E.
Soit R la matrice de passage de la base %8 4 la base €. Montrer que A = RA!Q.
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19.

20.

21. Apres avoir vérifié que, pour tout entier naturel n non nul, on a

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

Probleme B
Loi d’'un maximum d’'un nombre aléatoire de variables aléatoires

Partie 1 : préliminaire

Dans cette partie, x désigne un réel appartenant a [0, 1[.

n xP X
Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0, x], simplifier la somme f tP~1, En déduire que: Y —=-In(1-x) —[ = dr.
p=1 =1p 0 -
x N P
a) Montrer que f t— 0
o 1-t n—oo
. +00 xp
b) Etablir alors que la série de terme général xP/p est convergente et que Y. — = —In(1 - x).
p=1 P
1 1 xn+1

, montrer que la série de terme général

nn+1) n n+l nn+1)

est convergente.
+oo yhtl

Conclure en montrant ) ——— =x+ (1 —x)In(1 - x).
n=1h(n+1)

Partie 2

On considére une variable aléatoire X de densité f, nulle sur | — oo, 0], continue sur [0, +oo[ et strictement positive sur [0, +oco[. On
note alors F la fonction de répartition de X.
a) Justifier que, pour tout réel x, on a: 1 —F(x) > 0. On définit alors la fonction g par:

[ -f@In(1-Fx) six=0
g(x)—{ 0 six<0.

b) Montrer que g peut étre considérée comme une densité d'une variable aléatoire Y.

Etude d’un cas particulier
a) Montrer qu'une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle vérifie les conditions imposées dans cette partie.
b) On suppose ici que X suit la loi exponentielle de parametre A > 0. Expliciter une densité de laloi de Y.
¢) Reconnaitre la loi de AY, en déduire 'espérance et la variance de Y.

Partie 3

Dans cette partie, on considere une suite de variables aléatoires (X,')ieN toutes définies sur le méme espace probabilisé (Q, «/,P),
mutuellement indépendantes, ayant toutes la méme loi que X (c’est-a-dire de densité f, nulle sur ] — oo, 0[, continue sur [0, +ool,
strictement positive sur [0, +ool, et de fonction de répartition notée F).
On se propose, a partir de cette suite, de construire une variable aléatoire Z ayant comme densité la fonction g, nulle sur | —oo,0[, et
définie pour tout réel x positif par : g(x) = —f(x)In(1 - F(x)).

1

Pour ce faire, on considere la suite (1) ,en+ de nombre réels positifs, définie par u;, = P
n(n

+00
Montrer que Y. u,=1.
=1

n=
On considere des lors une variable aléatoire N, définie elle aussi sur (Q, o/, P), indépendante des variables X;, et dontla loi est donnée
par:

VneN*, PN=n)=——.
nn+1)

On considere la variable aléatoire Z = Max (Xg,X1,...,Xn), ce qui signifie que :
YoeQ,  Z(w)=Max(Xo),X1(),...,XN@w) @).
Justifier que la fonction de répartition Fz est donnée par :

+00 (B(x) n+l

VxeR, Fz)=) Q
n=1 hn+1)

On pourra dans un premier temps, expliciter PN=p) (Z < x).

En déduire, a I'aide de la fonction F, une expression explicite de Fz sur [0, +ool.

Vérifier que Z est une variable aléatoire a densité et qu’elle admet bien la fonction g comme fonction densité.
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Probleme C
Lien entre loi normale et loi de Student

Partie I : Un calcul d’intégrales

29. Déterminer pour quelles valeurs du réel o I'intégrale J converge, o

] _[-H)o dt
b (+R)™

30. Al'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout réel o supérieur ou égala 1, on a

f+oo e de= ! J
0 (1+2) 2

2a—1
2a

En déduire que pour tout réel a supérieur ou égalal,onaju+1 = Ja-

31. CalculerJ;. Pour n entier supérieur ou égal a 1, calculer J;.

Partie I : Loi de Student a n degrés de liberté

Pour n € N*, on définit sur R la fonction g, par

n+l

t2 T2
VieR, gnU):(l+;;) )

32. On pose ky, = 2v/n] ns1 . Justifier que pour tout n € N*, 1a fonction f;; = klgn soit une densité de probabilité.
2 n

On pourra utiliser le changement de variable y = t//n.

¢ Espérance et variance
Soient (Q, o7, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (Q, o7, P), de densité f;. On dit alors que X suit une loi
de Student a n degrés de liberté.
33. Montrer que X admet une espérance si et seulement si n > 1, et la calculer.
34. Montrer que X admet une variance si et seulement si n > 2. Exprimer alors V(X) en fonction de kj, n et] »-1, puis vérifier que

2

n
VX) =

n—

35. ¢ Convergencede (f;, (1)
a) Pour tout réel ¢ fixé, calculer la limite de g, (#) lorsque n — +oo.
b) En admettant la formule de Stirling
n
nl  ~ 2nn [2) ,

"n—+oco e
calculer la limite de kp;,+3 lorsque n — +oo. En remarquant que J(;,+1y/2 ~ Ju+1, calculer la limite de f, () lorsque n — +oo et
t est un réel fixé. Que reconnait-on?

Partie III : Nouvelle définition de la loi de Student a n degrés de liberté
Dans la suite, on admet le résultat suivant :

THEOREME

Soitn € N*. Si Xo,X1,...,Xn) désignent n+1 variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
mutuellement indépendantes et toutes de loi normale centrée réduite alors la variable

Xo

1/ inz
i=1

Th=vn

suit une loi de Student a n degrés de liberté.
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Test avec python

. Fcrire un programme Student qui prend argument 7 et simule une variable aléatoire de Student & n degrés de liberté.

Nouveau calcul de I'espérance et de la variance d’'une loi de Student
Soient (Xg,Xj,...,Xz), n+1 variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, mutuellement indépendantes et toutes de

loi normale centrée réduite. On pose
I 5 Xo
Up=-)X;" et Tp=vVn——.
25 / ¥ X;2
i=1

37.

38.
39.
40.

Justifier que

n 1
E(T;) =0 et V(Tn):EE U_n

Justifier que (X32/2) suit une loi gamma de parameétre 1/2.
En déduire que Uy est une variable a densité et préciser une densité.

ATaide de la formule de transfert, calculer E(1/Uy,), retrouver le résultat sur la variance de la question 35.

On pourra utiliser sans le justifier que pour tout réel x, I'(x + 1) = xI'(x).

En
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THEMES : COMPLEMENTS V.A A DENSITE, ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES

part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probleme A
Endomorphismes symétriques

* Notations:
— net msontdes entiers naturels vérifiant 1 < m < n.
— E et F désignent les espaces vectoriels R” et R munis de leur structure euclidienne canonique. On note idg 'application
identité de E. Le produit scalaire est noté {-,-) aussi bien dans E que dans F et la norme euclidienne est notée |.].
— Si u estun endomorphisme de E, on note Sp(u) le spectre de u et E) (1) 'espace propre associé a la valeur propre A.
— Un endomorphisme symétrique de E est dit positif si

Vx€E, (u(x),x)y=0 (e)

On note S* (E) désigne I'ensemble des endomorphismes symétriques positifs de E.
— Un endomorphisme symétrique de E est dit défini positif si il vérifie (o) et

VxeE, [(u(x),x)zo = x:OE).
On note S*™ (E) le sous-ensemble constitué des endomorphismes symétriques définis positifs.
La derniére partie est largement indépendante des autres parties.
Partie I - Généralités

. Justifier que si u € S** (B), alors I'application ¢ : (x,y) — (u(x), y) est un produit scalaire sur E.

2. Montrer qu'un endomorphisme symétrique de E est dans S* (E) (respectivement S** (E)) si et seulement si son spectre est inclus

dans R* (resp. RY).
. Montrer que si u € ST* (E), alors u est bijectif et u™1 € ST+ (E).
. Soit u € S* (E). Justifier que pour tout A € Sp(u) \ {0}, E; (1) < Im(u). En déduire que

E =ker(u) ® Im(u).
. Soit u € ST (E). Justifier que pour tout x € E

ll2c/12 min Sp(w0) < (x, u(x)) < [lx1? maxSp ().

Partie II - Composée de deux endomorphismes symétriques positifs

On se propose dans cette partie de montrer que si « et v sont des éléments de S™ (E), alors uo v est diagonalisable et son spectre est
inclus dans R*.

Soient u et v des éléments de S* (E).
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6. On suppose dans cette question seulement que v € S(E)* ™. Justifier que I'endomorphisme u o v est symétrique pour le produit sca-
laire . En déduire que uo v est diagonalisable.

7. Onnote u; et w les endomorphismes de Im(u) induits par u et uo v respectivement.

| Im(u) — Im(w) | Im(uw) — Im(w)
- X —  ux) w: X —  uov(x)

a) Montrer que u est un élément de St (Im(w)).

b) Montrer que w est un endomorphisme symétrique positif relativement a (pu1-1 ol (pul_l est le produit scalaire sur Im () défini
dans les notations.

¢) Déduire des questions précédentes que 'endomorphisme w est diagonalisable, que son spectre est inclus dans R

d) Soit x € Im(uo v) NKer(uo v). Justifier successivement que (v(x), x) =0, v(x) = Og puis

E=Im(uov)®Ker(uov).

8. Conclure en montrant que uo v est diagonalisable et que son spectre est inclus dans R™.

Partie I1I - Etude d’un cas particulier avec Padjoint

Dans la suite, a désigne un élément de S** (E) et f un élément de £ (E).
On considere un endomorphisme f de E. On note f* 'endomorphisme de E dont la matrice dans une base orthonormée % est la
transposée de la matrice de f dans la base .
9. Vérifier quel’'ona:
Y(x,y) €ExE, @, ={x, "W).

10. Etablir que f* estl'unique endomorphisme de E vérifiant :
Y, ) €ExE,  (f),y=(xf"W).

11. Montrer que f*o f € ST (E).
12. Montrer que a~!o f* o f est un endomorphisme diagonalisable de E et que son spectre est inclus dans R*.
On note p sa plus grande valeur propre.
13. Montrer que :
VxeE,  If0l° <p(a),x).

Partie IV - Minimisation d’une fonctionnelle quadratique

A - Minimisation théorique dans le cas général

Désormais f désigne un élément de S™* (E), b est un élément fixé de E. De plus, ] est I'application de E dans R définie par :

1
Vx€E, I(x):g(f(x),x)—(b,x)-

On consideére un sous-espace vectoriel V de E et on s’intéresse a la minimisation de la restriction de J a V. Pour rappel, pour x €V,
J(x) est un minimum de la restriction de J a V si
VyeV, J(») =](x).

e Existence du minimum
14. Montrer que si || x|l tend vers +oo et x € V, alors J(x) tend vers +oo.
On admet (pour linstant) que cela permet de justifier l'existence d'un minimum de la restriction deJ] a V.

e Unicité du point ol est atteint le minimum
Soit (x, y) un élément de V2 tel que x # y.
15. Montrer que :
](m) < J(x) +I(y).
2 2
16. En déduire que la restriction de J a V atteint son minimum en un seul point. On le note xy.

e SoientxeVet(t,h)eRxV.
17. a) Simplifier J(x + th) —J(x).
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18.

19.

20.

21.

22.

b) En déduire que la restriction de J a V est minimale en x si et seulement si
fx)—beVvt.

c) Préciser xy lorsque V=E al'aide de f et b.
B - Minimisation en pratique avec E=V =R"

On se place dans la suite dans le cas ott E = V= R” muni du produit scalaire canonique. On note A = (a; j)i,j»lamatrice de f dansla
base canonique et b = (by, ..., by).
Soit x = (x1,..., X») un vecteur de R”.

a) Exprimer J(x) en fonction des x;, a;, j et b;.

b) Montrer que J est de classe €1 sur R”, et vérifier que pour tout vecteur x de R” :

VI(x) = f(x) - b.
¢) Vérifier que ] admet un unique point critique m dans R”. Justifier que J(m) est le minimum de J sur R”.
On note Ay (resp. A1), la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de f. On considére un réel a de ]0,1/A] et un vecteur mg de
R", et I'on définit par récurrence des vecteurs m, de R” par:
VpeN,  mpi1=mp—aVl(mp).
Soit a, h deux vecteurs de R”. Démontrer que
1
Jla+h) =](a@) +{VI(a), h) + 5<f(h),h>.
a) Montrer que pour tout entier naturel p :
2
2
J(mp+1) =T (mp) =« |[VI (mp) [+ == (£ (VI (mp)), VI (mp)).

b) En déduire que pour tout entier naturel p :

$(mper) <3 (mp) =a( 1= S5 93 ()

a) Montrer que la suite de réels (J (mp)) peN converge.
On admet que (J (ml’))pel\l converge vers ] (m), ol m a été défini a la question 18.
b) Montrer que pour tout entier naturel p,

2
[ = m® < 5= (1 (mp) ~30m).
¢) En déduire que pLHPoo [ mp—m| =o0.
Dans cette question, on suppose que 1 =2 et que u = (2,1) et on considere f,I'endomorphisme symétrique de R2 défini par
f:(x,y)¢€ R — 2x+y,x+2y)€ R2.

Dans la figure ci-dessous, on a représenté I'évolution des suites (J [mp))pel\l et (mp)peN en prenant deux parametres différents
(ap=0,2etay =0,67).

Dans la figure de gauche, on représente I'évolution de J (m p) en fonction de p, et dans la figure de droite on a représenté I’évolution
de points m, dans le plan, en reliant les points successifs.

- =0
—— 0y = ()

-1.0 -0.5 0.0 0.6 L0 1.6 2.0 25

Evolution de J (m),) en fonction de p Evolution des points mp,
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Commenter ces courbes, et déterminer qualitativement lequel des deux a ne vérifie pas les hypothéses de’énoncé (iln'y en a qu'un
seul).
a) Conjecturer la valeur de m, sachant que m est a coordonnées entieéres.
b) Vérifier que les conditions de I’énoncé sont bien vérifiées, et que les résultats expérimentaux sont en adéquation avec ce qui
a été démontré dans les questions précédentes.

Probleme B
Etude des lois stables, événements exceptionnels

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, «/, P).
Lobjet de ce probleme est la recherche et 1’étude de lois possédant une propriété, dite de stabilité, qui intervient dans la modélisa-
tion de nombreux phénomenes satisfaisant une certaine invariance d’échelle.

—  Soit X une variable aléatoire réelle. On dit qu'une suite (Xj),, de variables aléatoires est une suite de copies de X si (Xg) 5,
est une suite de variables indépendantes ayant toutes méme loi que X.

— On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit une loi stable si il existe une suite réelle strictement positive (a;),>; telle que,
pour toute suite (X;) >1 de copies de X et pour tout entier 72 supérieur ou égal 1,X] +...+X, et a,X ont méme loi. On vérifie
facilement 'unicité de la suite (a;) ;=1 si X n’est pas nulle presque stirement. On dira alors que (ay) ;> est la suite associée a
laloideX.

On admettra que

1 =
YAEeR], arctanA + arctan 173

ol1 I'expression arctan désigne la fonction réciproque de la restriction de la fonction tangente a] - %, Z 1.
I. Un résultat sur certaines suites positives

Soit (1) =1 une suite de réels strictement positifs vérifiant les deux propriétés suivantes :

— pour tout couple d’entiers (m, n) € N*2, Umn = UmUn,

— il existe un réel strictement positif A tel que, pour tout couple (1, n) € N*2, si m < n, alors uy,; < Auy,.
On veut montrer qu'il existe un réel positif « tel que, pour tout entier n € N*, u,, = n%.

23. a) Montrer que uj = 1.
b) Montrer que, pour tout couple (1, k) e N* xN, u_ i = urk.
24. Soit r € N\ {0;1}. Montrer qu’il existe un réel o, tel que, pour tout entier n de la forme rk
Exprimer a; en fonction de r et de uy.
25. Soit (r1,12) € N*2, r2 > r1 2 2. On introduit alors les réels o, et oy, définis selon la question précédente.

a) Soit k € N*. Montrer qu'il existe un entier € tel que rgk < rle <r k+1

[04 [04 [04 o
b) En déduire que (rzk] 2 <A(I’2k+1) " et (Tzk) n <A(T‘2k+1) 2
c) En faisant tendre k vers I'infini, déduire I'égalité o, = ay,. Conclure.

, oll k est un entier positif, u, = n®r.

I1. Deux exemples de lois stables

26. SoitX, une variable aléatoire de loi normale centrée A (0, 52).

Justifier que X suit une loi stable. Préciser la suite (a;),>1 associée.

e Ondit qu'une variable aléatoire X suit une loi de Cauchy de paramétre a € R}, noté X — %€ (a) si une densité est donnée par

XER— ———-.
fa n(x2 + a?)
On admet[ﬂ que si X et X’ désignent deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé avec X —
€(a), X' — €(a') alors
X+X —Gla+ad).

27. Soient A, a € R} et X — € (a), reconnaitre la loi de AX. Que dire si A € R} ?
28. Soientae [R;r et X — ¥ (a). En déduire que X suit une loi stable.

1. Voir le sujet de 'année derniére.
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29.

30.

31.
32.

33.

34.

35

36.

37.

38.

II1. Les événements exceptionnels / les cygnes noirs

Du fait de la décroissance rapide a 'infini de la fonction densité des variables gaussiennes, celles-ci n’accordent que peu d'im-
portance aux valeurs extrémes. Aussi, pour inclure, dans un modele mathématique, I'éventualité de phénomeénes extrémes, on est
amené a privilégier des lois dont la fonction densité décroit moins vite a I'infini. Le but de cette partie est d’étudier ce qu'’il en est
pour la loi de Cauchy.

Dans cette partie, (X;) ;>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Cauchy de parametre 1.

On dira qu'un événement exceptionnel s’est produit avant I'instant 7, si il existe un entier k inférieur ou égal a n tel que, pour tout
entier i inférieur ou égal a n et différent de k, |Xk| >2 |Xl- | Autrement dit, a I'instant n, la variable la plus forte de I'histoire (en valeur
absolue) est supérieure au double de chacune des autres variables. On appellera E;; un tel événement. Ainsi,

B=U| N el >2lxd]]-

k=1|1s<isn
i#k
Montrer que :

P(En)=nP( [X1]>2]X;]]
i=2

En déduire que :

([ <A]

i=2

YAERY, P(Ep=nP|[IX1]>2A] N

2 1
Montrer que si X — € (1) alors pour tout A € R}, P (IX| >A) = —arctan a
b1

: A _ T o __1
Soient A > 0, et n assez grand pour que 55 < 5. En choisissant A = W, montrer que
n

P(E,) = nP

2 ) AL
Xyl > (1——) (o)
tan% n

A
a) Soiente e R/} et A € Rf. Montrer que, pour tout entier n assez grand, P (Ej,) > Ee A_e.

On pourra étudier la limite lorsque n — +oo du membre de droite dans l'inégalité (e).
b) En déduire que, pour tout entier n assez grand, P (E;;) > t'13~

Estimation de P(E;;) avec python
a) Soit F, la fonction de répartition d'une variable aléatoire X suivant une loi de Cauchy de parameétre 1. Justifier que F: R — R
réalise une bijection et expliciter F~1.
b) Démontrer que si U suit une loi uniforme sur ]0; 1[, alors F~1(U) suit une loi de Cauchy de parametre 1.
. En déduire un programme python qui prend en argument p € N* et renvoie une matrice ligne a p coefficients dont chaque coeffi-
cient est une réalisation d'une loi de Cauchy de parameétre 1.

a) FEcrire un programme python qui prend en argument un réel x et une matrice ligne L = [£7,---,£ pl et qui renvoie 1 si x est
strictement supérieur au double de tous les coefficients de L (pour tout i € [[1; p]], x > 2¢;), dans le cas contraire le programme
renvoie 0.

b) En utilisant la relation démontrée a la question 29, en déduire un programme qui prend en argument 7 et renvoie une ap-
proximation de P(Ej).

IV. Le nombre a,, est une puissance de n

Soit X une variable aléatoire suivant une loi stable. Soit (X}) .., une suite de copies de X et (ay) .., la suite associée a la loi de X.

Le cas symétrique
Une variable aléatoire X est dite symétrique si elle a la méme loi que la variable —X. Autrement dit, pour tout intervalle I c R,
PXel) =P(-X¢€]) (exemple : une variable gaussienne centrée).

Dans cette section, on suppose X presque siirement non nulle et symétrique.
a) Montrer que P(X>0) = 1(1-P(X=0)).
b) Montrer qu’il existe pu > 0 tel que P(X> ) > 0.
a) Montrer que, pour tout couple (m, n) € N*2, a4 nX a méme loi que a,Xi + apXo.
b) En déduire que, pour tout k-uplet d’entiers (ml,..., mk] non nuls, am; +...+m; X a méme loi que am,; X1 +... + am; X.
c¢) En prenant tous les entiers m; égaux a un méme entier ¢, montrer que dyp = ady.
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39. a) En considérant I'événement [X; = 0] N [Xp > ¢], montrer en utilisant la question 39.a), que pour tout couple (m, n) € N*2, et

pour tout £ >0,
an

P(X> t);%P(X> r).

Am+n

b) En utilisant la question 38., montrer que 'ensemble & = { :(m,n) € N*Z} est majoré.

Apn+m
¢) En déduire I'existence d'un réel a tel que, pour tout entier naturel non nul n, a, = n%.

B. On suppose que X suit une loi stable a densité, mais on ne suppose plus que X est symétrique.
40. a) Montrer que la variable X; —X» est symétrique.
b) Montrer que X; —Xp suit une loi stable. Soit (by) ;=1 la suite associée a la loi de X; —X». Montrer que, pour tout entier naturel
n non nul, a, = by. Conclure.

Bonus Reconnaitre Augustin Cauchy et Carl Friedrich Gauss. Préciser les siecles.

- FIN -
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ECG 2

DS 6 A - solution

Exercice

1.2.3 Exercice du cours.
4.a) La matrice A est symétrique donc diagonalisable.

4.b) Dans ce cas, la matrice A est semblable a la matrice
(A0
P= [ 0 )\2] ’

La trace est invariante par similitude, donc
Tr(A) = Tr(D) = A1 + Ag.
Considérons maintenant la fonction
x— P(x) = det(A - xIy).

En développant, on constate que P est une fonction poly-
nomiale de degré 2. Le coefficient dominant est 1 et le co-
efficient constant est P(0) = det(A). De plus, P admet deux
racines données par les valeurs propres A1, A2. On donc
aussi

P(x) = (x = A1) (x - A2).

On obtient alors

det(A) = P(0) = A| Az.

On peut montrer que le déterminant est aussi in-
variant de similitude. On retrouve det(A) = det(D) =
A1A2.

@

4.c) D’apres ce qui précede

r+t =Tr(A)=A1+A2
re—s®  =det(A) = A1A2.

La matrice A est définie positive si et seulement si son
spectre est inclus strictement dans R} si et seulement si

r+t>0 et rt—s®>0.

Notons que si r¢ > s2 alors rt > 0 et r et ¢ sont de méme
signe. On obtient bien alors I'équivalence

A€y2++ — r>0, rt> s2.

def positive(A):
if A[0,1]!=A[0,1]:
return ’La matrice n est pas symé
trique’

if A[0,0]1>0 and A[0,0]*A[1,1]1>A
[0,1]**2:
return ’La matrice est symétrique
définie positive’
return ’La matrice est symétrique mais
pas définie positive’

. Le programme tire au hasard des matrices colonnes (dont

les coefficients sont tirés au hasard dans [0;1]) et teste si
I'inégalité
’XAX >0

est vérifiée. Lorsque le test répond ’NON, il est certain que
la matrice n'est pas définie positive. Par contre, lorsque le
programme 'OUTI, on peut seulement affirmer qu’il y a
une grande probabilité que la matrice soit définie positive.
Notons que plus la taille de la matrice est importante, plus
le nombre de tests doit étre important.

Probléeme A
d'aprés EDHEC 2013

. Soient x, y € E. Notons

M =Matg(f), x=Matg(x)ety=Matg(y)
de sorte que 48 étant une b.o.n

(fe0),y) =" MXY
= X'MyY = X ('MY)
(f,yy={x,f* ).

¢ Ensuite, pour x € E, en appliquant la formule précédente
avec y — f(x)

(f*o fl0,x)=(f0, f)) = || fOO*

. Considérons un second endomorphisme de E noté g tel

que
Vx, y€E, (fx),y)=<(x,g(y).

Dés lors pour tout x € E

I£* 0 - g = (f* 0 -g), f*(0) - gx)
=|l£* ) +lg@I? —2(f* (0, g(x)).

Or
If* I = ("0, 7)Y = (x. Fo f* (0) = (g(x), [ ().
De méme

g% = (g(x), g1} = (x, f o g(x)) = (f*(x), g(x)).

Par conséquent || f*(x) - g(x) ||2 =0et f*(x) = g(x). Ce ré-
sultat étant valable pour tout x € E

=g
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Lunicité est prouvée.

9. On aen notant Cy, Cp, C3 les colonnes de M

rgM = dimVect (Cy, Cp, C3)
=dimVect(C2,C3) (carCy =0p)
rgM=2

car C; et Cp sont non colinéaires. Ainsi
dimIm f = dimR3 - 1.
Limage est bien un hyperplan de R3.

* On a pour tout x € Im f, f(x) € Im f. Limage de f est
donc stable par f.
Ce qui conclut.

10.a) On constate que
rg(f-idg)=rgM-1I3) =1

donc d’apres la formule du rang, 1 est valeur propre et
dimE; (f) = 2. De plus
1
=411
1

donc 4 est valeur propre. Par un compte de dimension, il
n'y a pas d’autre valeur propre que 1 et 4.

10.b) On a vu que
dimker(f —idg) = dimR3 - 1.
C’est donc bien un hyperplan.
e Soit x € Ker(f —idg). On adonc f(x) = x et
ff&x)=fx) = f(x)—x=0g.
D’ol f(x) € Ker f —idg. D’ou la stabilité par f.
Plus généralement, tout espace propre de f est

stable par f.

* En conclusion, f admet bien une hyperplan stable.

11. Une matrice est inversible si et seulement si sa transpo-
sée l'est. Par conséquent, avec M = matg(f). La matrice
M — Al est non inversible si et seulement si

EM=AL,) = M= AL,

est non inversible. Dit autrement A est valeur propre de M
(et de f) si et seulement si A est valeur propre de ‘M (et de

.
12. On sait que dans le cadre d'un espace euclidien
dimVect(u)J‘ =dimE - dim Vect(x) = dimE - 1.

C’est donc un hyperplan.

* Soit x € Vect(u). Montrons que fx) e Vect(u)L. Pour
cela, il suffit de vérifier que (f(x), u) =0. Or

(fx),uwy={x,f*w)
={(x,Au) =A{x,u)=0

car x € Vect(u)1. Ce qui conclut.

13.a) Soient x, y € E. Par définition de I'adjoint

(f*of),y)=(f), fy)
=(x,f" o f().

Ainsi f* o f est un endomorphisme symétrique. De plus
pour A € Sp(f* o f) et x un vecteur propre associé a A.

ffof(x)=Ax
etal’aide de la question 7

Mxl? = (f* o f(x),x) = I f(0) 12 = 0.
——
>0

D'ouAeR* etSp(f*of)cR*.
13.b) C’est une conséquence du théoréeme spectral.
14. Les relations
ViellLnll,  f*of(e})=Ase
se traduisent matriciellement
'AAE; =N;E; ou E)=Matg(e}).

Dans ce cas

Q= Piggy = Maty (@) = [EL .. B}

est orthogonale (%’ et 28 sont orthonormées) et par la for-
mule de changement de bases

'AA =Py Matg (f* o f)Pggp ™
=QD'Q  (car Q"' =Pz ' ='Q)

avec D =diag(Ay,...,An)

car ' est une base constituée de vecteurs propres de
f*of.Sionpose

Vie([l,n], Mi=1/A;
bien possible car Sp (f* o f) cR*. On a bien A2 =D et
AA = QA%TQ.

15. Soient i, j € [[1; n]l avec i # j

(rie.r(e))={e
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car %' est une famille orthogonale. La famille ( f (e;)] _est
l

donc bien orthogonale. De plus,
[ () (rler) o (45)
= (e 1o £ (<))
2
I =as(ep )=
Comme y; = \/)\—jet Hf(ej)" =0, on a bien
el

16. Comme A est inversible, ‘A puis AA aussi. On en déduit
que 0 n’appartient pas au spectre de f* o f

Vielnll, A;#0

W=/ £0.

17. D’apres la question 15, on a directement

puis Vie([1;nl,

e 1o 1o\
Vi, j € [l1;nll, <Ef(ei),p—jf(ej)>_8,].

1

D’ou le résultat.
Comme p; = /A et Hf(ej)" =0, on a bien

Al =
()l =wr
18. Al'aide de la formule de changement de bases
R™1AQ = Py g Matg (/)P g
=Mat g/ (f)

Or par construction, pour tout e} € B

r)=mrts(4)
€€

Matriciellement Maty g (f) = A. D’oul
R!1AQ=A et A=RAQ!'=RAQ.

Précisons que R est orthogonale en tant que matrice de
passage entre deux bases orthonormées.

Or, on a aussi
X n n X n xp
Y P lde= Y | Plde= ) —
p=1 p=170 p=1 P

et

X1-¢" o1 xogh
f dt= —dt—f dr
o 1—-t o 1—t o 1—-t
X t"
=—1n(1—x)—f dt
o 1—-t

Finalement, on retrouve bien

n.otp X P
Z—:—ln(l—x)—f —dt.
p=1 p o 1-t

20.a) Commencons par encadrer I'intégrande. Pour tout ¢ €

[0; x]
t}’l

0< < * =x".
1-t 1-0

n

Xt

d’ott 0< f

o 1—-1¢

Comme x € [0;1], x"+1 vt 0, on obtient par le théoreme

d’encadrement

X
dtsf Adr=x-x" ="
0

X l'n
— 0.
o 1-t n—oo

20.b) Par passage a la limite en utilisant les deux questions

précédentes
tP
lim Z — =—In(1-x).
p:l p
On en déduit que la série }° % converge et

+00 4P
Z — =—In(1-x).
-1 P

21. Pour n € N*
1 1 _n+1—n_ 1
n n+l nn+l) nnm+1)’

e Pour tout n € N*

n+1
X
< N1

S —<
nn+1)

Pour x € [0;1[, la série géométrique ¥ x™*! est conver-

gente. Par le critére de comparaison la série Y. x"* "1/ (n(n+

1)) est donc aussi convergente.

22. Soit N e N*,

Probleme B N n+l N
d’aprés EDHEC 2009 =) -y
p = nn+l) =9 on =+l
N N+1 ,k
19.Comme t < x<1,onat#1 etdapres les résultats sur les —x Z ﬂ _ X~
sommes géométriques P 0 B A o
N ,n N+1 .k
n n-1 _+n X X
Y Pl ko171 =x) —-) —+x
1-¢° s ook
p=1 k=0 -t
. . On peut passer a la limite en utilisant les questions précé-
En intégrant la relation précédente dentes
x n X1— N n+l1
-1 X
P df:f —dr. Y —— — —xInl-x)-(-In(l-x)+x.
0 p=1 o 1-t =1 n(n+1) N—+oo
2024-2025
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C’est-a-dire
+00 xn+1

nz:"lm:x+(l—x)ln(l—x).

23.a) Soit x € R}

X +00 X
1—F(x)=1—f f(t)dt:f f(t)dz—f f(nde
—00 —00 —00

+o0o

= fde.

X

Lintégrande étant positive et le bornes dans le bon sens,
on peut déja affirmer que 1 —F(x) = 0. Si 1 -F(x) =0,
comme f est continue positive sur [x;+ool, on en déduire
que f est identiquement nulle sur [x;+oo[. Absurde, par
hypotheése f est strictement positive sur [x;+oo[. Finale-
ment

1-F(x)>0.

23.b) — g estpositive.
Pour x = 0,ona1-F(x) <1etln(1-F(x)) <0. Puisque f est
positive (c’est une densité, on a g(x) — f(x)In(1 —F(x)) = 0.
SixeR™, onadirectement g(x) =0=0.

— g est continue sur R*.
En effet, g est constante sur R, donc continue sur cet in-
tervalle. Et g peut s’écrire comme une composition et un
produit de fonctions continues sur R}, elle est donc aussi
continue sur cet intervalle.

+00
- f gdr=1.
(0]

Soit A € R, intégrons par parties

A A
f g(t)dtzf —f(OIn(1-F(1)dr
—00 0

en considérant les fonctions €
u:t—1-F(p), v:t— —In(1-F(1).

On obtient
A A (A
fo f(t)ln(l—F(t))dt:[(1—F(t))ln(1—F(t))]0+f0 fode

A
=(1-FA)In(1-FQA) +f fodz.
0

Lorsque A — 400, on a 1 —F(A) — 0. Or, nous savons, par
croissances comparées et composition que

(1-FA)In(1-FA) — 0.
A—+o0
A +00
On a aussi ff(t)dt —»f fde=1.
0 A—+00 Jo

A
D’ou f g(ndt — 1.
00 A—+oo

Ce qui conclut.

24.a) Une densité d'une loi exponentielle de parametre A est

donnée par
e A sir=0
fit— {

0 sit<0.

Cette densité est bien nulle sur ] — o0o,0[, et continue
et strictement positive sur [0,+oo[. Elle vérifie donc les
conditions imposées dans cette partie.

24.b,c) Dans ce cas, pour tout réel x

Ae MAx six=0
gx) = .
0 sinon

Par transformation affine, on vérifie qu'une densité de AY
est donnée par

. 1 (x)_ xe ™ six=0
Ag Ao sinon

Sachant que I'(2) = 1! = 1, on reconnait alors la densité
d’une loi y(2). On sait alors que AY admet une espérance
et une variance avec

EAY)=2 et V(AY)=2.
On en déduit que
E(Y) = 1E()\Y) _2 et V(Y)= ! V(AY) = 2
A Y T2 RV

25. Soit N € N*. Par télescopage
1 1

N 1
= —— =1- .
1 nn+1) n;n n+1 N+1

n=

Par passage a la limite, la série }_ 1/(n(n + 1)) converge et

+00 1
—=1.
,;1 nn+1)

26. Soit n € N. Soit x e R
PiN=p) (Z < X) = P|N=p) P (Max (X, ... Xp) < x)

=PP (max(Xp,...X;) <x) (indépendance N, X;)

=P(Xo<x]IN...n[Xp<x))

]
s

P(X;<x) (indépendance)
0

PiN=nP(Z<x) =F(0)"! (égalité enloi) .

De plus, d’apres la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements ([N = n]) ,eN+, Ona:

Fz(x)=P(Z<x)

+00

=Y PIN=nPN=pj(Z<x)
n=1
+00 F(x)fl+l

Fz(0) =)

n=1

nn+1)’

Retenir ici la démarche d’appliquer la formule des
@ |probabilités totales pour se ramener a un cas clas-
sique du cours.

27.D’apres la question 22., on obtient

VxeR,  Fz(x)=Fx)+(1-Fx))In(1-Fx).

28. La fonction F est continue sur R a valeurs dans 10; 1[, donc
par somme et composition de fonctions continues, Fyz I'est
également.
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De plus, F est de classe €1 sauf éventuellement en 0, et
donc de méme, par opérations usuelles, Fz est €1 sauf
éventuellement en 0. Par définition, Z est une variable a
densité. Une densité f; est obtenue par dérivation la ou
c’est possible. On obtient pour tout x € R

fz0 = f(x) - (1-F) 1 f(Fx()x)

=—f@In(1-Fx).

- f(x)In(1-F(x))

En particulier, pour x <0, on a fz(x) = 0.

Probléme C
d’apres Ecricome 2005 pour les parties I et 11

29. La fonction ¢ — est continue et positive sur R*.

1

1+2)"

On a donc une intégrale généralisée en +oo. Or
1 1

(1+£2)% t=+o0 20

(e o]
Or, l'intégrale de Riemann f 1/62%dr converge si et

1
seulement si 2a > 1. D’apres le critere d’équivalence d’'in-

tégrales généralisées de fonctions positives, J converge si

et seulement si o > %

30. Soit A € R}. Intégrons par parties sachant que les fonc-
tions considérées sont de classe 61.
fA 1 dt
+ - —‘x
0 20 (1+172)

fA 2dr
0 (1+t2)0(+1

__iLjLifAi
C o2 (1+A2)% 2ado (1+22)%

A
1 t

C20(1+2)°

0

Par passage a la limite A — +oo

f+oo 2 dre 1f+oo dt
0o (1+2) T 2ao (1+2)%
1
:—](x_

2a

¢ Ensuite

+00 dt
Ja+1 =f0 m
+oof 1442 2
:[ a+rl a+1 dr
0 \(1+#3) (1+12)
+00 l’2 d
« 0 (1+ tg)tx+1
1 2a—-1

Ja+1 =Ja— 5]0( = 20

Ja.

31.Soit A€ RY.

f A dE ctan())® = Arctan(a) I
b 1+12 0~ A 2

Par passage a la limite

I_[+°° dt m
=) 12" 2

On a ensuite le produit télescopique

I_n n-1 Ik+l _nfl 2k-1)

J1 _k:1 Jk  j=1 2k

n-1 n-1
Or [[2k=2 (n—1)'et
k=1

2n-2 |
n-1 2n-2 I
[Tek-n= [] i=5-5
k=1 =1 i
I impair i=1
i pair
2n-2
O1 en-2)

ek 2V lm-Dr
k=1

Finalement,

2n-2)! b

@r-1(n-11* 2

32. La fonction f;, est bien positive et continue sur R. Justi-
fions que

+00
fadr=1.
—00
Le changement de variable affine
! d ! d
=— = —dr
T T

dans l'intégrale

+o00 +00 1
f gn(t)dth —L‘*ldt
I o (1+t—rf) 2

+oo 1

donne 2\/ﬁf dy=2vnJ p1.

° e)F 2

D’apres ce qui précede, on a donc bien les convergences
de ces intégrales et donc I'égalité

+00
f g”(t)dtzz\/ﬁ]nﬂ =kp.

—00 2
Ainsi [ fade=1.

La fonction f;, est bien une densité de probabilité.

33. La variable X admet une espérance si et seulement sil'in-

tégrale
+00
f tfn()dt

—00
converge absolument. Comme l'intégrande t € R — 1 f;, (1)
est continue et impaire sur R et positive sur R*, il suffit de

+0o
justifier la convergence de f tfn(t)dt. Or
0

n+1

thn() 1 ¢ 1 n2
" to0 kpy thH] 1400 ky 17

Par le critere d’équivalence d’intégrales de fonctions posi-

tives, I'intégrale recherchée est de méme nature que l'in-
+00

tégrale de Riemann ol On a donc existence d'une

espérance si et seulement si n > 1.
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Dans le cas de convergence, l'imparité de t — tfy(f)
donne alors

+00
E(X) =f tfp(pde=0.

Il est nécessaire de justifier la convergence de l'inté-
grale avant d’utiliser 'argument de parité.

34.0na o 5
Vi = " L rdy
Vs Jo (142)"2
nvn 1
B V] ne1 z[n_ﬂ_l)InTﬂ_l
= 2
1 n
" Tan 11—11'1771
2
2><nT_1 n
:2x”7‘1—1n—1
_n
V(X)—m.

35.a) Soit reR
=e ( (n+1) )l 1 12
8nll) =exp > n|l+ .

Comme #*/n — 0,
n—oo

Par produit

(n+1) t? n+lt? 12
In{1+
2
Equivalent que I'on peut traduire ici par

(n+1) 2 12
- Inf1+—| — —=—.
2 n |n—oo 2

Par continuité de la fonction exponentielle, on obtient

B (n+1), (| 2 12
gn(t)—exp(—T) n +; pits ol bl B

00 2

Un calcul classique. Tout ce qui pourra étre com-
pris par le correcteur par une sommation d’équiva-
lents ou une composition d’équivalents sera dure-
ment sanctionné.

35.b) Soit n e N*
kon+3 =2v2n+3Jp+1 ~2V2n]p41,

Or par la formule de Stirling

@en)! n  V2m-2n@2nie?" n

(2”1’1!)22 22"(‘/27[11(7’1/8)”)2 2
2ymn-22n. p2he=2n 5
22m2nn-n?he=2n 2

1 /[n
Jn+1~ N

Jn+1=

@

1 /xn
Puis k2n+3n';'02'\/21’l‘§ ;ZVZTI.

D’ou kop+3 — V2m.
n—oo
ou encore kon+1 oo V2m.

De plus, en reprenant la définition de J, on vérifie que
In sln_'_% <Jn+1
Ce qui donne

2n _ In <In+1/2<1
2n-1 Jpa1 Tn+1

On en déduit par encadrement que

Tn+12
Jnyr n—oo

Ce que I'on peut réécrire J ;41 ~ J;+1/2. On en déduit

kon+1 _ 2v2n+1Jp41

= ~1
kon 2v2n I,H_%

et ko, ~ kn+1 ~ V2n. D’apres les résultats sur les suites ex-
traites, la suite (k) est convergente et

kn_’\/z_ﬂ.

n—oo
Concluons, pour tout ¢ € R

g 1 o 1212
kp n—oo\/2n '

()=

On reconnait I'expression de la densité continue de la bi
normale centrée réduite.

Cela calcul prouve la convergence en loi de la suite
de variables (T}), vers une variable aléatoire T sui-
vant une loi normale centrée réduite.

36.

def student(n):
x=rd.normal (0,1)
# renvoie une réalisation de X0

Y=rd.normal (0,1,n) # renvoie une 7Té
alisation de X1...Xn

d=np.sqrt(np.sum(Y**2)) # dici V#*2 est

compris comme le carré de chaque

coefficient de Y

return np.sqrt(n)*x/d

SRS
V2o,

Par le lemme des coalitions Xy et 1y/U; sont indépen-
dantes donc T, admet une espérance et

1
E(Tn)=\/§ E(XO)XE(\/U_)=0
n

car X suit une loi normale centrée : E(Xg) = 0.

37. Par définition
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* De plus, d’apres la formule de Koenig-Huygens

V(T,) = E(Tnz) —E(Tp)?= E(Tnz)

2
2\ U,

_n AT R O
= ZE(XO ) E(Un) (indépendance)

n 1
V(Ty,) = EE(U_)
n

En effet
E(XOZ) =V(Xg) +EX)? =1+0%=1.

38. La variable Xf /2 est a valeurs dans R*. Notons G sa fonc-
tion de répartition. Pour x € Ry

G(x) =0.

Pour x € R", en notant ® la fonction de répartition de la loi
normale centrée réduite
G(x) =P (x12/2 < x) =P [x12 < 2x)
-p (—\/Zx <Xy < \/ZxJ
=O(V2x) - D(-Vv2x)
G(x) =2®(v2x) - 1.
La fonction G est ¢! sur R* car:
— G est constante sur R},

— G est composée de fonctions € sur R} .
De plus G est continue a droite 0 en tant que fonction de

répartition et

lim G(x)=G(0) = lim 0= lim G(x)
x—0% x—0~ x—0"

La fonction G est continue en 0. Finalement, G est la fonc-
tion de répartition d’'une variable a densité et une densité

est obtenue par dérivation (la ol c’est possible).

gx)=0 six<O0

2
g(x) = —2\\//; @' (V2x)six>0
_ L argx

VT

Noter qu’il n’est pas nécessaire de justifier que /7t =
T'(1/2). En effet, g esta densité et nulle sur R™. L'éga-
lité

1 fm (nd fm (de= 12
= dt= rdr=
o0 & 0 § \/ﬁ

impose déja la constante et /7t = T'(1/2).

39. Comme les variables X;2/2 sont mutuellement indépen-
dantes et de loi gamma y(1/2), on sait alors que
n
40. Une fonction de densité de la loi y(n/2) est

0sit<0
VIeR, gn(f)= U nia-1 -
T'(n/2) ’

D’apres la formule de transfert

1 +0oo 1
E(u—,,)-fo 8n(ndr

1 +00
_ [ [n2=1-1,-t 4,
I'(n/2) Jo

_T(n/2-1)
T Tn/2)

(1) 1 2
E[—|=——= .
Up n/i2-1 n-2

En reprenant a question 37

V(Tn) =
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On pourra compléter I'étude du probleme par une 4éme partie qui donne une preuve du théoréme pour k = 1.
Voir le sujet d’Ecricome pour la solution.

Partie IV : Obtention d’'une loi de Cauchy a partir de lois normales

On consideére un espace probabilisé (Q, <7, P).

Soit Y une variable aléatoire définie sur (Q,.27,P), de fonction de répartition F. On notera G la fonction de répartition de la
variable aléatoire [Y|.

On suppose dans cette question que Y est une variable aléatoire de densité f, continue sur R.

Exprimer une densité de —Y al'aide de f, et montrer que Y et —Y ont méme loi (c’est-a-dire méme fonction de répartition) si
et seulement si f est paire. On suppose cette condition vérifiée. Exprimer G al’aide de F, et montrer que |Y| est une variable
aléatoire a densité. Exprimer une densité g de |Y| en fonction de f.

Inversement, on suppose dans cette question que |Y| est une variable aléatoire de densité g et que Y et —Y ont méme loi.
Montrer que pour tout réel x, P(Y = x) = 0, puis exprimer F(x) en fonction de F(-x). Exprimer F(x) en fonction de G et de x
(on pourra distinguer deux cas : x <0 et x = 0). En déduire que Y est une variable a densité, et exprimer une densité f de Y
en fonction de g.

2t

Soit ¢ un réel strictement positif. A 'aide du changement de variable u = e*!, montrer que I'intégrale

(e o) 2 — Cez[
f e“’e” "2 dt converge et la calculer.
—00

. Soient X et X’ deux variables aléatoires définies sur (Q, <7, P), indépendantes, a valeurs dans R*, de méme densité ¢ définie

par

m‘*w

1
VxeR, @((x) on e
a. Montrer que la variable aléatoire Z = In|X] est une variable aléatoire a densité, et en déterminer une densité. Quelle est la
densité de la variable aléatoire —Z.?

b. Montrer qu'une densité & de la variable aléatoire In ‘ % ’ est donnée par

2 e
VxeR, h(x)=— .
TelX 41
c. Déterminer une densité de la variable aléatoire ) % , puis reconnaitre la loi de %
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ECG 2

DS 6 * - solution

Probléeme A

1. Justifions les différents points de la définition.

— Symétrie
Comme u est un endomorphisme symétrique.

Qulx, y) = (u(x), y) = (x, u(y)) =u(y), x) = eu(y, x)
car {,) est une forme bilinéaire symétrique.
— Bilinéarité
La linéarité de u donne la linéarité a gauche de ¢y,. La sy-

métrie de ¢y justifie la linéarité a droite. Finalement ¢,
est bien une forme bilinéaire.

— Définie positive
Les conditions sur ST (E) permet directement de dire que
py est définie positive.
Finalement ¢, est bien un produit scalaire sur E.
2. Exercice du cours.

3.Soient x, y € E. ll existe a, b € E tels que u(a) = x, u(b) =y

(u00,y) = (u™ @), uh))
={(a, u(b))

=(u(a),b) symétriede u
<u_1 (x),y> = <x, u! (y)>.
Ainsi ! est un endomorphisme symétrique.
* Justifions que u~! est définie positif.
— Rédaction 1

Rappelons le lien entre le spectre de u et celui de u~!.
Soient A € R* et x € E\ {0g}

ulx)=Ax << %x =u ().

Des lors AeSp(u) —= )\_leSp(u_l).

Précisons que u étant bijectif, 0 ne peut étre valeur propre.
On en déduit que si le spectre de u est inclus dans R*, il en
va de méme pour 1. Ainsi

ulesttE).

— Rédaction 2
Soit x € E. Posons a = u~! (x).

<u_1(x),x> =(a,u(a)) =0
car u € ST (E). De plus u étant tant défini
(@u@)y=0 < Op=a=u"'®
<~ x=0g.
D’ol ueSt(B).

4.Soitx € R;\l(u) avec A # 0. La condition u(x) = Ax peut alors

se réécrire
1
ul—x|=x.
A

Le vecteur x admet au moins un antécédent par u, il ap-
partient a 'image de u. On en déduit I'inclusion

Ej) (1) cIm(w).
Par somme, on a aussi

ExwcIm@w) — (»)
AeSp(1)\{0}

Or, u est un endomorphisme symétrique. Il est donc dia-

gonalisable (dans une base orthonormée). C’est-a-dire

@ Exw=E
AeSp(u)

En isolant la valeur propre 0 et en rappelant que la sous-
espace propre pour la valeur propre 0 est simplement le
noyau

ker(u)e( &b E)\(u)):E.
AeSp(u)\{0}

En particulier, on a les dimensions
dim(ker () + dim( &b E)\(u)) = dim(E)
AeSp(w)\ {0}
et la formule du rang donne
dim(ker(u))+ ~ Im(u) = dim(E).
Avec 'inclusion (e), on a 'égalité

P Exw=Imw
A€Sp (1) \{0}

et aussi
ker(u) ® Im(u) = E.

5. Revoir I'exercice sur I'encadrement de Rayleigh pour un
endomorphisme symétrique.
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6. Soient x,y € E

@y (x,ucv(y)) =(v(x), ucv(y))
=(uov(x),v(y)) symétrie de u
=), uocv(x))
@y(x,uov(y)) =@y(y, uov(x)).
Ainsi uo v est un endomorphisme symétrique pour le pro-

duit scalaire ¢,. D’aprés le théoréeme spectral, uo v est
diagonalisable.

Noter que uo v n'est pas toujours un endomor-
phisme symétrique pour le produit scalaire ¢:,-). On
avu en exercice que c’était le cas si et seulement si u
et v commutent.

@

7.a) Notons (:,-)1 larestriction du produit scalaire (:,-) a Im u.
Soient x, y € Im u. Par symétrie de u

(u1(x),y)q = (u(x), )
=(x,u(y) =(x, u1(y),; -

Ainsi u; estun endomorphisme symétrique pour ¢-,-)1. On
a aussi
(uy (%), x)1 = (u(x),x) = 0.

Avec égalité si et seulement si x = 0. D’olt 11 € ST (Im(w)).
7.b) Soient x, y € Im(u)
Py (w(x),y) = <u1_1 ouo 1/(x),y>1
=(uov(x), u1(N),;
91 W),y = (v, vow ™ 1),
Or ul_l(y) elmuet

uoufl(y) = u1°uf1(y) =y.

D’ou
$y1 (W(x), y) = (v(x), )

=(x, v(y)

= <uo ul’l(x), v(y)>

= <u1_1 (x),uo v(y)>
Py (W), y) = @yt (X, w(y)).

L'endomorphisme w est donc bien symétrique pour ce
produit scalaire.

* Notons que I'on a aussi pour tout x € Im u
@y 1 (wx), x) = (x, v(x)) = 0.
Ainsi w est positif.

7.c) D’apres le théoreme spectral, w est diagonalisable et la
question 2 précise que son spectre est inclus dans R

7.d) Soit x € Im(uo v)NnKer(uo v). On a en particulier x € Imu
et en reprenant le calcul précédent

Q-1 (w(x),x) = (v(x), x).

Comme w(x) = uov(x) =0, on abien
(v(x),x)=0.
Soit (ej ...ey) une b.o.n constituée de vecteurs propres de
v,ona
L 2
0=(v(x),x) = Z Ai{e;, x)".
lzl_,o—l
=

D’ot1, pour tout indice i, A; <e,-,x)2 =0.Si); #0,0nadonc
(e;,x) = 0. Dit autrement, x est combinaison linéaire de
vecteurs propres associés a la valeur propre 0 (siil y en a,
sinon on a directement x = 0g). D’ol

x € Eg(v)
puis v(x) = 0.
Ensuite, on note z un antécédent de x par uov et y = v(z).
(u(y), y) =(uov(2),v(2)) = (x,v(z))
=(v(x),z)=0.
En reprenant le raisonnement précédent, on a
v(y) = uov(z) = Og.
Finalement x = Og. Le noyau et 'image de uo v sont en
somme directe.

¢ On conclut par la formule du rang.

8. Comme w est diagonalisable, en reprenant la démonstra-
tion de la question 4 :

Imu=kerweImw

ol Im w peut s’exprimer comme somme directe des sous-
espaces propres de w associés aux valeurs propres non
nulles. On peut donc considérer une base %8, de Im w
constituée de vecteurs propres de w. On en déduit que
c’est aussi une base de Imu o v constituée de vecteurs
propres de uowv. On considere aussi une base %k de Ker uo
v. Précisons que Bk est une base de vecteurs propres de
uo v (associés a la valeur propre 0). Comme la somme
KeruovelImuov est directe, la concaténation des familles
B et By est une base de

Keruovelmuov=E.

On en déduit que u o v est diagonalisable car il existe une
base de E constituée de vecteurs propres de uo v.

9. Soient x, y € E. Notons
M=Matg(f), x=Matg(x)ety=Matg(y)
de sorte que 48 étant une b.o.n
(f00,y) =" MX)Y
= X'MY = X ("MY)
(F), ) ={x,f*).

¢ Ensuite, pour x € E, en appliquant la formule précédente
avec y — f(x)

(f*o f(x),x) = (0, f) = || F @[>
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10. Considérons un second endomorphisme de E noté g tel
que

Vx, y€E, (fx), ) =<(x,g(y).

Deés lors pour tout x € E
1£* 0 - g = (f* 0 - gx), £* (0 - g(x))
=l F* ) +lg@I? —2(f* (0, g(x)).
Or

[f* = (F* @0, X (0) = (x, fo f*(0)) = (g0, £* ().

De méme
g0l = (g(x), g(x)) = (x, fog(x)) = {f* (%), g(x)).

Par conséquent ||f* (x)—gx) ||2 =0et f*(x) = g(x). Ceré-
sultat étant valable pour tout x € E

=g

L'unicité est prouvée.

11. Soient x, y€ E
(FFeof(),y) =, fD)
=(xfT e fy).
L'endomorphisme f est bien symétrique. De plus
(f*o fx),x) = (f(x), ) = I fF)I? = 0.
Finalement f* o f € S* (E).

12. Résumons :

—  f*of estsymétrique;
— a~! est symétrique car a l'est (question 3).

D’apres le résultat de la premiere partie (question 8). Len-

domorphisme a 1o f* o f est diagonalisable et a spectre
dansR™.

13.Soit x€ E

I£QOI% = (f (), £(0)
=(x,f*of(x)) symétriede f

= <a71 oa(x), f* Of(x)>
= <a(x),a‘1 of* Of(x)> symétrie de ™!
1P = @a(x.a™ o f o f(x)).

En reprenant la question 5 avec 'endomorphisme u =
a~ Lo f*o f, symétrique pour le produit scalaire ¢,

IF I = @a (x, a’t Of*) =@alx, u(x)
smaxSer||(pa(x)||2
If (0112 < p-(alx), x).

14. Soit x € E. A l'aide de la question 5, et de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

1
J(x) = §<f(x).x>—<b,x>

1
= EminSp(f) Nlxl® = 1B - 1 x).

Le résultat s'en déduit par minoration.

15. Soient x, yeV

I(x)+l(y)—21(¥)

1 xX+yy x+y
=5 (w0 gmm-2(£(52).52)

—(b,x)—(b,y)+2<b,¥>

1
((f(x),x> +(fW, - §<f(x+y),X+y>)

1 1 1 1
(§<f(x),X> + E(f(y),y> - §<f(x),y> - §<f(y).x>)

((F@), %) +(f ), ) —2f (), 1))

W= N = N

par symétrie de f. Or on constate que ce terme vaut aussi

1
Z((f(x—y),x—y)) =0

avec égalité si et seulement si x—y = 0, si et seulement si
x=y.

17.a) Dans ce cas
J(x+th) -J(x)
=%(f(x+ th),x+ th)y—{(b,x+ th)— %(f(x),x)+(b,x)

1
=5(<f(th),x> +(f(x), thy) — (b, b

=t(f(x), h)y — t{b, h).
=t(f(x) - b, h).

17.b) Dés lors, J(x) est un minimum pour la restriction a V si
et seulement si

VieR, VheV, t(f(x)=bh)=0.
En prenant £ =1, t = -1, on a nécessairement
VheV, (f(x)-b,h)=0.
C'est-a-dire  f(x)—be VL.
17.¢c) SiV=E, alors
floy) —beEt ={og}.

D’oil f(xy) = bet xy = f~1(b) car f est bijective.
@ | La partie B est adaptée du sujet Ecricome 2023.
18.a) Vérifier que pour tout x = (x1,..., X,) € R"
1 n
J(x) = > Z aijxiXj— Z b; x;.
i=1

1<i,j<n

18.b) Posons pour tout x € R"

M=

q0 =,

n
Z aijxixj.
i=1j=1
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En particulier g est polynomiale, donc de classe €. Ex-
plicitons 03 g ol k € [[1; n]]. Pour cela, on explicite g(x) en
isolant les termes contenant xj.

n n
q(x) = akkxk2+ Z A Xi X+ Z Ay jXpXj+
i=1 i=1 e
; a termes
i#k j#k sans xj

D’ou
n
akq(x) :2akkxk+ Z ajpXxi+ Z aij]' +0
i=1 j=1
ik Jj#k

n
=2 Z a;.x; par symétrie de A
i=1
0rq(x) =2a(x); k-eme coordonnée de a(x).

Comme
1 1 L
J(x) = =q(x) = (b, x) = =q(x) - ) brxy
2 2 =

on vérifie que J est €1 car polynomiale avec pour tout
ke ll1;nll
0rJ(xX) = a(x) . — by

La k-eme coordonnée de V](x) s’identifie a la k-eéme coor-
donnée de a(x) — b. On a bien

V](x) = a(x) - b.
18.c) Soit x € R™. x est un point critique si et seulement si

Vix)=0 < f(x)-b=0

— xszl(b)

car f estbijective. Il y a donc bien un unique point critique
m. Or J admet un minimum, ce minimum est donc atteint
en un point critique. C’est donc en m.

Nous verrons le fait que R” soit une partie ouverte

est une des conditions d’application du théoreme.

19.
J(a+ h):%(f(a+ h),a+ h)—(b,a+ h)

=2 4@, @+ (@, )+ e f)+ 5 (), )
—<(b,a) —{b, h)
SJ(a) + fla), B = (B, + 5 (), )
(par symétrie de f)
=3(@)+ (@) = b, + 5 f U, )
Ja+ ) =1@)+ (V1@ )+ 5 (), .

20.a) Avec le choix a = my et h = —aVJ (mp), on obtient bien
le résultat demandé.

20.b) En reprenant la question 5

VheR",  (f(h),h)<Anlhl?.

D’ou
2 o 2
(mps1) <3 (mp) = 93 mp) |2+ S M 90 ()
Ce qui donne le résultat.

21.a) Comme (x(l - 0‘2‘") ||VI(mp)||2 =0,0na

J(mp+1) <7 (mp).

La suite de réels (J(mp)) , est décroissante et minorée par
J(m). D’apres le théoreme de convergence monotone, on
abien convergence de la suite (J (m p)) s

21.b) En reprenant la question 5
2
A [[mp = m|”<(f (mp) = m,mp - m)

etlaquestion 19 aveca=m, h=mp—m

1
J(mp) =](m)+(w,mp—m)+§(f(mp)—m,m,,—m).

=0gn
Le résultat s’en déduit.
21.c) Il suffit d’appliquer le théoreme d’encadrement.

22.a) Pour o = «g, la suite (mp)p semble converger (c’est-
a-dire que les suites des coordonnées (mpyl)p, (mpyg]p
semblent converger) avec

My o 1O

Pour a = oy, on constate que la suite (), n'est pas dé-
croissante et ne semble pas converger vers 0 alors que cela
semble étre le cas. La valeur a = aj = 0.67, ne vérifie pas
les hypotheses de I'énoncé.

22.b) Dans cet exemple, la matrice de f dans la base cano-
nique de R? est

2 1
Mat(f):[l 2].

can

On vérifie que Sp(f) ={1;3}.

La plus grande valeur propre est donc 3 et o doit appar-
tenir a [0;1/3[ pour étre dans les conditions de I’énoncé.
Précisons aussi que f est symétrique (par exemple, sa
matrice dans la base canonique, orthonormée est symé-
trique).

Probléeme B
d'aprés HEC 2004 11
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23.a) Testonsavec m=n=1.
uyr=ui-uy.

D’ot1 u; =1 ou uj = 0. Il faut exclure le second cas car la
suite u est a valeurs dans R}. D’out

upy=1.
23.b) Soit r fixé. Procéder par récurrence sur
. _ .,k
2(k): Uk =Ur".
Pour I'hérédité, écrire
Upk+l = Up ko = Up * Upk-
24. Soient ke N et = r¥. On adonc In(n) = kln(r) et

Un == urk _ ulrn(n)/ln(r)

_ eln(n)/ln(r)-ln(ur)

— nln(u,)/ln(r)

I
% oll ayp= Illn((ur;)

Up=n

25.a) Notons que la condition

rgk < rlf < r2k+l

se réécrit (par passage au logarithme, strictement crois-
sant)
kln(rp) <fIn(r;) < (k+1)In(rp)

ou encore (In(ry > 0)

In(r2) < kln (r2) . In (r2)
In(r)) In(r;)  In(r)’

Le réel a = kln(rp)/In(ry) est fixé et la condition de
I'énoncé rp > r; > 1 impose

In (r2)
In (rq)

Ainsil'intervalle [a, a +1n (r2) /In (1) [ a une longueur stric-
tement supérieure a 1, il contient nécessairement un en-
tier. Par exemple.

l=|al+1.

25.b) D’apres la question 24

I «
(rgk) r2=u r et (rle) r=u 0.

r2 rn

k 14

Avec la seconde condition sur la suite u sachant r2* < rq

Uk SAurlg,
o4 o
(rzk) "2 SA[rle) n .

Or la fonction € R} — 11 = exp (o, In(?)) est stricte-
€< T k+1

c'est-a-dire

ment croissante, rq
o [
(rlﬁ) 1 S[r21c+1) 1

o o
On a bien (rgk) 2 $(T2k+l) .

impose

* Pour la seconde inégalité, on procéde de méme

or o
[rzk) ! < (rle) ! < U, e
1
k+1)%72
< llr2k+1 < (TZ ] .

25.¢) On a donc

( Ic)(o‘rz_“fl)

VkeN, [k <Ar,".

Comme 12 > 1, rzk — +o0. Si oy, —ay; > 0, on aurait
L k—+o00
par composition

+00.

(rk)(o‘fz —ar,)

2 k—+o00

Ce qui est absurde. D’ot1 oy, — a7, <0 ou encore
Op, < ;.

On a aussi avec la seconde inégalité

QA —Or, [
(rgk] b <A

En reprenant le méme raisonnement
oy S Apy.
D’oul’égalité demandée : oy = ay,.

¢ On en déduit que a; ne dépend pas de r. On peut noter
simplement « cette valeur commune.

Vr e N\{0; 1}, ar =Q.

Notons que la relation est encore vraie pour r = 1.
Soit n € N avec les choix r = n, k = 1, on obtient bien

uy = n%.

26. Soit (Xj) ., une suite de copies de X. On a donc pour tout
keN*
X — A (0,0%).

Par indépendance des variables et stabilité des lois nor-
males par somme

Xi+Xo 4+ +Xp, HJV(O,nGZ)
De plus, par transformation affine
VX .4 (0,n0?).

On en déduit que X suit une loi stable et la suite associée
est (/1) penx -

27. Soit A € R*. Notons F)x la fonction de répartition de AX.

— SiA>0.Pourtout xe R

Fax(x) =P(AX< x)=PX<x/A)
= Fx(x/)\).
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On en déduit que Fyx est € 1 sur R par composition avec
une fonction affine, AX est donc une variable a densité
avec une densité définie sur R par

1
Hixx) = XFg((x/)\)

B a
AT ((%]Z +a?
Aa
n(x2+\a)?)

Hx(0) =

— Si A <0, on a maintenant
Fax(®) = P(X = x/A) = 1 -P(X < x/A)
=1-PX<x/A) (Xadensité)
Fax(x) =1-Fx(x/A).

De méme AX est une variable a densité et une densité est
définie sur R par

fix00 =3 f(3)

1 a

(@
al\|

Hxx) = n(xZ+ |)\|a)2] :

28. Soit (Xk) ken+ Une suite de copies de X — € (a). Par récur-
rence sur le résultat admis et 'indépendance des variables
(X)» on a pour tout 1 € N*

X1 +Xo +...+ X, — € (na).
Puis d’apres la question précédente
nX— €(na).
La variable X est donc stable, (1) ,,en+ est la suite associée.

29. Les événements étant 2 a 2 disjoints dans la définition de
I'événement E;;

n
PEy =) Pl T (Xe|>21l)
k=1 litﬁcn

Par symétrie du probléme, on peut se limiter a k = 1

Pl () (Xel>2pil)[=p| [T (Xil>2[Xi])
1<isn 1<isn
i#k i#l
Plus précisément, on montre que la loi du n-
uplet (Xg,...,X;) ne dépendant pas de l’ordre des va-
riables car les variables X; sont indépendantes et de
méme loi.

Ainsi

1<isn

Pmm=é;P (Xl >2 )

30. Soit A€ R}, on a pour tout i € [[2; n]]
UX1l>2A1 N [|X;| <A] < [IX1]>2|X;]] -
D’ou

n n
() IX11> 281N [IX; 1 <A] @ () [IX1]>2[X]].

i=2 i=2

En isolant [|X;| > 2A] dans le premier ensemble

(A [ixi1<a)
i=2

[IX11>2A]n < () [IXal>21X1].

i=2

Par croissance de la probabilité

n

O [IX11>2[X;1]

P <P

n
[X11>2A] () [|Xi| <A]
=2
On conclut a 'aide de la question précédente.

31.SoitAe R}

P(XI>A)=1-P(X|<A)
=1-2PX¢€[0;A])

par parité de la densité fj. Puis

A
P(|X|>A):1—2f finde
0

2 A1
=1——f dt
nJo 2+1

2
=1-— [arctan(s)]§

2(m
= ; (E - arctan(A))
2 1
P(|X|>A) = —arctan| —
b A

en reprenant le résultat sur la fonction arctangente donné
dans le préliminaire.

32. Avec Ay = l/tan(%), on a par indépendances des va-
riables (X;).

P|[X1]>2Az)N

() [Xi] <An)

=2

n
=P (IX1]>2Ap) [T P(|X;]| <An)
i=2
=P (IX;]>2An)P (X2l <An)" ™' (égalité en loi).
Or on a aussi

P(Xal<Ap) =1-P(X2| >Ap) (X2 & densité)

o)
=1- —arctan| —
b A

n

2 An A
=l-——=1-—.
n2n n

D’oul le résultat en reprenant la question 30.

33.a) Pour tout n e N*

Ayl
(1__) :e(n—l)ln(l—)\/n)
n
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orA/n — 0,d ol
n—oo

=23
Inf1-=|~-2
n n

et(n—l)ln(1—§)~—w~—)\¢o.
n n

On en déduit la limite
A
(n—l)ln(l——) . A
n | n—oo

Par continuité de la fonction exponentielle

n-1
(1—5) — M,

n n—o0

Un calcul classique. Tout ce qui pourra étre com-
pris par le correcteur par une sommation d’équiva-
lents ou une composition d’équivalents sera dure-
ment sanctionné.

* De plus, la fonction arctangente étant de classe 61 sur
R, on a d’apres la formule de Taylor-Young

arctan(x) = arctan(0) + arctan’(0) - x + 0p(x)
=X+ 09 (x).

C’est-a-dire arctan(x) ~ 0 X.
X—

Notons aussil’équivalent pour la fonction tangente

sin(x) X
tan(x) = ~ —=X
cos(x) x—0 1

Sachant que tan (M) — Oet g—)‘ — 0, on obtient alors
) n—oo n p—oo
2 tan 72
P |X1|>—)\ = —arctan 3
pis L
tan(zﬁ)
(n)\) 1
~—tan|—|x =
2n 2
2 A 1 A
T 2n 2 2n
On obtient par produit

nP

2 Ayl X
X | > 1-— — —e M.
tan% n n—oo 2

On en déduit le résultat par définition de la limite.

33.b) Etudier la fonction g = A e R* — %e’)‘ et vérifier que g
admet un maximum atteint pour A = 1. Avec

1 1
1)=—>—- car e<3.
gW=5>%

Soit € € R} tel que
el 1
2 6

Le résultat s’en déduit avec la question précédente.
34. Voir exercice sur la méthode d’inversion.

35.

def simuC():
u=rd.random ()
return np.tan(np.pi*(u-1/2))

def Cauchy(p):
C=np.zeros (p)
for i in range(p):
Clil=simuC ()
return C

On peut tester ce programme en affichant un his-
@ |togramme d’'un échantillon ainsi que la courbe de la
densité fi.

plt.hist (Cauchy (1000) ,np.linspace(-5,5,30)
,density=True)

x=np.linspace(-5,5,100)

y=1/(np.pi*(x**2+1))

plt.plot(x,y)

plt.show ()

36.a)
def comparaison(x,L):
n=len (L)
R=1

for i in range(n):
if x <= L[i]:
return O
return R

def estimation(m):
compteur=0

m=5000
for i in range(m):
x = np.abs(simuC(Q)) # simulation
de X1
L= np.abs(Cauchy(n-1) )#
Simulation de [X2 ... Xn]

compteur+=comparaison(x,L)
return n*compteur/m

37.a) Comme ([X> 0], [X=0],[X < 0]) est un systeme complet
d’événements

PX>0+PX=0+PX<0)=1.

Par symétrie de X, P(X>0) =P(X < 0). D’ou:
%(I—P(XZO)) = %[P(X> 0)+PX<0)=PX>0).

37.b) Raisonnons par I'absurde en supposant que pour tout
peR?, onait P(X > p) =0, c’est-a dire :

VueR!, Fx(W=1-PX>p=1.

Lycée Saint Louis

2024-2025



En particulier pour tout n € N*

F ( ) =1
X = 1.
Par continuité a droite de FX

1
Fx(0) = HETWFX(Z) =1.

On en déduit que P(X > 0) = 0 et en reprenant la question

précédente
PX=0)=1.
Absurde. On a supposé que X n’est pas presque slirement

nulle.

38.a) Soient m, n € N*, a;;+,X ala méme loi que
X1+Xo+ -+ Xm+n
=X1+-+Xm+ Y+ + Yy

OtonanotéY; =X;,,, pourtouti€ [[1;n]]. Or Xy +...+ X
a la méme loi que a,,X ou méme a;,X; par stabilité de la
variable X.

Les variables Yi,...,Y; étant indépendantes de méme loi
que X. Par stabilité,

Yi+...+Y,

ala méme loi que a,X ou encore a,X;. Par indépendance,
les vecteurs aléatoires

Xy +...+ X, Y1 +...+Yy) et (apXi,anXo)

ont méme loi. Lafonction g: (x,y) € R2 — x+y étant conti-
nue

Xi+-+Xm+Y1+--+Y, et amX)+apXo
ont méme loi. Ce qui conclut.

38.b) 1l suffit de procéder par récurrence a partir du résultat
précédent.
38.c) Soit eN* avec m; = £, on a d’apres ce qui précede
k
areX alamémeloique ap ) X;
i=1
Or par stabilité de X
k
)" X; alamémeloique aiX.
i=1
D’ol ayeXalaméme loi que apaiX.
X n’'étant pas presque stirement nulle, on en déduit que
Qe = aray.

39.a) Comme ay, et a;, sont strictement positifs

P([X;=0In[Xo > t])
=P([anX; = 0] N[amX2 > amt])
<P ([anX;1 +amXo > amt]).

Or par stabilité de X, cette probabilité vaut

amt
Plan+mX>amt) =P(X> ——]|.
An+m

D’autre part, par indépendance de X; et Xo
P(X;201nX2> ) =PX; = 0P (X2 > 1)
1
=-PX>1.
2 ( )

Ce qui conclut.

39.b) Posons p € R} tel que P(X > ) > 0 Dans ce cas, pour
tous n, m e N*

ap

P(X> p);%P(X>p)>0.

an+m

Dit autrement, pour tout x € &
1
PX>xp) = EP(X > (o)

Sil'ensemble & n’est pas majoré, alors il existe une suite
(xn) nen d’éléments de & tels que

Xp — 4oo.
n—oo

Par composition, sachant que Fx(f) — 1
t—+oo
P(X> xpp) =1-Fx (xnp) o l-1=0.

Absurde si on a la contrainte (e).
Finalement, & est une partie majorée.

39.¢) 1l existe donc M € R* tel que

Qan

vn,meN*, <M.

an+m
C’est-a-dire Vn,meN*, an <Maysm.
Condition que I'on peut reformuler par
Vn, meN*, ms<n ams<May.
De plus, on a vu que pour n, m € N*
Anm = anam.

On est donc dans le cas de la partie I et la suite (ay),, est
une puissance de n

JxeR, an =n%.

40.a) Les couples (X1,X2) et (X2,X;) ont la méme loi par in-
dépendance. En effet

Fx, x,) (11, 2) =P (X < 11,X2 < 12)
=PX;<H)PXz<tr) (indépendance)
=PXo < 11)P(X] < 1) (égalité en loi)

Fxy %) (11, 22) = Foxp xp) (11, 22) -

Comme g:(x,y) € RZ — x— y est continue sur R?
gX1,X2) et gXz2,Xy)

ont méme loi. Dit autrement X; — Xy et — (X; —X») = Xo—Xj
ont méme loi. La variable est symétrique.
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40.b) Soient Y = X; —X; et (Yj); une suite de copies de Y.
Soient (Xj k), et (X ) des copies respectivement de X;
et X, toutes mutuellement indépendantes telles que pour
tout ke N*, Yy et X; ;. — X5 ;. ont méme loi.

n
Ainsi ¥ Yj alaméme loi que
k=1

n n n
XXk —Xo k=2 X k- )Xok
k=1 k=1 k=1

Bonus Dans I'ordre de la gauche a la droite.

qui a aussi la méme loi que
anX1 —anXo = an X1 —X2)

n

(voir question précédente pour les détails). Des lors ¥ Yj
k=1

a la méme loi que a,Y. Par unicité de la suite associée

(bn), = (an) . En particulier, il existe a € R™ tel que

bn:n .

—  Benoit Mandelbrot, né le 20 novembre 1924 & Varsovie (Pologne) et mort le 14 octobre 2010 & Cambridge (Etats-Unis), est un
mathématicien polono-franco-américain. Il est le découvreur des fractales, nouvelle classe d’objets mathématiques, dont fait

partie 'ensemble de Mandelbrot.

Il a également travaillé sur des applications originales de la théorie de l'information, telles que la démonstration de la loi de
Zipf, et sur des modeles statistiques financiers. Jugeant le modéle Black-Scholes trop simpliste — il est fondé sur une distribu-
tion normale aux variations modérées — et tenant son application pour partie responsable de la crise bancaire et financiere
de l'automne 2008, il propose un modele fondé sur les lois stables de Lévy, puis sur une approche fmcmleE]
Comme nous venons de le voir, la loi de Cauchy est justement une loi stable. Il est alors pertinent de l'utiliser en finance.
Comme elle n’a pas de forte décroissance en oo comme la loi normale, la loi de Cauchy permet mieux de gérer les phéno-
menes exceptionnels. Des phénomeénes exceptionnels qui ont néanmoins des conséquences tres importantesﬁ

— Ensecond Carl Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 a Brunswick et mort le 23 février 1855 a Géttingen, est un mathématicien,

astronome et physicien allemand.

— Eten dernier, le mathématicien francais Augustin Louis Cauchy, né a Paris le 21 aotit 1789 et mort a Sceaux le 23 mai 1857.

2. Source wikipédia

3. Voir par exemple le concept des "Cygnes noirs" introduit par I'écrivain et statisticien Nassim Taleb
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