ECG 2 20 janvier

TD

THEME : EXEMPLES DE SIMULATION DE MOUVEMENTS BROWNIENS

L’étude du mouvement brownien découvert par le biologiste anglais Robert Brown en 1828 fut faite par Albert
Einstein (1905) puis développée par Norbert Wiener (1920) et Paul Levy (1948). Les implications de 1’étude de ces
trajectoires furent extrémement fécondes et débouchérent sur de nombreux sujets modernes des mathématiques, de la
physique ou encore en finance. Les 4 parties sont indépendantes.

Partie A - Déplacements dans le plan

Une particule se déplace dans le plan & partir de l'origine O =
(0;0). A chaque étape, la particule se déplace d’une unité dans
une direction choisie au hasard. On suppose les directions mutuel-
lement indépendantes. Mathématiquement, on considére une suite
de variables aléatoires (O )ren mutuellement indépendantes toutes
de loi uniforme sur [0;27]. Si M,, = (X, Y, ) désigne la position
de la particule a I’étape n € N, on a alors

Xo=Yo=0 et
et X, = Zcos(@k)7 Y, = Zsin(@k).
k=1 k=1

On pose aussi D, =vVX.2+Y,2

Ci-dessous, un exemple des premieéres étapes d’une trajectoire.

R

1. Ecrire un programme python qui prend en argument n € N et renvoie une réalisation de la matrice aléatoire

Xo X1 ... Xu

An = Yo Yi ... Ya

Afficher alors quelques trajectoires du pion.



2. En déduire un second programme qui prend en argument n € N et renvoie une réalisation de la matrice aléatoire

B,=[Do Di ... Dy].

3. Soit n € N*. Calculer I'espérance et la variance de X,, et Y.

4. a) Que permet de conjecturer le code suivant ? Prouver la conjecture.

def truc(m): def machin(n):
m=10000
. t=np.zeros(n+1) _
. . . . t=np.zeros(n+1)
=} M=SimuA (n) # renvoie une simulation L
Q for i in range(m):
= de An t+=truc (n)
a R AT return np.round(t/m,3)
t[i1=M[0,i1*M[1,1] P o N
T #np.round renvotie une approximation
a 10°(-4)
21 >>> machin (20)
2| array(r o. , -0.001, -0.003, 0.009, 0.007, 0.013, 0.017, 0.029,
g 0.025, 0.024, 0.049, 0.037, 0.026, -0.012, -0.017, -0.007,
@] -0.029, -0.027, -0.08 , -0.153, -0.16 1])

b) Donner lespérance de D,.2.
o Approzximations
5. a) Ecrire un programme esperanceD qui prend en argument n et renvoie une approximation de la matrice ligne

[E(Do) EDi) E(D:) ... E(D,)]

b) On admet qu’il existe deux réels «, 8 tels que E(D,,) ~ gn®.
A Taide du code python suivant, proposer une valeur
simple pour a.

16

14

.| n=40
5 X=np.arange (n+1) [4:40] 12
2| Y=esperanceD(n) [4:40]
1.0
—FS plt.plot(np.log(X) ,np.log(Y),’x-7)
plt.show () 08

0.6

6. Justifier que pour n grand, les variables X,, et Y,, peuvent étre approximées par des lois normales N/ (0,7n/2).
7. Soient Z, T deux variables aléatoires de lois normales A/(0,n/2) indépendantes. Vérifier que /72 + T? est une variable

aléatoire & densité dont une densité est g, définie sur R par

0 sit<O0
Vi S R, g(t) = 2t 7t2/n .
—e sinon.
n

8. On admet que la loi de D,, peut étre approximer la loi de v/Z2? + T2. Donner la valeur théorique de « et 3. Vérifier &

I'aide de python.



Partie B - Déplacements sur une sphére

Dans la suite, on identifie tout vecteur de R® avec sa matrice de M3 1(R). On munit R® de son produit scalaire

canonique :
Vaz,y eR’,  (z,y) = vy
On note |-|, la norme associée.
La sphére unité de R® est définie par
S = {:E cR? | |z] = 1}_ import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Le pole nord de la sphére est alors le point de coor-
données zp = (0;0;1).

Le code ci-contre permet de représenter la sphére unité # Le pole mord

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d

axes = plt.axes(projection="3d")

et le pole nord. axes.plot ([0],[0],[1],’.7,color="black’,

linewidth=5)
# L’équateur
t = np.linspace(0,2*np.pi,

# Les latitudes
r=np.linspace (0,2*np.pi,20)
for i in range (20):

linewidth=0.5)
plt.axis(’off’)
plt.show ()

50)
axes.plot(np.cos(t),np.sin(t) ,np.zeros (50)
,color=’red’,linewidth=1)

x = np.cos(r[i])*np.cos(t)
y = np.cos(r[i])*np.sin(t)
z= np.sin(r[i]) *np.ones (50)
axes.plot(x, y, z, ’--’,color=’grey’,

9. Les trois fonctions suivantes permettent de construire 3 matrices, lesquelles ? On les notera Ry (6), R2(0) et Rs(6).

10.

11.
12.
13.

14.

def Rotationl (theta): def Rotation2(theta): def Rotation3(theta):
M=np.eye (3) M=np.eye (3) M=np.eye (3)
M[1,1]=np.cos(theta) M[0,0]=np.cos(theta) M[0,0]l=np.cos(theta)
M[2,2]=M[1,1] M[1,1]1=M[0,0] M[2,2]=M[0,0]
M[2,1]=np.sin(theta) M[1,0]=np.sin(theta) M[2,0]=np.sin(theta)
M[1,2]1=-M[2,1] M[0,1]1=-M[1,0] M[0,2]=-M[2,0]
return M return M return M

Vérifier que les trois matrices obtenues sont orthogonales. En déduire que pour tout € R3, |R;(8)z| = |z .

Les matrices R1(0), Ra2(6) et R3(0) correspondent d des matrices de rotation d’angle 6 respectivement dans les plans

(Oyz), (Ozy) et (Ozz).

Soit h € R . Soient les suites de variables aléatoires (0;);en de loi uniforme U([0; A]) et (N;);en de loi uniforme discréte
sur {1;2;3} définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P). On suppose les variables (0;,N;);en mutuellement

indépendantes. On définit alors :
—  La suite de matrice aléatoire (M;);en par : Vi € N, M; = Rn, (0;).

—  La suite aléatoire (X;);en de vecteurs de R3 par
Xo=zp et Vie N, Xi+1 = M;X;.

Justifier que pour tout 7 € N, tout w € Q, X;(w) € S.
Ecrire une fonction python qui prend en argument h € R et renvoie une réalisation de M.

En déduire un programme qui prend en argument n et renvoie une réalisation de X,,.
On pourra choisir h = 0.1.

Compléter le programme précédent pour afficher les n 4+ 1 premieres réalisations de Xo, X1, ..

“trajectoire”.

., X, pour obtenir une

Si %, y, z représentent 3 matrices lignes de méme taille correspondent da des abscisses, des ordonnées et des hauteurs,

alors la commande axes.plot(x, y, z) permet de représenter la trajectoire.
Ci-apreés, quelques exemples :



15.

16.

17.

18.

Si x, y, z représentent 3 matrices lignes de méme taille correspondent a des abscisses, des ordonnées et des hauteurs,
alors la commande axes.plot(x, y, z) permet de représenter la trajectoire.

Soit T, la variable aléatoire égale au rang pour lequel on traverse I’équateur pour la premiére fois. Simuler T et donner
une estimation de son espérance.

T=75 T=115 T=78

Facultatif. Reprendre les questions précédentes out U; suit une loi uniforme sur [—h; h].

Partie C - étude théorique dans le cas gaussien

Une particule se déplace dans un plan muni d’un repére orthonormé. Elle part de 'origine O des coordonnées a
I'instant 0.

Si a linstant ¢t = k, k € N, elle se situe au point de coordonnées (X, Yy), alors a I'instant ¢ = k + 1 elle se trouve
au point de coordonnées (Xg+1, Yit+1) de sorte que Agr1 = Xgy1 — Xk et Bey1 = Yit1 — Yy suivent la loi normale
N(0,1). On suppose les variables A; et B; mutuellement indépendantes.

Soit @, » la fonction de répartition de la loi normale A/ (m, 02) et pm,- une densité de cette loi.

On rappelle que I'(1/2) = /7 et pour tout = € R}, I'(z + 1) = 2I'(z).
a) Quelle est la loi suivie par X,, 7
b) Soit M, le point de coordonnées (X, Yn).
Exprimer, a l'aide de la fonction ®¢,1, la probabilité qu’a 'instant n la particule M,, se trouve dans le carré
C=[-1,1.
c) Que dire de cette probabilité lorsque n — +oo ?

a) Sachant que la commande rd.normal(0,1) simule une loi normale centrée réduite, donner un programme python
qui prend en argument n et renvoie la matrice ligne [0 X: Xg  o-- Xn] .

b) Comment tracer une trajectoire de la particule entre les temps 0 et 1007 Ci-dessous, quelques griboustis trajec-
toires obtenues par le code
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19. Soit D, la distance de M,, a 'origine : D,, = VX2 + Y2.

a) Reconnaitre la loi de X2 /(2n), puis celle de D2. En déduire la loi de D,, et calculer son espérance.

b) Quelle est la probabilité qu’a Uinstant n la particule se trouve dans le disque de centre O et de rayon 17

Partie D : Retour a l'origine, étude théorique et loi de Rademacher

On admet les résultats suivants :

1 +00 (Qk)
—  Pour tout réel z € [0;1], on a : = Z %xk
k=0

Vi-s

—  Produit de Cauchy. Soient (z,)

nen €6 (Yn), oy deux suites réelles positives. On pose, pour tout n € N,

n
Zn = ToYn + T1Yn—1 + T2Yn—2 + - + Tn—1Y1 + TnYo = Zmynﬂ-
=0

Si les séries > xn et > yn sont absolument convergentes alors la série Y z, converge et

+oo +oo +oo
D= (2w ) | 2w
n=0 k=0 k=0

On se donne un espace probabilisé (€2, A, P). Sur cet espace, on considére une suite (X,,) de variables aléatoires

indépendantes et de méme loi que Xi, cette loi étant définie par

neN*

P(Xi=1)=P(Xi=-1) =3.

On pose Sp = 0 et, pour tout entier naturel n non nul, S,, = ZXk =X; +Xo+ -+ X,

k=1
Par exemple, S, pourrait représenter l'abscisse (aléatoire) au temps n d’une particule se déplacant sur un aze et
partie de l’origine au temps 0, qui saute & chaque instant d’une unité d gauche ou d’une unité a droite avec une égale
probabilité.
On pose aussi, pour tout élément w de €2,

_ * _ ) minR, si Ru#9@
Ru ={n e N"|S,(w) =0} et T(w)—{o i R.-o
Ainsi T pourrait étre le temps d’attente (aléatoire) du premier retour d Uorigine de la particule évoquée plus haut.
Pour tout entier naturel n, on note E, I'événement E, = [T > n]U [T = 0].

20. Soit n un entier naturel non nul. On pose A,, = [S,, = 0] et, pour tout entier naturel k tel que 0 < k <n —1,

n

A = (1S = 01N [Sker £ 0] N [Sksz £0) NN [Su £ 0]) = | [Se=0]n | (7] [S: £ 0]
i=k+1



21.

22.

23.

24.

25.

26.

Ainsi, pour tout entier k tel que 0 < k < n, A serait I’événement : "Pour la derniére fois avant l'instant n la particule

est a l'origine da linstant k 7.
Pour tout entier k£ tel que 0 < k < n, justifier I’égalité suivante
PA) =P ([Sk =0) P (En—s).

En déduire Iégalité : 1= P ([Sx =0)) P (Eny).

k=0

Etablir que pour tout réel z de [0, 1], ﬁ = <ZP ([Sn=0]) m") (ZP (En) m") .
n=0 n=0

Pour tout entier naturel n, calculer P ([S,, = 0]).

+oo
1
En déduire que, pour tout réel z de [0, 1], on a E P((E,)z" = 7 * z
—x
n=0

En remarquant que 1’événement [T = 0] est inclus dans E,, pour tout entier naturel n, montrer que l'on a :

Ainsi, presque stirement, la particule citée en exemple, revient a l’origine.

Preuve du premier résultat admis.

On consideére la fonction indéfiniment dérivable ¢ définie, pour tout réel = de [0,1[, par : p(x) = i .
—x

a) Pour tout réel = de [0, 1] et tout entier naturel n, établir 'égalité
(n) — ‘(1 — 2
@ (x) (1-2)

T 4rpl

ot o™ désigne la dérivée n-itme de ¢ (avec, en particulier, ¢(© = ®).

b) Pour tout entier naturel n et tout réel z de [0, 1], justifier I’égalité suivante

@)= (4%)“ " / e

n!
k=0

c) Pour tout entier naturel n, prouver l'inégalité : (25_:12) < 4nt
d) Pour tout couple (¢,x) de réels tel que 0 < ¢ < x < 1, vérifier les inégalités : 0 < 91”—:: <z

e) En déduire que, pour tout réel = de [0,1[, on a lim M(p(""'l)(t) dt = 0.

n—+oo [ n!

1 +00 <2k)
) Pour tout réel z de [0; 1], démontrer I'égalité = et
) Pour tout réel  de [0; 1[, démontrer 1’égalité 1—=z Z a8



ECG 2

Eléments de

solution

Partie A

1. On peut aussi définir les variables (X;)ien, (Yi)ien
par récurrence. Pour tout ¢ € N*

X, = X1+ COS(@Z‘) et Y;=Yi_1+ sin(@i).

Un code possible est alors :

def simuAn(n):
A=np.zeros ([2,n+1])
for i in range(l,n+1):
theta=2%np.pi*rd.random()
A[0,i]=A[0,i-1]+np.cos(theta)
A[1,il=A[1,i-1]+np.sin(theta)
return A

On rappelle que la commande A[i,:] permet de
récupérer la ligne d’indice 7 + 1 de la matrice A. On
en déduit le code pour une trajectoire :

n=30
A=simuAn (n)
X=AT[0,:]
Y=A[1,:]
plt.plot(X,Y)
plt.show ()

Une seconde version pour un meilleur affichage :

n=30
A=simuln (n)
X=A[0,:]
Y=A[1,:]
plt.plot(X,Y,’--’,linewidth=1)
plt.plot(X,Y,’*’,color="red’)
plt.show ()
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2. Par exemple :

def simuDn(n):
A=simuAn (n)
B=np.zeros(n+1)
for i in range(l,n+1):
Blil=np.sqrt (A[O,i]**2+A[1,i]**2)
return B

3. Soit © < U([0;27]). On a par la formule de transfert,

Pexistence de 'espérance de cos(©) et 1'égalité

E(cos(@)) = %/ cos(t)dt = 0.

Ensuite par linéarité de ’espérance, X,, admet une
espérance et

EX,) = zn:E(cos(@i)) =0.

Le calcul est similaire pour Yy, on trouve E(Y,) = 0.
¢ De nouveau, par la formule de transfert, on a ’exis-
tence du moment d’ordre 2 de cos(©) et ’égalité

1 2w
E(cos(@)2) = %/ cos(t) dt
0
1 /2

™ cos(2t) + 1

1
2r J, 2 2

Ensuite, par indépendance des variables (cos(@i))i

(lemme des coalitions), on a
V(Xn) =)V (cos(0)) = 3.
i=1

On trouve aussi V(Y,) = n/2.

4.a) La fonction python truc prend en argument n et

renvoie une simulation de la matrice aléatoire
T=[0 Xi¥1 XoYs ... XnYn].

La fonction machin prend aussi en argument n et
somme m = 10000 réalisation de la matrice ligne
aléatoire T avant de diviser par m chaque coefficient.
La matrice obtenue est alors une matrice ligne dont
le coefficient d’indice ¢ correspond & une moyenne
arithmétique de m réalisations de la variable X;Y;.
D’apres la loi faible des grands nombres, le résultat
obtenu est proche (avec une grande probabilité) de

T=[0 EXiY:) EX:Ys) ... EX.\Y.)].
D’apres les résultats obtenus, on conjecture que

VieN, E(XY:) =0.



¢ Prouvons ce résultat :

EX,Y,) = Z Z E(cos(©;) cos(©;)).
i=1 j=1
Distinguons deux cas :

— Si ¢ # j, alors les variables cos(©;) et cos(0;)
sont indépendantes et

E(cos(0;) cos(©;)) = E(cos(0;))E(cos(0;)) = 0.

—  Sii=j, on applique la formule de transfert,

1 27
E(cos(©;) cos(©;)) = %/ cos(t) sin(t) dt.

Or, on sait que
2 cos(t) sin(t) = sin(t 4 t) = sin(2t).

On en déduit alors que 'espérance est nulle.
Finalement,
E(X,Y,) =0.
Notons que par la formule de Huygens, on aurait
aussi

Cov(X;,Y;) = E(X;Y;) — E(X;)E(Y;) = 0.

4.b) Soit n € N

5.a)

def esperanceD(n):
m=10000
B=np.zeros (n+1)
for i in range(m):
B+=simuDn (n)
return B/m

Et pour 'affichage :

plt.clf ()
B=esperanceD (n)
plt.plot(np.arange(n+1) ,B,’*-’)
plt.show ()

@

5.b) Posons pour tout k € N*

zr =In(k) et yr=In (E(Dk))

Le programme python trace les points (zk,yr) pour
k € [4;40]. On constate que les points se répartissent
(approximativement) sur une droite. Or, si E(Dy) =
Bk* alors

In (E(D)) ~ aln(k) + In(3)
ie Yk = azk + In(B).

On peut donc identifier o avec le coefficient direc-
teur de la droite. Or on constate que ce coefficient
est proche de 1/2. On conjecture donc que

o= —.

2

6. C’est une application du théoréme central limite.

8. Posons S = +/7Z2 + T2.

E(S)

/_ :o tg(t) dt

“+ oo
:E/ 2et*/m gy
n 0

On peut calculer cette intégrale par double
intégrations par parties. Donnons une autre
méthode.

Effectuons le changement affine u = \/gt, du =

JZal
—+o0
E(S) = \/5/ (ﬁuz) /2 qu
n J, 2
Tl 2
= \/j/ w?e ™ /2 du
2 Jo

“+ oo
1 1
= 75/ we ™ du (parité)

+oo
n 1 _u2
= —-\/271'/ u?e ™ /2 du
\/; o Vr

= @E (W?) ot W< N(0,1)

Terminons par une vérification pythonesque :

plt.clf ()

n=40

B=esperanceD (n)
plt.plot(np.arange(n+1) ,B,’*’ ,color="red’)
x=np.linspace(0,n+1,100)

y=np.pi**(1/2) /2*np.sqrt(x)
plt.plot(x,y,’-’)

plt.show ()



C’est bon!

Partie B

1 0 0
Ri(0) = [O cos(0) —sin(@)]
0 sin(d) cos(9)

lcos(@) — sin(0) 0]
R2(0) = |sin(d) cos(d) O
0 0 1
[COS(Q) 0 - sin(@)]
Rs3(0) = 0 1 0 .
sin(#) 0  cos(6)

10. Sachant que cos(0)? + sin(0)? = 1, vérifier que pour
tout indice ¢
Ri(0)R:(6) = L.

Dans ce cas, pour x € R?

IR:(0)z]* = “(R:(6)z) Ri(0)

= tl’I3l‘ = rx
IR:(0)z]* = ).

D’ou le résultat car une norme est toujours positive.

11. Procéder par récurrence a partir du résultat
précédent.

12.

def rotation(h):

p=rd.random()
theta=rd.random () *h
if p<(1/3):

return Rotationl (theta)
if p>(2/3):

return Rotation3 (theta)
return Rotation2(theta)

13.

def simuXn(n):
h=0.1
X=np.array ([[0],[0],[1]11)
for i in range(l,n+1):
X=np.dot(rotation (h) ,X)
return X

14.

def traje
h=0.1
X=np.
X=np.
y=np.
zZ=np.

ctoire(n):

array ([[0],[0],[111)
zeros (n+1)
zeros (n+1)
zeros (n+1)

z[0]=1
for i in range(l,n+1):
X=np.dot(rotation(h) ,X)
x[i]=XT[0,0]
yl[il=X[1,0]
z[i]=X[2,0]
axes.plot(x, y, z)
plt.show ()

15. Pour simuler T :

def simuT():
h=0.1
X=np.array ([[0],[0],[111)
t=0
while X[2,0]>0:
X=np.dot(rotation(h) ,X)
t+=1
return t
e On s’appuie sur la loi faible des grands nombres
pour une approximation :
m=1000
s=0
for i in range(m):
s+=simuT ()
print (s/m)

16. I1 suffit de changer le code du début avec

theta=(2*rd.random () -1) *h

Partie C

17.a) Par télescopage X, = ZAk. Les variables A;,

k=1
i € N étant indépendantes et de méme loi N'(0, 1), on
sait que X, < N(0,n).
Dans la suite, on note @, la fonction de répartition
de X,,.

17.b) M est dans le carré voulu si et seulement si
-1 <X, <1let -1 <Y, < 1. Par indépendance
des variables X,, et Y, (les variables A; sont aussi
indépendantes des variables B;), il vient

PM,eC)=P(-1<X<1P(-1<Y<1)
= (o, /(1) — ®g ym(~1))
= (20, ym(1) — 1)°.

En remarquant que X,/y/n suit une loi normale
centrée réduite et que pour tout réel x

Do1(x) + Poi(—z) =1

On obtient la simplification

‘I)o,ﬁ(l) =



dot  P(M,€C)= (2@0,1 <\/lﬁ> - 1> .

17.c) Par continuité de la fonction ®g 1

P (M, € C) — (20,1 (0) —1)°> =0.

n—o0
18.a) |
import numpy.random as rd
def simu_Xn(n):
X=np.zeros(n+1)
for i in range(1l,n+1):
X[1i]1=X[i-1]+rd.normal(0,1)
return X
18:b) 7000
plt.plot(simu_Xn(n),simu_Xn(n))
plt.show()

19.a) La variable W,, = X2 /(2n) prend ses valeurs dans
R*. On a donc et P (W,, <) = 0si z < 0 et pour
x>0:

P (W, <) =P (|Xu| < V2nz) =20, /7 (V2nz)

On vérifie que la fonction de répartition de W, est
continue sur R et de classe C* sur R*. La variable W,
est a densité et une densité est définie sur R par

2 1 .
——,n(V2nz) = e “six >0
fw, (@) = { Vana " VeV
Osinon.
Ainsi pour z > 0,
1 i1 2

Pl = ™

On reconnait une densité d’une variable aléatoire qui
suit la loi v(1/2). C’est aussi la loi de Y2/(2n).
Comme D2 /(2n) = X2 /(2n)+Y2 /(2n), avec X2 /(2n)
et Y2/(2n) indépendantes, on sait alors que :

D,.%/(2n) — ~v(1/2+1/2) = £(1).
Puis par transformation linéaire des lois exponentielles

2 i)
Dn<—>€(2n .

La variable D,, prend ses valeurs dans R*. Pour z < 0,
P (D, < z) =0 et pour z > 0,

P (D, <z) =P (D) <z%).

On vérifie que la fonction de répartition est continue
sur R et de classe C' sur R*. La variable D,, est a
densité et une densité est définie que R par

xr _z2 | 0
—e 2nsix >
fou(@) = 22fpz (22) = {

Osinon.

Par le théoréme de transfert et sous réserve de conver-

gence (absolue) de lintégrale :

+oo 1 .

E(D,) :E(\/D%) = Vit x oo Pt
n

Il y a bien convergence absolue et le changement de
variable u = - donne :

“+ o0

E(D,) =V2n Vue " du = v2nI'(3/2)
0

Comme I'(3/2) = 1T'(1/2), il vient finalement :

E(D,) = \/?

19.b) Le point M,, est dans le disque unité si et seule-
ment si [Di < 1] est réalisé. Ainsi, la connaissance de

la fonction de répartition de D2 donne :

PD,<1)=P(D3<1)=1-c 2.

Partie D

20. Pour k = n, la relation est directement vérifiée car
P (Eo) = 1.

Soit k € [0;n — 1]. D’apres la définition de la proba-
bilité conditionnelle

P (Ax) =P ([Sk =0]) - Ps, =0 (Ax)
Or on a aussi
Ps,_o) (Ak) = Prs, =) ( ﬂ [S: ;éo1> .
i=k+1

Tout se passe comme si on recommengait au début a
partir du temps k au lieu de 0. Ainsi si on pose

So =Sk —Sk1, S1=Skt1—Sk,...,5 = Skip — Sk

Sp a la méme loi que Si4p et

Prsi=0) (Ax) =P ( IT 5iv# o})

i=k+1

=P (H [Si 7'50]>

=P(T=0U[T>n—k])
=P (Enfk)
D’ou le résultat.

21. Le systéme (Ao, A1,Az...Ay) est un systéme com-
plet d’événements donc

iP(Ak) =1
k=0

D’ou le résultat d’apres la question précédente.

22. Soit = € [0;1[. Posons pour tout k& € N.

T = P(Sk = O) z* et Yk = P(Ek):nk



On a pour tout k € N D’aprés le résultat admis avec 2 € [0;1[. Enfin, par

x| < 2 et | < s la question précédente
Par comparaison & une série géométrique convergente = . Vi—22 Ji-z/1+=z
(la raison appartient & | — 1;1[ ) les séries > zk et ZP (En) " = —— = 2
- 11—z (V1—1x)
n=

> yr sont convergentes (et & termes positifs). D’aprés

le résultat admis, la série Z Zn avec 14z
TV i1-g

2 = Z ThYn—k
o 25. Pour tout n € N
est convergente et la somme vaut [T=0]CE,
+oo +oo “+oo
Z Zn = Z Th - Z Yk Par croissance de la probabilité
n=0 k=0 k=0

Or d’apres la question précédente, on a aussi
n
Zn = ZP (Sk=0)P (BEp_g)a" % 2" = 2"
k=0

et par les séries géométriques
+o0 1
Z Zn = 1—= o0 “+oo
=0 0SP(T=0)) " <) P(By)a"

D’ou le résultat. n=0 n=0

23. Posons Y, le nombre de fois ou la particule va a
droite au bout de n étapes. En particulier n — Y, cor- 1
respond au nombre de fois ou la particule va a gauche. 0<P(T=0)-
On a

1+«
1—=x 1—=x

S =(=1) % (n = Ya) + Y

et 0SP(T=0)</(1+z)(1—x)=+1—2a2

=2Y, —n.
De plus, Y, suit une loi binomiale de parameétre (n, p). Ce résultat étant valable pour tout 2 € [0;1[. On a
Dot par passage a la limite x — 17
n 1
Vk e [0;n], P(Yr=k) = < A )271 P(T=0)=0.
Ainsi 26.a) Procédons par récurrence
PSr,=0=P(2Y,—n=0)
B n ) () B (Qn)! _2n41
_P(Yn—g). Pn): ¢ (@) = (1 —2)”
Si n est impair, c’est impossible et . o
— P(0) est directement vérifiée.
P (S, =0)=0. — Soit n € N. Supposons P(n) vraie.
Si n est pair " N/
. ) " (2) = (o) (@)
P (S, =0)= . 2n)! 2 1 n
( n ) (n/z) on _ (47;,:3' . n2—|— (1 _1-)72 2‘Fl,l
24. En ne gardant que les termes d’indice pair (2n)! (2n+1)(2n + 2) ) _2ntnyt
+oo +o0 T 4nnl 2.2-(n4 1) (1-2)
n 2
ZP (S, =0)z" = ZP (SQP = 0) P _ (2(n+1))! (1- TGRS
n=0 p=0 4"+1 (n —+ 1)'
“+ oo
_ Z (217) . i:cQP P(n + 1) est vérifiée.
—o \P 2p Pour tout n € N, P(n) est vraie.
“+oo (2p) . .
_ Z P (m2)p 26.b) C’est une application de la formule de Taylor avec
et 4r reste intégral

N 1 "L o®0) S ) L
> P (S, =0z - = <p(x)—;“’k!( )2 +/0 %gﬂ U (¢) dt



On obtient le résultat en remplacant.

24.c) On peut procéder par récurrence mais il y a plus
rapide avec la formule du binéme

2n+2
2n+2 2n+ 2 242 n+1
< < = .
(22) < (e ) come

k=0

24.d) Soit (v,t) € R? avec 0 < ¢t < = < 1. Comme
rz—1t>0,1—t>0, on a bien par quotient

r—t
1—t

2 0.

Puis

mim—tﬁx(l—t)—x—ktit(l—x)
1—t 1—t o1t

et de nouveau, par quotient de facteurs positifs

t(l—x . x—t
7(1—t) >0 puis x> e

26.e) D’apres ce qui précede pour = € [0;1] et ¢ € [0; ]

(x =" (ng1)
T (t)

< xn(ln!f " ’¢("+1>(t)‘
< 2" (1—t)" (2(n+ 1))!!(1 —t)*%

n! 4+l (n +1)

z™(1 —=¢t)" 2n + 2 _n
g(”+1)(4n+1)< oo )(1—t) +3/2

(n+Dz"(1-t)" ——
< (n+1)z"

Vit

Par croissance de ’intégrale

@D e n/z 1
==, t)dt| < (n+ 1)z — ¢
/0 Od| s | =

n!
Or, par les croissances comparées, le membre de droite
tend vers 0 lorsque n tend vers 0. Par encadrement,
on a le résultat demandé.

26.f) Il suffit de passer & la limite dans la relation de la
question 26.b).



