CHAPITRE ]. 7

Compléments sur les fonctions de plusieurs
variables

Do not worry too much
about your difficulties in mathematics, I
can assure you that mine are still greater.

ALBERT EINSTEIN

Lobjectif de ce chapitre est d’étendre les résultats sur les fonctions de plusieurs variables du premier semestre. Le
cas des fonctions de classe 62 et le lien avec I’algebre bilinéaire permettra ainsi d’obtenir des conditions suffisantes
a des extrema locaux. La notion de convexité de fin de chapitre complétera I'étude en donnant des conditions suffi-
santes pour avoir des extrema globaux.

On étend aussi I'étude a des fonctions non nécessairement définies sur R” mais sur une partie ouverte de R”.

— Rappels sur les fonctions d’une variable réelle

Dans la suite, I est un intervalle de R.

Avec la continuité

Rappelons la définition de I'image d’'une fonction f: I — R, noté f(I), comme '’ensemble des réels qui admettent
un antécédent par f. Autrement dit,

fO={yeR|Fxel, f) =y} ={fx)|xel}.

THEOREME image d’'un segment

Pour toute application continue f : 1 — R oit1 est un segment de R, l'image f () est aussi un segment. Alors, f admet
un minimum et un maximum et

fh= [mlinfrmlaXf] :

Remarque. On dit alors que f est bornée et atteint ses bornes. Il existe o, p tels que

Vxel, f(@<fx)<f@).



<> Les questions sont indépendantes

1. Soient f et g deux fonctions définies sur R. On suppose f continue et g bornée. Justifier

Exercice 1 que go f et fog sontdeux fonctions bornées.
1/9 2. Soit f:[0;1] — R conti lle que :
VL!’/ . Soit f:[0;1] continue telle que : p.E3
|l & Vxe[01], f(0>0.
Justifier : JeeR:, Vxel[0;1], f(x) >e.
Avec la dérivée
THEOREME condition nécessaire pour un extrema

Soit f: 1—R.

Si | — f admet un extremum local en a,
— f estdérivable en a, et
— a appartient a un intervalle ouvert inclus dans|, alors f'(a) =0.

Remarque. La réciproque est fausse : tout point critique ne donne pas un extremum. La fonction x € R — x> en 0
fournit un contre-exemple.

Avec les dérivées successives

THEOREME formule de Taylor-Young

Soient f € €" (), a1 et neN. Au voisinage du réel a,

n (k)(a
f=>) x-a)f+o((x-ah).
e

Exemples. e n=1
équation de la tangente

fx) = }(a) + fla)(x— a;+ o(x—a).

parabole

e n=2

tangente équation d’une parabole si f" (a) # 0

fx) = fl@+ f'(a)(x—a)+ %(x— a)* + 04((x - @)?).

Allure du graphe d’'une fonction au voisinage d’un point
En reprenant le cas n = 2, au voisinage de a, la courbe représentative de f est « proche » de la courbe d’équation

y=f@+f(@x-a+

(x—a)“.

f// (a) )
2

Lorsque f"”(a) # 0, la courbe est une parabole.
Distinguons suivant le signe de f’(a) et f”(a). En gras, la parabole, en pointillés, la tangente.
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4+ Fgalité de Taylor-Lagrange
. Soient f une fonction de classe €2 sur un intervalle I et a € L. Justifier que pour tout x € I, il
Exercice 2 existe ¢ compris entre a et x tel que

vil

N, 1 p-23

wk ' f(x)=f(a)+f’(a)(x—a)+E(x—a)zf”(c), 23
On pourra introduire la fonction définie sur1 par ¢(t) = f(x) - f(£) = f'(£)(x — ) + (x — D?A/2
pour un réel A choisi afin d’avoir ¢(a) = 0.

Avec la convexité
THEOREME condition suffisante pour un minimum global

Soient f : 1 — R et a appartenant a un intervalle ouvert inclus dans 1.

Si | — f estconvexe.
— f estdérivable en a.
— a est un point critique (' (a) = 0).

Alors, f admet un minimum global en a.

Remarque. On a un énoncé similaire dans le cas d'une fonction concave ot on obtient un maximum global.

n Fonctions définies sur une partie de R”

2.1 Fermés, ouverts et bornés

Dans la suite, on considére le produit scalaire canonique sur R” et on note | - || la norme associée.



DEFINITION boule ouverte

Soient a € R" et r € RY, on définit la boule ouverte de centre a et de rayon r par :
Bla,r)={xeR"||x—all<r}.

C'est I'ensemble des points de R" situés a une distance strictement inférieure a r du point a.

A gauche, une boule ouverte dans R? et a droite dans R3. 1l faut exclure dans les deux cas la « frontiére ».

DEFINITION partie ouverte

Une partie G deR" est dite ouverte si, en chaque point de 0, il existe une boule ouverte centrée en ce point et contenue
dans ©. Autrement dit,
VYae@, 3IreR:, %Ba,r) co.

Exemples.

— [R™ est une partie ouverte puisqu’une boule ouverte en un point quelconque de R” est toujours contenue dans R”.
— Toute boule ouverte est un ouvert.

— R" privé d'un ensemble fini de points est ouvert.

— SoientIy,Is,...,1,, nintervalles ouverts de R. La partie I, x I, x ... x I, est une partie ouverte de R” (on parle de pavé
ouvert).

Remarques.
— Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
— Une intersection finie d'ouverts reste un ouvert. Par contre, comme le montre I'exemple de

(] Ba,1/n)={a},

neN*

cela devient faux pour une intersection infinie.

DEFINITION partie fermée

Une partieF deR" est dite fermée de R" si son complémentaireF est un ouvert deR".

Remarques.

— Il existe des parties ni ouvertes, ni fermées. Par exemple, RY x R*.

— Lensemble vide est une partie ouverte puisque I'on ne peut pas trouver une seule boule ouverte centrée en un
point de @ et, par suite, non contenue dans &. Par passage au complémentaire, R” est aussi une partie fermée (et
ouverte).

— Enreprenant la remarque précédente, et par passage au complémentaire, une union finie de parties fermées reste
une partie fermée et une intersection quelconque de parties fermées est une partie fermée.

4



51 (2;6] x [1;4]
Exemple. On montre que sily, I, ..., [, sont des in- 4+
tervalles fermés de R. La partie I} x I x ... x I, est une 3|
partie fermée de R”. 21
On parle de pavé fermé. 1l
1] 123456

PROPOSITION conditions suffisantes pour une partie ouverte/fermée

Soient ¢ : R™ — R, une fonction continue surR" et r e R.
— Lapartie {x e R" | @(x) < r} est un ouvert deR".
— Lapartie{x € R" | ¢(x) < r} est un fermé deR".
— La partie {x e R" | ¢(x) = r} est un fermé deR".

Résultat admis.

Exemples.
e Pour a € R" et r € R*, on définit la partie de R" :

Ba,r) = {xeR"x—al <r}.

Nous avons vu que la norme x € R” — | x| est une application continue sur R”. Ainsi ¢ : x € R"” — ||x — a|| est continue
sur R”. Comme %(a,r) = {xeR" 9 <1}, %(a,r) est une partie fermée de R”. On parle de boule fermée centrée
en aetderayonr.
e De méme, la sphere

Fla,r)={xeR" |@x)=r}={xeR"|Ix—al =r}

est une partie fermée.

DEFINITION partie bornée

Soit A une partie deR"™.
La partie A est dite bornée s'il existe K € R* tel que pour tout x € A, || x| < K.

Remarque. Autrement dit, une partie A de R” est bor-

née si elle est incluse dans une boule de centre I’ori- (\" A )
gine:
JKeR!, Ac2(0,K. U

Exemples
Exercice 3 4 1. Parmi les parties suivantes, préciser les parties ouvertes, fermées, bornées.
™ _ 2 _ _ 2
> Al_{(x,y)e[R |x+2y_5}, Az_{(x,y)elR |x>0,y>0etx+y<1}
— .7
Y Az={xeR"[(u,x) =0}, Ag={xeR"|{u,x)=0} ol ueR"\{0}.

44 2. Justifier que tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de R” est un fermé.
On pourra exprimer le sous-espace comme intersection de parties du type Ay.




2.2 Rappels et compléments sur le cas %!

Les définitions vues au premier semestre s’étendent a une partie ouverte de R". Ainsi, une fonction f: @ — R est
de classe € sur @ si les dérivées partielles sont continues en chaque point de G.
On rappelle que pour tout a € 0, la fonction f admet en a un unique développement limité a I'ordre 1.

C’est-a-dire, il existe € : @ — R telle que, pour h € R" avec a+ he 0,

flat+h) = f@+{V()@,h)+Ihleh) et eh)—o.

n Fonctions de classe ¢*

3.1 Définitions et exemples

DEFINITION dérivées partielles d’ordre 2

Soient un ouvert G deR", une fonction f: 0 — R, a€ @ eti, j € [[1,n]].
On suppose que la dérivée partielle premiered; f est définie sur @. Si la dérivée partielled; (0, f) est définie en a, on dit

que [ admet une dérivée partielle d’ordre 2 d’indice (i, j) en a et on note 6?' i f (@) pourd; (3; f) (a).

Remarque. Sila dérivée partielle a € 0 — 9; (0 if ) est définie sur 0, on dit que f admet, sur O, une dérivée partielle

d’ordre 2 d’ordre (i, j) et on note

5 =01(0,1).

On obtient alors une nouvelle fonction de plusieurs variables 612. i [:0—R.

Exercice 4 <> Calculer 6%2 fet 6%’1 f+ 6%,2 f+ 6%13 f dans les deux cas suivants :
i
‘\"/ L f:(xl,xz,xg,)E[RSHle+x22—2x32—x2+x1 +X1X2 1L f:x€R3\{OR3}-—>llllxll. .24
| &
DEFINITION fonction de classe €

Soient un ouvert G deR" et une fonction f: C — R.
On dit que f est une fonction de classe €* sur©

— La fonction f admet des dérivées partielles d'ordre 2 d’indice (i, j) pour tout (i, j) € [[1, nll2.

Si
— Les dérivées partielles sont des fonctions continues de O dans R.

Exemple. Les fonctions polynomiales sont de classe €2 sur R” car les dérivées partielles d’ordre 2 existent et restent

polynomiales (donc continues sur R").

Remarque. Comme pour le cas €, les combinaisons linéaires, les produits et quotients de fonctions de classe €2
sur un ouvert @ ou encore la composition par une fonction d’une variable de classe €2 restent de classe €2 sur @.



DEFINITION la matrice hessienne

Soit f : © c R" — R admettant des dérivées partielles d’ordre 2 pour tout couple (i, j) € [[1; nll%.
La matrice hessienne de f au point a € @, notée V? f (a) € 4,,(R), est définie par

3, fl@ &,f@ - 0, fla
, , ,fl@ 0,f(@ - 9, fl@
Vifia) = [a"'ff(a)](i,j)e[u,nuZ -

a%z,lf(a) a%,zf(a) e 05, f(a)

Remarque. Le symbole « V » se lit « nabla ».
Exemples.
* Matrice hessienne pour un polynéme a deux variables de degré 2.

Considérons la fonction polynomiale (de classe 6?) définie sur R? par

f(x,y) = ax*+ by* +cxy+dx+ey+f.

On vérifie que 01f(x,y)=2ax+cy+d, 0f(x,y)=2by+cx+e

puis 011f(x,y)=2a, Owfx,y)=c 022f(x,y)=2b, 021f=c.
: . 2 _ 2a [

Il vient: Vef(x,y) = c 2bl°

e Posons g: xeR" — |l x|I2. Si on note x = (x1,x2,-++,Xp),0na

n
g =x12+ 2+ 4,2 = Y xiP
i=1

La fonction g est polynomiale donc de classe €2 sur R” et pour tous i, j € [[1; n]]
6? 8(x0)=2
0;8(x)=2x; puis
o ,80)=0  sii#].

Ainsi V2g(x) = 21,,.

3.2 Le théoréme de Schwarz

THEOREME de Schwarz
Soit f définie sur un ouvert G deR".

Si f estde classe €% suro,

alors pour tout couple (i, j) € [[1, nl|? et pour tout point a€ @, on a ajif(a) = algyjf(a).

Résultat admis.

Remarque. D’apres le théoréeme de Schwarz, la matrice hessienne d’une fonction de classe €2 est symétrique réelle.
En particulier, la matrice est diagonalisable dans une base orthonormée (théoréeme spectral).



4 Soit f la fonction définie par d’'apres EDHEC 2020

Exercice 5 s
C Y (x,7,2) €RS, fx,y,2) = xe Y’ +7°+1)
o«

uf 1. Montrer que f est de classe €2 sur RS, p-E1

|
< 2. Déterminer le seul point critique a de f.

3. Former la hessienne de f au point a et vérifier qu’elle est diagonale.

3.3 Forme quadratique et développement limité d’ordre 2

Préliminaires
¢ Formes quadratiques
Rappelons que la forme quadratique associée & une matrice symétrique A € .4, (R) est 'application définie sur R” par

q(h) = '"HAH

ol H est la matrice des coordonnées de & dans la base canonique de R".

e Signe d’'une forme quadratique
Nous avons vu aussi que le signe de la forme quadratique est précisé par le signe des valeurs propres de la matrice
associée. Plus précisément

i) Vuek, qgu) =0 <= Sp(A)cR*;
ii) YuekE, qu) <0 < SpA)cR.
On a vu un énoncé plus précis encore connu sous le nom d’encadrement de Rayleigh

YheR", |hl*minSp(A) < g(h) < | hl* maxSp(A).
* Formes quadratiques et matrices hessiennes

Soient @ un ouvert de R”, f : @ — R de classe €.
On peut considérer la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f en a, notée g, : R" — R et définie par

hy
Vh=(h,...,hy) €eR", da(h)="H(V’f(@))H, ouH=| :
hn
n
Cela s’écrit aussi : Gah)= ) Gi,jf(a) hihj=Y & f@h?+2Y a?,jf(a) hihj.
(i,j)€elll,n])? i=1 i<j

¢ Dérivées directionnelles d’ordre 2
Soit h € R" tel que le segment [a; a + k] soit inclus dans @. On pose pour tout ¢ € [0;1],

8an(t) = fla+th).
En reprenant le résultat du premier semestre sur les dérivées directionnelles, g, j, est une fonction de classe €' sur

[0;1] avec pour tout ¢ € [0; 1],

n
g, =(Vfla+th),h)y=3 hidif(a+th) ou h=(hy,..., hy).

i=1
Al'aide de la seconde expression, on vérifie que g, j, est de classe €2 sur [0;1] avec
gg'h(t) = qa+th(h)-
En particulier g, 0) = qq(h).



Preuve. Pour i fixé, posons
Fi:xe0—0;f(x) et G;:tel0;1]—F;(a+th).

Comme f est de classe €2, F est de classe € sur @ et par te théoréme sur les dérivées directionnelles
G(1) = (VF;(a+th),h)

n n
=Y 9jFia+th)-hj= Y ;o3 fla+ th).
Jj=1 Jj=1
Par somme de fonctions dérivables
n
Veelol, g, (0= hiG;®.

i3

n n
g p= Z hi Gl (1) = Z y hihjaiif(m th) = Gay i (R).
= i=1j=1

|
Ensuite, en reprenant le résultat de l’exercice page il prouve I'existence de 0 € [0; 1] tel que
1
fla+h) =f@+(Vf(a),h)+ Eﬂhﬁeh(h)-
Preuve. 1l existe 0 € [0;1] tel que
8an () =84 n(0) + g;,h(O)H 1*g" ().
En remplacant, il vient
1
fla+h) =f@+(Vf(a),h)+ Eq,ﬁeh(h).
|
Développement limité d’ordre 2
THEOREME développement limité d’ordre 2

Soient @ un ouvert deR", f: G — R de classe €>.
Alors pour tout a € @, il existe un voisinage ¥ de Ogn dansR", une fonctione: ¥ — R telle que pour tout he ¥,

1
fla+h)=f@+Vf@,m+qah)+ Ihl?eh) et e(h) —0

oit 4, est la forme quadratique associée a V? f ().

Preuve. Dans un premier temps, on pose
¥V ={heR"|a+heb).

On définit la fonction € par €(Ogr) = 0 et pour h € 7'\ {Ogn}

e(h) = fla+h - f(@)—(Vf(a, h)——qa(h)

IIhII2

Justifions la continuité de € en Og». Pour h € 7'\ {Ogn}, I'énoncé précédent prouve l'existence de 0 € [0;1] tel que

le(h)| = |2|qa+6h(h)"4a(h)L

2|\hl

En revenant a I’expression de la forme quadratique a I'aide des dérivées partielles, on obtient

le()| = hihj (02 ;f(a+0m -3 f(a)

@, Pelll;n]]

1
2|h|2

1

2 2 s e .
S —— ihi|0% . f(a+0h)—0% .f(a)]| inégalité triangulaire
20112 i, jyeqi;m ]( b " ))

1
le(h)| < = ‘6 fla+0h)— f(a)’ car pour tout indice i, |h;| < || All.
24, ])eul nl




Lorsque h — Ogn, le terme de droite tend vers 0 (les dérivées partielles d’ordre 2 sont continues). Ainsi e(h) b 0 et'énoncé est

prouvé.
]

Exemple. Posons f: (x,y) € R? — xy+ xeY. La fonction f est de classe €2 sur R? avec

o1f,y=y+e¥, 02f(x,y) =x+xe¥
011 f(6,))=0, &,fx,y)=05fx,y)=1+e, 0p2f’(x,y)=xe’.

. . . 2 _ 0 1+eY
La matrice hessienne est alors : Vefix,y) = l+e¥  xev
N 2 0 2 5
En particulier Vf<(0,0) = 5 0 et Vh=(h,h)eR, qo,0)(h) =4h; hy.

Le développement limité d’ordre 2 devient

1
F,y) = F0,0+(Vf(0,0,h) + > oo (h) + I hl%e(h)

1
=0+((1,0), (h1, h2) ) + 5 4+ IRlI%e(h) = hy +2hyhy + 1Rl %e(h).

t

fi(x,y) eR?— xy+xe¥

1

Lapproximation (x,y) — x+2xy

n Applications a I'optimisation

4.1 Rappels : extrema locaux/globaux

DEFINITION extrema locaux

Soient f :R" — R etacR".

— Onditque f a un maximum local en a s'il exister > 0 tel que

VxeR”, (le—a||<r = f(a)?f(x)).
— Ondit que f a un minimum local en a s’il existe r > 0 tel que

VxeR", ( lx—al<r = fl@s</f® )

— Onditque f a un extremum local si f a un maximum local ou un minimum local.

Exemple. Reprenons 'exercice précédent :

g—ﬁ(uz—uv+v2)+o(u2+v2)
2

1

2 qo .
Comme u? — uv+v? = (u—3v)" + %vz >0, pour (1, v)(0,0), il s’agit en ce minimum local.

10



4.2 Condition d’existence d’extremum

L'énoncé suivant généralise le théoréeme d’existence du minimum et du maximum pour une fonction continue sur
un segment.

THEOREME sur un fermé borné

Une fonction continue sur une partie fermée bornée admet un maximum global et un minimum global.

Résultat admis.
Remarque. On peut traduire mathématiquement. Soit f : @ < R” — R continue. Il existe a, € R tels que
Vxeo, f()<fx)<fP).

Ci-dessous, un exemple d'une fonction continue de deux variables définies sur un fermé borné.

g{:Z:;

4.3 Condition nécessaire d’ordre 1

L'énoncé du premier semestre s'étend au cas d'un ouvert en reprenant la preuve.

THEOREME condition d’ordre 1

Soient f: @ — R de classe €' surG eta €.

Si | — O estunouvertdeR".
— f aunextremum en a€R".

Alors a est un point critique de f, c’est-a-direV f (a) = 0.

Exercice 6

'
| 75 o 44 Prouver cet énoncé. -4

N

A Attention. Comme pour le cas d’une variable :

— Lénoncé précédent n’est valable que sur un ouvert.

— Laréciproque est fausse. On patrle alors de point col.

11



Exercice 7
( 1. Donner le domaine de définition de f définie par f(x, y) = x29) 4 yIn)
— 2. Vérifier que f est de classe €1 et préciser Les dérivées partielles. P24

: NP

J - 3. Montrer que f a au plus un extremum.

- 4, Est-ce un minimum, un maximum?
4.4 Condition suffisante d’ordre 2
THEOREME condition d’ordre 2

Si a est un point critique de f :

*  Si Sp(V2f(a) <R, alors f admet un minimum local en a.
e SiSp (V2 f (a)) cR*, alors f admet un maximum local en a.

e SiSp (V2 f (@) contient deux réels non nuls de signes distincts, alors f n'admet pas d’extremum en a.

Preuve. « Traitons le premier cas. Reprenons le développement limité d’ordre 2. Pour h € ¥

1
fla+h)= (@) +Vf@,h)+ 2 qalh) + Ihl2e(h).

Or a est un point critique,
1
fla+ )= f@=2qath) +1hlI%eh).

En utilisant '’encadrement de Rayleigh avec a = min Sp (V2 f (a)) >0, il vient
1 o
flat )= f@= Zallhl + et = 18I ( +eh).

Comme €(h) h—;} 0, il existe r € R} tel que B(0,7) ¥ et

VheBO:;r), leh)]< %.

Il
=

Dans ce cas fla+h) - f(a)= 1 =0.

I1'y a un minimum local.
* Le second point se déduit du premier en considérant — f.

* Soient u, v deux vecteurs propres respectivement de A > 0 et pu < 0. On vérifie que
ga) =Nul*>0 et qa() = plvi*<o0.
On peut supposer que u, v € ¥ (quitte a diminuer la norme). On a vu que la fonction d'une variable g, ;, est une fonction de
classe €2 sur [0;1], la formule de Taylor-Young donne alors pour tout £ € [0;1]
2
8a,u(1) = 8a,u(0) + gau' (0 1+ gau” (0)- —+00(D).
D’ol en remplagant (avec a, point critique)
2
fla+tw) - f(@)=qau)- 3+00(t).

N———
>0

Ainsi pour ¢ suffisamment petit f(a+ tu) — f(a) > 0.
De la méme maniere, on montre que pour ¢ suffisamment petit f(a+ tv) — f(a) <0. Il n'y a donc pas d’extremum local en a.

12



Editeur

Remarque. Les réciproques sont fausses. Par exemple, la fonction définie sur R? par f(x, ) = x* + y* admet bien un
minimum au point (0,0), pourtant la matrice hessienne est nulle en (0,0) et le spectre est réduit a {0} qui n’est pas
inclus dans R}.

A Attention. Laseule connaissance de la matrice hessienne au point a ne permet pas de justifier que I'extremum
est global.

lllustration dans R?

Posons pour ¢, f € R, fu,ﬁ (x,y)= ax® + p y2. La matrice Hessienne en point critique (0, 0) est

20 0
o= [ 0.
Trois cas sont bien a distinguer :
Lo,peR], II. a, B de signes opposés, I o, p e R

10 ~LO

Vocabulaire. Le deuxiéme cas correspond a un point col ou encore a un point selle.

Exemples

On considere la fonction [ définie sur 'ouvert R} x R* par:
Yy €RL xR, )=ty -
Xy eRLxRY,  flry AR

Justifions que la fonction f admet un minimum local en (1, 1). Commencons par tracer les courbes de niveaux :

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def f(x,y):
return x/y**2+y**2+1/x

x=np.linspace(0.4,1.6,200)
y=np.linspace(0.5,1.5,200)
X , Y = np.meshgrid(x,y)

Z = £(X,Y)

graphe = plt.contour(X,Y,Z,20)
# Le 20 pour 20 lignes de niveau
plt.show ()

On vérifie que f est de classe €2 sur R* x R*. Les dérivées partielles premieres sont données par

11 2x
01 f(6,))=——— et df(x))=——+2
1f(x, ) R et 02f(x,) 7 +2y
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etles dérivées d’ordre 2 par
2 2 6x
a%,lf(x’y) =3 a%,lf(x’ n= aigf(x,y) = R a%,zf(xry) = v +2.

De plus, on vérifie qu'on a un unique point critique donné par A = (1,1). Enfin, la matrice hessienne de f au point A
est la matrice H définie par

2 =2
H=
5%
On trouve deux valeurs propres strictement positives. On a un minimum local.
Exercice 8 4+ Soit f la fonction définie sur @ =R} x R par: D’apres Oraux HECE
\ 4 V(x,y) €RY xR, f(x,y) =x[(nx)?+2)?).
v \Jf ( ) p.
J 4 1. Démontrer qu’il existe dans & un unique point-col pour f.
- 2. Lafonction f admet-elle sur @ un maximum global? un minimum global?

e Complétons I'étude de la dimension 2 avec les notations de Monge (hors programme).
Soit f une fonction de classe €2 sur un ouvert @ de R?. Pour (a,b) € R?, on notera H(, ) la matrice hessienne de
I'application au point (a, b).

s
H =
(a,b) t
Exercice 9 44 Supposons que (a, b) € 0 est un point critique de f. Justifier que
. 2 .
e — sirt—s<0,alors f(a, b) est un point col.
VLb : 2 . P-
' — sirt—s->0,alors f(a,b) est un extremum local. Dans ce cas, si r <0, alors f(a, b) est
1; & un maximum local et, si r > 0, alors f(a, b) est un minimum local.
Remarque. Nous verrons au chapitre suivant le cas d'une fonction définie sur un fermé borné.
4.5 Convexité, condition suffisante dans le cas d’extremum global
DEFINITION partie convexe

Une partie C de R" est dite convexe si, pour tout couple (a, b) d’éléments de C, le segment [a, b] est tout entier inclus
dans C. Autrement dit, C est convexe lorsque

Ya beC, VAe[0,1], Aa+(1-A)beC.

Exemple. R” est une partie convexe.

Graphiquement, tout segment dont les extrémités
sont dans C est inclus dans C.

THEOREME convexité, extremum global

Soient © est un ouvert convexe deR", f: G — R et a,un point critique de f.

e Sipourtoutx €0, Sp(V>f(x)) cR*, alors f admet un minimum global en a.

e  Sipourtoutxe@,Sp (V2 f(x) <R, alors f admet un maximum global en a.

14



444 Preuve
Exercice 10 On conserve les mémes notations et hypotheses. Soit ¢ € I\ {0}. A I'aide des résultats prélimi-

- naires sur la fonction g, j, justifier que
- , p-29
J fla+th) = f(a)+(Vf(a), th) +f0 (£ = 1) Gy yp(h) du.

Conclure sur le théoreme.

Exemple. Soit f(x,y,z) = 11x>+3y?> +32z? —10xy +10xz - 6yz+1.
— Lafonction f est de classe %2 sur R3 et on vérifie que la matrice hessienne en (x, y, z) est

11 -5 5
Vf(x,y,2)=2| -5 3 -3
5 -3 3

— Utilisons Python pour obtenir rapidement le spectre :

import numpy as np °
—
2l >>> # ;
To G mrmaw 2 . spscrzpt ezecuted
= = = = Q
(rr11,-5,51,0-5,3,-31,[5,-3,311) S| array(z2., 2., o.1

Editeur

Sp=np.linalg.eigvals (H)

— On vérifie que f admet un point critique donné par A= (0,1,1).
— Concluons : en tout point (x, y,z) € R3, la matrice hessienne a un spectre inclus dans R*. On peut donc en déduire

que f admet en A un minimum global.

4.6 Exemple détaillé sur un ouvert

Modélisation

On souhaite minimiser la surface d'un pavé de vo-
lume 1. Notons x, y, zleslongueurs des cotés. Laire de
la surface a pour expression 2(xy+xz+ yz). Le volume

vaut xyz =1 et z = 1/(xy). Finalement, on cherche a “
minimiser sur @ = IR%IZ, la fonction f définie par

1 1
f(x,y):xy+xz+yz:xy+;+;. )

Précisons que f n'admet pas de maximum global puisque

1
fe,D=x+—-4+1 — +oo.
X X—+00

Les dérivées successives

La fonction f est de classe 62 sur @ en tant que fraction rationnelle qui ne s’annule pas sur @. Pour tout (x, y) € 0
1 1
alf(x,y):y—? et azf(x,y):x—?.

Noter que la symétrie (pour tout (x, ) € R?, f(x, ) = f(y,x)) impose 0, f (x, y) = 32 f (y, X). On a aussi 01,1 f (x,y) = 5.
Par symétrie 022 f (x,y) = % Puis 012 f (x,y) = 1 et par le théoréme de Schwarz 9, f(x, y) = 1. La matrice hessienne

15



est s
2 _ 2/x 1
Vf(x’y)_[ 1 2/
Etude du ou des points critiques

Soit (x,y) €0.

01f(x, =0 — {y—l/xzzo — {y:l/x2

Vf(x,y):((),()) — { agf(x,y)=0 x_I/yZZO x:l/y2:x4

Comme x >0, la seconde ligne impose x = 1. Puis, y = 1. On a un unique point critique (1,1) avec f(1,1) =3.

Etude locale au niveau du point critique

La matrice hessienne au point critique est

2 —
Vif@=14

21 ]
La matrice V2 f(1,1) est symétrique réelle, elle est diagonalisable (dans une base orthonormée). Précisons les deux

valeurs propres A; et A, en remarquant que

=3 et Tr(V2f(1,1))=A1+A2=4, puis, A;=1

V2£(1,1) }

1
D’ou Sp(V?f(1,1)) = {1;3} = R}. Finalement, 3 = f(1,1) est un minimum local.

Etude globale

La fonction f est positive donc minorée. D’apres le théoreme de la borne inférieure, on peut posera = inf , fl, .
xy)e(®Ry)
Posons maintenant la partie de R?

a+1’ a+1’

L' (O(+1)2] X

L '(cx+1)2].

e Soit (x, y) ¢ £ . Plusieurs cas sont possibles :

g 1
Six< 0(H,alors

fx,» 1+1+ >1> +1
XHY)=—F+—+Xy=2—2« .
V== y y=7

— Siy< ﬁ,onademémef(x,y)>a+l.

— Siles deux cas précédents ne sont pas vérifiés, on a

1 1
x=(x+1)%ety> —— ou x=——ety=(a+1)?
( ) Y a ) ( a+1 y=( )

+1
Ainsi flx y)>xy>(a+l)2-L>oc+1
' a+1 '
Dans tous les cas : Vx,y) e ®R)\AZ, flxy)=a+l

e % estunfermé borné et f est continue sur %, il existe donc un minimum atteint en un certain pont a € % :
Y,y eX, [flx,y)=f(a).

Précisons que f(a) < a+ 1 car sinon, on aurait pour tout (x, y) € 0, f(x,y) = a+ 1. En contradiction avec la définition
de %.
¢ Résumons:

16



—  Pourtout (x,y) € £, f(x,y) = f(a).
— Pourtout (x,y) O\ X, f(x,y)>a+1= f(a).

Concluons : f(a) est un minimum global. Résultat que 'on peut vérifier avec Python.

40 ]
35
30
25
20
15
10
5

Astuce par une inégalité de convexité

ATl'aide de la concavité du logarithme, on prouve I'inégalité arithmético-géométrique :
L 1

V(alvaZ)"')dn)e(R+)ny v Hais_zai.
; n

Soit (x,y)€0.Pourn=3,a1=1/x,a=1/yetaz=xy

D’ou flx,y)=3=f(a).

Remarque. Mythe fondation de Carthage.

Sacchi, Andrea, la mort de Didon, 17éme
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N Exercices

Exercice 11. <>

X
1. a) Préciser 'ensemble de définition de f définie par f(x,y) = =
x+y
b) Est-ce un ouvert, un fermé, nil'un ni l'autre?

2. Préciser les lignes de niveau de f.

Exercice 12. 4 Déterminer les minima globaux de f (x1, x2) = % ((xx% + Bx%) —x1 ol a et B sont des réels.

Exercice 13. ¢ &
1. Justifier que I'équation x —In(x) = 2 d’'inconnue x € R} a deux solutions a,  avec a €]0;1[ et f € [2;4].
2. On considere maintenant la fonction f de classe €2 sur I'ouvert @ =]0, +oo[? définie par :

2
2 X
[

V(x,y) €10, +oo[", f(x.y)z;—xy—2x+e3’.

a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.

b) Montrer que la fonction f admet exactement deux points critiques : A = («, In(a)) et B = (B, In(p)).
c) Pour tout A € R, expliciter det (V2 f@A) - )\Iz). En déduire la nature local du point critique A.

d) Méme question pour B.

Exercice 14. ¢4
1. Donner le plus grand ouvert @ telle que I'expression f(x, y) = x¥ — y* Soit bien définie.

2. Justifier que f admet un unique point critique et préciser sa nature (extremum/point selle).

Exercice 15. ¢4 On définit la partie 8 = {(x, Y€ R? | x> + y2 < 8} etla fonction f sur R? par:

VL eR?,  foy=xt+yt-20-p)2%
1. Déterminer les points critiques de f. Préciser la valeur de f en ces points.
2. a) Justifier que pour tout (x,y) e R2, f(x,y) = % (xz + y2)2 "y (x2 + yz) .
b) & En déduire que si (x, y) ¢ 98, alors f(x,y) =0.

c) Justifier que f admet un minimum myg sur %.

3. En déduire que m est un minimum global de f. Préciser sa valeur.

Exercice 16. ¢ 44
Soit f la fonction définie par :
V(x;y)e[Rz, f(x,y):x3+y3—3xy+1.
1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 de f.
2. Déterminer les points critiques de f.

3. Lafonction f a-t-elle des extrema locaux? globaux?

Exercice 17. 4
On considere la fonction F de classe €2 sur 'ouvert ]0, +oo[2 définie par:

2
F(x,y) =x2y+x2—y?—2x.
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. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de F en tout point (x, y) de ]0, +oco [2 .
. Montrer que la fonction F admet un unique point critique du type («, a?) ol aeR.
. Ecrire la matrice hessienne, notée H, de la fonction F au point (o, a%).

. Montrer que la matrice H admet deux valeurs propres distinctes, notées A et Ay, vérifiant AjAp = —60% —2.

G = W

. Lafonction F présente-t-elle des extrema locaux sur ]0, +co [2 ?
> Solution p.[29]

Exercice 18. ¢4 & D’apres ESCP 01
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 . On note I, la matrice identité de .4, (R) et J,, la matrice de
Mn(R) dont tous les éléments valent 1.

1. Déterminer le rang de J; et en déduire ses valeurs propres. La matrice J; est-elle diagonalisable ?

Dans toute la suite, on considére la fonction f;; définie sur R” par :
n n 2
faGxn,eoxn) =Y x;|exp[- Y 7.
i=1 i=1

2. Montrer que f est de classe €2 surR".

3. Montrer que f; possede deux points critiques a et b = —a, avec a dont les coordonnées sont positives.

4. Justifier que la hessienne de f;; en a est Hy(a) = (nly+J5).
e

5. Etablir que f;; posseéde un extremum local en a. Quelle est sa nature? Donner sa valeur. On admet que f;; posséde un extremum

local de nature et de valeur opposées en b.

. 2

6. a) FEtudier la fonction h définie sur RY, par: V>0, h(z) = te™!".

b) Montrer que, pour tout (x,...,x;) de R,

n 2 n
(Z xk) sn) xl
k=1 k=1
¢) Déduire des deux questions précédentes que f; admet en a et b des extremums globaux.
> Solution p.[30]

Compléments

Exercice 19. 44 & Soit f:R” — R de classe €. On note . la sphére unité de R” et 28 la boule unité ouverte :
& ={xeR"||xll =1}, B={xeR"| x| <1}.

On suppose que f est constante sur .. Démontrer I'existence de a € %8 tel que V f (a) = Ogn.
>> Solution p.

Probléme 20. ¢ % Dérivation d’'une intégrale a parametre
On considere les fonctions f, définie sur & = [0, +oo[x [0, +o0o[ et g, définie sur [0; +oo[ par

+oo

f(x,t):e_[2v1+xt et gx)= A fx, ndt.

1. a) Montrer que pour tout o € R}, I'intégrale j(; " to‘e_t2 d? est convergente.
b) En déduire que la fonction g est bien définie sur [0; +ool.
c) & Justifier que g est croissante sur [0, +ool.
2. a) Vérifier que f est de classe €2 sur & et préciser d; f(x, t) et ailf(x, 7).
b) Montrer que pour tout (x, ) € &,
)6%'1]”(15, t)‘ < ?e_tz.
c) & Soit xq € [0; +oo[, montrer que, pour (x, f) € F

_ v t_z—t2 2
|f(x,t) [ (xp,0)—(x xo)alf(xo,t)|s 8e |x—x0l°.
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d) En déduire I'existence d’'une constate C € R telle que pour tout xg € [0; +oo],

sCIx—xolz.

+00
g(x)—g(xo)—(x—xo)fo 01 f (xp, 1) dt
e) Conclure en montrant que g est dérivable sur [0; +oo[ et que g’ est définie par
+00
Vxe[0;+oof, g'x)= f 01 f(x, ndr.
0

f) Retrouver le sens de variation de g.
> Solution p.[30]

Exercice 21. ¢4 & EML Lyon 2007
On considere 'application f : [0; +oco[— R définie par

Flo) = —lnux”) six>0
1 six=0.

1. Vérifier que f est de classe ¢! sur R*.
2. On définit les fonctions F : [0; +oo[— R et G :]0; +oo[2— R par

X
F(x)=f0 f(dr et G(x,y) =F(xy)—F(x)-F(@).

a) Montrer que G est de classe €2 sur ]0; +oo[2, puis exprimer, pour tout (x, y) €]0; +oo[2, les dérivées partielles premieres et
secondes de G en (x, y) en fonction de x, y, f(x), f(3), f(xy), f'x), F' ), f'(xp).

b) Etablir que G admet (1,1) comme unique point critique.
¢) Est-ce que G admet un extremum local?

> Solution p.[3]]

Exercice 22. 44 Maximum de vraisemblance - cas continu avec deux parametres
Soient m € R et v € R} deux parametres inconnues. Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale .4 (m; v). On note fm,vla
densité continue sur R de X.
Soient x1,..., X, des réels fixés. On définit les fonctions L et £ sur 'ouvert R x R} par

n
Y(mv)eRxRY, Lmv)=[] finv(xr) et €(m,v)=In(L(m,v)).
k=1

1. Expliciter f,p, puis £(m, v) pour (m, v) € R x R}.
2. Lafonction £ est de classe €2, préciser les dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

3. En déduire 'unique point critique de €. On pourra introduire les notations
1 ({2
X=—) x; et 0Z=— Z(x,-—@z .
niza n\i=1

4. Conclure en montrant que L admet un maximum local atteint en un unique point (7, D).

5. Proposer des estimateurs pour m et v en partant de (11, D).

> Solution p.

Exercice 23. 44 % Soient n € N\ {0;1} et la fonction f définie sur R" par

2
n n n

Y (x1, %2, %) ER™,  fx1, X200, X0) = Y xk2+(z xk) -y x.
k=1 k=1 k=1

1. Montrer que f est de classe 62 sur R” et préciser les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f sur R”.
2. a) Déterminer le seul point critique a = (ay, ay, ..., ay) de f sur R”.

b) Vérifier que la hessienne de f en ce point s’écrit sous la forme H = 2(I;; +]) o1 ] désigne la matrice de .4, (R) dont tous les
coefficients sont égaux a 1.

¢) Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de J. Que dire sur les valeurs propres de J?

d) En déduire que f(a) est un minimum local de f.
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3. & Est-ce que f(a) est un minimum global?
> Solution p.[32]

Exercice 24. 444 Probléme des moindres carrés
Soient x = (X;)je(1;n), ¥ = (Vi)ie[1;n)- On définit les moyennes empiriques et variance empirique par :

s i i)

On suppose 00y # 0 et on définit aussi la covariance et le coefficient de corrélation empiriques de x et y par :

[z _ _ Cov(x,y)
Cov(x,y):;(Z(xi—x)(yi y) (Z x,yl)—x ¥, plx, )_G—y'
i=1

i=1 x0y
Soit F la fonction définie sur R% par :

n
V(a,b)eR?  F(ab)= Z axi+b-y;)?.

1. Justifier que F est de classe €2 sur R? et préciser les dérivées partielles d’ordre 1 et 2, puis vérifier que la matrice hessienne de F

peut s’exprimer sous la forme :
o2+%? X

X 1|’

2
Y(a b eR®,  V2F(a,b) ==

2. a) Justifier que F admet un unique point critique (@, b) que I'on exprimera en fonction de %, 7, Ui et Cov(x, y).
b) Vérifier que F(d, b) = nof, (1- 02 (x, ¥)-
3. Montrer que F(4, b) correspond 2 un minimum global de F. On pourra s'inspirer de | ’exercice@ p

4. Montrer quel'ona: |p(x,y)| < 1. Que dire de x et y lors du cas d’égalité |p(x, y)| =12
>> Solution p.

Exercice 25. ¢ 44 Existence d’'une valeur propre pour une matrice symétrique et quotient de Rayleight
Soit n € N*, on note (-, ) le produit scalaire canonique sur R”. On identifie dans la suite, vecteurs de R” et matrice de .4, 1 (R). Soit
S une matrice symétrique de .4, (R), on pose

R™\{0,} — R
Rg: (Sx, x)
X —

ll2

1. a) Justifier que la restriction de Rg a . = {x eR"?||x| = 1} admet un minimum et un maximum.

b) & Enremarquant que, pour tous o € R*, x € R” \ {0}, Rg(x) = Rg (ax), montrer que I'application Rg admet un minimum et
un maximum global sur R” \ {0,,}.

2. Onnote (ey,...,ep) la base canonique de R”, et pour tout x € R", D(x) = lx]|% et N(x) = (Sx, x).

a) Vérifier que D et N sont de classe € avec
01D(x) =2(x,e1) et 01N(x)=2(Sx,ey).

b) En déduire que Rg est de classe €1 sur R \ {0~} et que le gradient en x est donné par :

VxeR"\{Ogn},  VRs(x) = Sx—Rg(x) x).

o
|12
¢) Soit xp un point ol le maximum de Rg est atteint. Montrer que xg est vecteur propre de S.

> Solution p.

Exercice 26. ¢4 % Soient l'ouvert 0 = ([Rfr)" et la fonction f définie sur & par

FG1neyxp) = (i Xk)(i L).

k=1 k=1"k

1. Vérifier que f est de classe €2 sur I'ouvert @. Préciser les dérivées partielles d’ordre 1.

2. & Déterminer les points critiques de f et donner la valeur de f en ces points.
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3.

a) Montrer que si a est un point critique de f alors il existe a € RY tel que :
V2 f(@) = a(nl, - )
ol1] la matrice de taille 7 dont tous les coefficients sont égaux a 1.

b) Déterminer les valeurs propres de nl —]J. Peut-on en déduire la nature des points critiques de f?

Lobjectif de la suite est de prouver que f admet un minimum global au point critique en utilisant des inégalités plus ou moins
classiques.

. Premiere méthode : inégalité de Cauchy-Schwarz

Expliciter I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R”. Conclure.

Deuxiéme méthode : inégalité arithmético-géométrique
On démontre que pour une fonction concave f: I — R, ona

n n n
Y (a1, az,+,an) €1, ¥ (A1, A2+, An) € [0;1]", telsque Y A; =1, f(z )‘k“k) =) Aef(ag).
i-1 k=1 k=1

a) A partir de la fonction logarithme, montrer que

+
Vﬂlyaz,"',ﬂneR*y

b) & Conclure sur la nature du point critique.

. Troisieme méthode : inégalité de Tchebychev pour les sommes

a) SoientneN*etdesréelsa; = ay =-+- = ap et by < by <--- < by. En étudiant le signe de lasomme double ¥ (ai - aj) (bi - bj],
i,jel(1;n]]
montrer que

b) & Conclure.
>> Solution p.
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