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ECG 2 4h

DS 8 - Concours blanc B

THEMES : ANALYSE, ALGEBRE ET PROBABILITE

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice I - Fonctions de plusieurs variables

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Dans la suite, on identifie matrice de .#,1 (R) et vecteur de R™. Onnote & = (ey,...,en)
la base canonique de R", orthonormeée pour le produit scalaire (-, -) défini par

n
VX=ienunn Y= Wiietnn) XV =XY=Y xy;.
i=1
Soit ||-||, la norme associée a ce produit scalaire. De plus, on note
B={XeR"|IXl <1}
et on considere 'application F de R” vers R définie par :
VX=(x)ieqn) €R?, FXO= ) xixj.
1<i, j<n
i#]

Par exemple, pour 7 =3, on a F(X) = x] X2 + X1 X3 + X2 X] + X2 X3 + X3X] + X3X2 = 2 (X] X2 + X1 X3 + X2 X3).

Partie I
Optimisation sur B

. Exprimer F(X) a l'aide de $;(X) = ¥ x; etde S»(X) = ¥ x;2.
i=1 i=1

. Montrer que F posseéde un maximum et un minimum sur B que I’on notera respectivement M et m.
. Justifier que m = —-1.

a) Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R".
b) En déduire que la valeur de M en fonction de n.
¢) Déterminer tous les X € R” tels que F(X) = M.

Partie I1
Preuve avec de I'algebre bilinéaire

Pour tout couple de vecteurs (X,Y) de R”, on pose : PXY) = 1 Z (x,-yj +Xj J’iJ .
1<i, j<n
i#]
Par exemple, pour n=3,0ona X, Y) = x1y2 + X1 Y3+ X2y1 + X2¥3 + X3¥1 + X3)2.

. Pour tout X € R” exprimer F(X) a I'aide de .

a) Fcrire lamatrice A= (al-j) € .My (R) définie pour tout (i, j) € [[1, n]]® par aij=¢ (e,-, ej).
On pourra commencer par le cas n = 3.
b) Vérifier que pour tout couple de vecteurs (X,Y) de (R”]Z, ona@(XY) = 'YAX = XAY.

. Justifier 'existence d'une base orthonormée % = (uj, ua,..., u,) constituée de vecteurs propres de la matrice A.
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10.

11.

12.
13.
14.

15.
16.

17.

18.

Soient A et A, respectivement la plus petite et la plus grande valeur de A.
a) Pour X e R”, comparer les trois réels A1‘XX, A\, XX et ’XAX.
b) Expliciter le spectre de A et retrouver alors le résultat établi a la partie I.

Exercice II - Convergence en loi dans le paradoxe des anniversaires

Dans la suite, on admet la formule de Stirling : n! et n"e”"V2nn
—+00

Soit un réel a strictement positif et la fonction f,; : R — R définie, pour tout réel x par

0 six<0
fa(x)= X2

Xe 222  six>0.
a

FEtude d’'une loi
a) Montrer que f; est une densité.
On consideére une variable aléatoire X admettant f,; comme densité.
b) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance, une variance et les calculer.

On consideére une variable aléatoire V suivant la loi uniforme sur I'intervalle 0, 1].
a) Montrer que la variable aléatoire Z = av/=2In(V) suit la méme loi que la variable aléatoire X.
b) Ecrire une fonction python nommeée simulX (), prenant en entrée le parameétre a > 0 et retournant une simulation de la va-
riable aléatoire X.

Définition de T,

Pour tout entier 7 tel que n = 2, on considére une urne U, contenant n boules numérotées de 1 a n. On effectue, dans U, des tirages
d’'une boule avec remise. On suppose que tous les tirages dans U sont équiprobables. On s’arréte dés que I'on obtient une boule
déja obtenue.

On note T}, la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

Ecrire un programme python simulT () qui prend en argument 7 et simule Tj,.

Justifier: P(T;; >n+1)=0.

Déterminer, pour tout entier k tel que k < n: P (T, > k).

Exemple de convergence en loi

On considere la variable aléatoire Y;, = T,,/v/.

On se propose d’étudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Yz) ,>2. Soit y € [0; +oo[. On note kj, I'entier naturel
égal a la partie entiére de yv/n. Onadonc: k, < yvn<1+ky.

Justifier P (Y, > y) = P (T, > kp).

Montrer que

k kn—n
P(Y,>y) e kn (1 - —”) .

n—:"OO n
a) Déterminer le développement limité d’ordre 2de t — —t+ (t—1)In(1 - 1) en 0.
k 2

b) Endéduire: lim |—ky+ (k;— n)ln(l - —n)) = —y—.

n—-+oo n 2
a) Montrer que la suite de variables aléatoires (Y);>2 converge en loi vers une variable aléatoire a densité dont on précisera une

densité.

b) Tester la cohérence du résultat a I’'aide du code et résultat suivant.

n= ...
m=10000
E=np.zeros ([2,m])
for i in range(m):

E[0,i]l= simuYn(n)

E[1,i]l= simulX (1)
plt.hist(E[0,:],40,density=True,color=’black’)
plt . hist(E[1,:],40,density=True,color="grey’, rwidth=0.6)
plt.show ()

Editeur
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19.
20.

Probléme A - Matrices d’Ehrenfest

La premiére partie de ce probleme détermine quelques propriétés des matrices d’Ehrenfest. La seconde partie étudie un modele de
diffusion de particules a travers une membrane poreuse. Dans ce probléme, n est un entier naturel non nul pair (n = 2p avec p € N).
On désigne par Ay, la matrice carrée de .#,+1 (R) définie par :

n 0 e 0 Plus formellement, pour i € [1;n+1]] et j € [1;n+1]], le
1 0 5l - - 0 terme situé sur la ligne i et la colonne j de A, est
1o 2 o 0 noiElsij=i+l
Ap= o = sii=j+1
0 sinon.
g 1 Enfin, on pose B, = n ‘A,
n

Partie I
Lien avec les fonctions hyperboliques

Exemple pour n =2
Calculer B,3. Expliciter Byk pour k entier naturel.
Déterminer les éléments propres (valeurs propres et espaces propres) de la matrice B;. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Cas général
On va généraliser les résultats obtenus pour 7 = 2 en ce qui concerne les éléments propres de By,. Pour x réel, on pose
ch(x) = exp(x) +2exp(—x) et sh(x) = exp(x) —2exp(—x) .

On admet les résultats suivants, concernant les fonctions ch et sh :
—  Pour tout réel x, exp(x) = ch(x) + sh(x) et ch?(x) —sh?(x) = 1.
— Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R et ch’ = sh et sh’ = ch.

Pour p entier naturel avec 0 < p < n et x réel, on pose fp(x) = sh”(x)ch”"P(x) et on désigne par F, le sous-espace vectoriel de
I'espace vectoriel des applications de R dans lui-méme, engendré par la famille 8, = (fo, f1,.., fn)-
Pour p entier relatif, on définit la fonction ey, sur R par ey (x) = exp(px).
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Une base

21. Soit k € [[0; p]l.
a) Enremarquant que pour x réel, exp((n—2k)x) = (Ch2 (x) — sh? (x)) k (ch(x) + sh(x))" 2k, montrer que e, _o) estdans Fy.
b) En déduire que e, est aussi dans Fy,.
22.  a) Justifier que la famille ci-dessous est libre
En=(e—2p,e_2(p-1)---€-2,€0,€2,...,€2(p_1), €2p)-
b) Que peut-on en déduire sur la dimension de Fj, ?
¢) Montrer que la famille 9;, est une base de F,.
23. Montrer que l'application ¢, : f — f’ réalise un endomorphisme de F; et reconnaitre la matrice de ¢, dans la base %;,.
24, Soit A un réel. Quelles sont les fonctions f dérivables sur R vérifiant f' = A f?2
On pourra calculer la dérivée de x — exp(—Ax) f(x)).
25. Al'aide de la question précédente, montrer que le spectre de @, est donné par
Sp(en) ={-2p,-2(p-1),...,-2,0,2,...,2(p - 1),2p}.
26. Lamatrice B, est-elle diagonalisable?
27. Montrer que la matrice ligne
1
n n n
on L ® @ - G4 1
n+1
est'unique matriceligneL={ €; € - €u41 |telleque: Y €;=1 et LA =L.
i=1
Partie I1
Diffusion de particules
Une boite contient n particules; cette boite est séparée en (& C
deux boites notées Cq et Co par une membrane poreuse.
On modélise le passage des particules d'une boite a I'autre ® © © ®
de la facon suivante. A chaque instant entier, on choisit ® @
. L el N @ ®
une des n particules avec équiprobabilité et on la transfere
dans I'autre boite. Les tirages sont supposés indépendants. ® ®
On admet qu'il existe un espace probabilisé & = (Q, <7, P) © o @ ® ®
tel que pour tout k de N, le nombre de particules dans la ®
boite C; al'instant k définit une variable aléatoire X sur &’. © ® @® ®
On note enfin, pour k dans N, L la matrice ligne : ® o ®
®
Lg=[P(Xx=0) P(Xg=1) - P(Xx=n)].
28. Vérifier que Ly, = LgAy. En déduire L en fonction de A, k et Lo.
29. Onsuppose dans cette question que Xg suit une loi binomiale de parametres n et % Préciser Lg. Quelle est la loi suivie par X;. 2 Quelle
est son espérance et sa variance?
e Onrevient au cas général.
30. a) Déterminer une matrice colonne U telle que LU = E(X}.).
On admet qu'un calcul direct donne nA,U = (n—2)U + nV ot V est une matrice colonne de n + 1 lignes ne contenant que des 1.
b) Montrer que pour tout k entier naturel : E(Xgy1) = (”T_z) E(Xg)+1.
c) En déduire I'espérance de X, en fonction de n, k et E (Xp).
31. Quelle est la limite de E (X;) lorsque k tend vers +o00? Ce résultat vous semble-t-il conforme & l'intuition?
32. Soit i € [[0; n]l. Vérifier que E(Xy; 1 | Xg = i) = ((n—2)i + n)/n. Retrouver la formule de la question 30.b).
¢ Simulation avec python
33. On suppose les particules numérotées de 1 a n et on définit, pour tout k € N, la matrice ligne aléatoire M. = (mf) ie[[1;n)] Par

1 silai-éme particule est dans C;
4

Viellnl, mf= o .
—1 silai-éme particule est dans Cp

On suppose aussi qu'a I'étape 0, toutes les particules sont dans la premiéere boite.

Ecrire une fonction python qui prend en argument k et renvoie une simulation de la matrice M.
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Probléme B - Série a parametre, la fonction {

Préliminaires
La constante y d’Euler

| =

n
Pour tout n € N*, on considere le terme général H,, de la série harmonique : Hy=)
k=1

On introduit les suites de terme général, pour tout neN*: u, =Hp—-In(n+1) et vy,=H,-Inn.
34.  a) Justifier que pour tout £ €]0;1],
Inl+5)<t et t+In(1-1<0.

En déduire que (up) nen* €t (Vn) nen* SOnt adjacentes.
b) Montrer qu’il existe un réel y €]0,1[ tel que :
Hy =In(n)+y+0p—+00(1)

Le réel y est appelé constante d’Euler.
35. Justifier que |vy — vl < 1/n. En déduire un programme python qui renvoie une approximation de y a 1075-pres.

Partie I
Régularité de la fonction {

Pour tout 7 € N*, on désigne par f;, La fonction définie sur R* par:
N 1
VxeR , fn (x) = W

36. a) Montrer que pour tout x €]1, +ool, la série de terme général f,(x) est convergente. On désigne alors par { la fonction définie
sur |1, +oo[ par:
+00
Vxell,+oof, {(x)= ) fnlx).
n=1

b) Montrer que la fonction { est décroissante sur ]1, +ool.
37. a) Montrer que:

Vxe[l,+oof, VkeN* ! <fk+ldt<1
, +00|, s ——— < — < —.
(k+1)* k X kX
n+1dt n ndqr
uis que : Vxe[l,+oo[, VneN\{0;1}, — < X) < —.
puis q [1, +ool {0;1} fz . kngk()fltx
b) En déduire que :
1 1
vxell,+ool, 1+——<{x)<1+——.
(x—1)2%-1 x-1

Déterminer alors les limites de { lorsque x tend vers 1 et lorsque x tend vers +oo.
38. Pour tout x € [1, +ool, on désigne par (uy (x)) ,en, la suite définie par:

" 1 n+l1 dt
VneN”, Up(x)=—- f —.
e
+
a) Montrer que pour tout x € [1, +o0l, la série de terme général u;, (x) converge et préciser sa somme U(x) = fo Up(x).
n=1
b) Pour tout n € N*, on désigne par U, la fonction définie sur [1, +oo[ par :

n
Vxe[l,+ool, Unp(x) =Y up(x).
k=1

Montrer que pour tout n € N*, U, est continue en 1, puis que :
1
Vxell,+ool, VneN*,  |[U®)-Uyx)|s—:.
n+1
En déduire alors que :

. 1
iiml(“’“‘m)—Y

ol y est la constante d’Euler.
39. a) Montrer que pour tout x €]1,+oco|, les séries de terme général : In(n) f, (x) et In(n)? f,, (x) sont convergentes.
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b) Montrer, al’aide d'une formule de Taylor que :

1- 2 1
VneN, Vxell,+oof, VheR, h;Tx, |f,,(x+h)—fn(x)+h1nnfn(x)|s%lnznfn(%).

¢) En déduire que:

— — +00
Vxell,+ool, VheR*, h;%, M;M+Zm(n)fn(x)
n=1

1+x)
2

|h| +00 2
<— ) Inmfy
2 n=0

puis que ( est dérivable sur |1, +oo[. Déterminer alors une expression de l.

Partie I1
Estimation avec python

40. e Approximation de {(s) a partir de la définition
a) Ecrire une fonction python ApproxZetal qui prend en arguments N et s € [1; +oo[ et renvoie la matrice ligne

k
[s1 s2 ... sy] ou sp= Y nS.
n=1

e Deuxiéme exemple
1 +00 (_anl

On admet qu’en regroupant les termes, on a {(s) = o r12—:1 s

b) En déduire une seconde fonction ApproxZeta2() qui prend en arguments N et s € [1;+oo[ et renvoie la matrice ligne

1

[tl o ... tN] ou tg =

¢) Sachant que {(2) = 7%/6, quel programme vous semble le plus efficace?

Comparaison des deux programmes

N=20 -
El=np.log(np.abs (ApproxZetal (N,2) -np
.pi**2/6)) -2
~| E2=np.log(np.abs (ApproxZeta2(N,2)-np
§ . pi**2/6)) 5
5| plt.plot(mp.arange(1,N+1),E1l,’*-",
= color=’black’) 41

plt.plot(np.arange (1,N+1) ,E2,’0-",
color=’grey’)
plt.show ()

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Bonus Quel est le prénom du phycisien(ne) autrichien(ne) Ehrenfest dont on a étudié le modele au probléme A?

Tatiana ou Paul

— FIN -
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ECG 2

DS 8 - Concours blanc B

Exercice I

1.0na
n 2 n n
o[ (£
i=1 i=1 j=1
n n
=) ) Xix;
i=1j=1
n
= Z x,'2+ Z xixj
i=1 1<ij<n
$100% = $2(X) +E(X).
D'oit EX) =$1(X)2 - S2(X).

2. La fonction F est polynomiale donc continue sur le fermé
borné B. D’aprés le cours, F admet un minimum et un
maximum sur B.

3. Notons que X € B si et seulement si Sy (X) < 1. Ainsi pour
XeB
FX) =$1(X)?-12-1 ()
En particulier pour Xg = \%(1,—1,0, ..0) € R", on a

S1 Xo) =
XpeB et F(Xp)=-L

On en déduit que F admet un minimum et que ce dernier
vaut —1.

4.a) Pour tous (%;) e .y » (Vi) req,ng €R”

Sy i‘, ‘zleyl

avec égalité si et seulement si (x, y) est liée.

n
leyz
i=1

4.b)c) Avec le choix y; = 1, on obtient

n
1S1001 =) x;| < VnlXIl.
i=1
Ou encore Sl(X)2 < nlIXII2
etsiXeB, $1X2%<n.

o Précisons le cas d’égalité, on a S (X)? = n si et seulement
siil existe A € R tel que

X=A(,...,1).

La condition Sz (X) = 1 pour avoir égalité dans (x) impose
A = +1/+/n. Finalement, pour tout X € B

FX)=$1X?-1<n-1=M

avec égalité si et seulement si
X= ii(l,l,...,l) eR™.
vn
5. Vérifier que F(X) = (X, X).

6.a) Pour n =3,

Qx,y) =x1y2 + X1Y3+ X2y3+ X3)1 +X3)2 + X2 )1

pour tout i € [[1;3]]
¢(eiei)=0 @ler,ex)=@lez,en) =1,

@(e1,e3) =@(e3,e1)=1, @(ez,e3)=@(e3,ex)=1.

D'oupourn=3
0 1 1
1 0 1 |.
1 1 0

Pour n e N\{0;1}, on a pour tous i, j € [1; n]] avec i # j

A=

@ (e e))=0 (P(eirej) =1

etA=]-1, ouJ e 4, (R) ne contient que des 1.

6.b) Soit (X,Y) € R"2

YAX = (Z Yi el)(l In)(z xjej)

i=1
n n
Z Zx]J’I e J-1In)e;j.
i=1j=1
Vérifier ensuite que
t, _J 0 sii=j
eil-lne;= { 1 sinon
C’est-a-dire
tei J-In)e;j =(p(e,~,ej].
D’ou
¢ SRR t
YAX = Z Z Xjyi'ej J-1n) ej
i=1j=1
n n
Z Z x]yl(p(elye]]
Lp(X,Y).
La derniere égalité résulte de la bilinéarité de ¢. Puis par
symétrie de ¢

YAX = (X, Y) = @(Y,X) =

Lycée Saint Louis
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7. C’estune application du théoréme spectral car A est symé-
trique.

8.a) Reprendre I'exercice sur I'encadrement de Rayleigh.
A XX < 'XAX < A, XX
8.b) Vérifier que Sp(J) = {0; n} et Sp(A) = {—1;n—1}. D’olt
Ai=-1 et Ap=n-1.
Pour x€B, XX =1
-1<'XAX=pX,X) =FX) sn-1

avec égalité pour X vecteur propre de —1 ou n—1 (que 'on
choisit de norme 1). On retrouve I'existence du minimum
et maximum de F sur B avec

m=-1, M=n-1.

Exercice Il

Extrait de EML 2012. Voir corrigé en ligne. Ci-dessous, des
commentaires et les solutions des questions python.

10.b) Il n'est pas nécessaire de justifier la convergence par
les criteres d'équivalence ou de négligeabilité. En rédigeant
proprement, le calcul prouve l'existence (la convergence) et
les valeurs de l'espérance et de la variance.

11.b)

import numpy as np
import numpy.linalg as al
import numpy.random as rd
def simulX(a):
u=rd.random ()
return a*np.sqrt(-2*np.log(u))

12.

def simuT(n):
Tableau=np.zeros (n)
A=rd.randint (0,n)

# numéro de la premiére boule
Tableau[A]l=1
N=2
B=rd.randint (O,n)

# numéro de la boule sutvante
while Tableau[Bl==0:
Tableau[B]=1

N+=1
B=rd.randint (0, n)
return N

15. Des maladresses ici, vous étes nombreux a penser que
variables discretes signifient a valeurs entiéres. On a seule-
ment une implication.

17.a) 1l est particulierement maladroit de chercher a appli-
quer Taylor-Young ici. C'est justement les regles de calcul
sur les DLs qui permettent d’éviter le calcul (souvent pé-
nible) des dérivées successives.

18.b) Les résultats sont bien en accord. En effet, plus n est
grand plus I'histogramme obtenu a partir de Y, est proche
de I'histogramme obtenu a partir de X pour a = 1.

E[1,i]l= simulX (1) # donc a=1

Probléeme A
19. Pour n=2
1 0 2 0 0 1 0
Azzi 1 0 1 puis Bx=| 2 0 2
0 2 0 0 1 0
Vérifier que
2 0 2
B,2=|0 4 0
2 0 2
0 4 0
et B,3=| 8 0 8 |=4B,=2%"1B,.
0 4 0

puis By? = ByB,3 = By (4By) = 4B»2 = 22B,2.
B25 =By (22B22] = 22323 = 25_1B2.
On conjecture que pour k =0, ng =13 et pour k € N*

sz _ 2k=1B,  sikest impair
2k=2B,2 i kest pair

Conjecture que I'on prouve ensuite par récurrence.

20.On a vu que Bz3 — 4By = 03. Dit autrement
X3 —4x=x(x-2)(x+2)
est un polyndme annulateur de Bz. On en déduit que
Sp (B2) < {-2;0;2}.

En remarquant que la premiére et derniére colonnes de By
sont égales :

1

B2Xp=03 ou Xp= 0 #031.
-1

Ensuite si on pose les matrices non nulles

1 1
Xo=| 2 Xo=| -2
1 1

on a BpXp =2Xp, BoX_» = —2X_». D’ol1 I'égalité
Sp (B2) = {-2;0;2}.

Comme B est une matrice (3, 3), les espaces propres sont
de dimension 1 et pour toute valeur propre A

E) (B2) = Vect(Xy).

La démonstration proposée ici utilise un polynome
annulateur donné par la question précédente. Une
autre méthode consiste a étudier le rang de By — Al3
en fonction de A € R.
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21.a) Soit x € R.

exp((n—-2k)x) = 15 « (ex)n—Zk

= (ch?(x) - sh?(0))* (ch(x) + sh(x))"~2K.

On développe avec la formule du binéme :
k (k . . .
- (Z (Z) ch?! (x) (- k- shz(k_’)(x))

i=0
n=2k(, _ . .
( y (n ,Zk)chf(x)sh”_Zk_f(x))
j=o\ J
n—2k .. L
Hk,i,jCh2l+](x)5hn_(21+])(x)

X

M=

i=0 j=0

=
S o

—2k
=) > Miijfa-eivp@
0 j=0

i

olt pg; j est un réel qui s’expriment avec des coefficients
binomiaux. On obtient

k n-2k
en—Zk:Z Z Hk,i,jfn—(ZHj)EFn
i=0 j=0 —_—

€eF,

car Fj, est stable par combinaison linéaire.

21.b) Comme ch et sh sont respectivement des fonctions
paire et impaire, on a aussi

Vk e [[0;n]], XER~ fr(-x)eFy
Ainsisi f € Fy, alors x e R— f(—x) € Fj,. D’olt
€k—n X ep_or(=x) €Fp.
22.a) Considérons n + 1 réels r; ordonnés
ro<ry<..<rp.

Justifions que la famille (er;);c(q., est libre. Le résultat
demandé s’en déduisant.
Supposons qu'il existe (Ag, -+, Ap) € R"*1 tel que

n n
Y Aier;=0 < VxeR Y \e'i*=0
i=0 i=0

En divisant par e'7* # 0, c’est équivalent a

n—1
VxeR, Y AjeUnTTidX o, =0
i=0

=(rn=ridx  __, .
X—+00

Par passage a la limite, on trouve A; = 0. Par une récur-
rence, on justifie que chaque coefficient A; est nul. La
famille est libre.

Comme rp—r; >0pouri€[[0;n—1], e

22.b) On en déduit que
dimF, =Cardé, =2p+1=n+1.
Or Fj, est engendré par les n + 1 vecteurs de %8,

dimF,; <Card%, =n+1.

D’ou]’égalité dimF, =n+1.

22.c¢) La famille 98;, est une famille génératrice de F;, avec
autant de vecteurs que la dimension de F;. On sait alors
que c’est une base de Fj;.

23. Par linéarité de la dérivation, ¢ est bien linéaire.

Soitpe([1l,n—1]]
on(fo)=rfp
=pch-sh? 1 ch* P +(n— p)sh” -shch” P!
= psh?~ ! ch™ P~V 4 (n— p)shP*1 ch~ P+
=pfp-1+(n-p)fp+1.

De plus

@n(fo) = fy=nshch™ ' =nfy

@n (fa) =nchsh™ ' = nfy;.
On en déduit que pour tout f € By, en(f) € F;. Comme
By est génératrice et @y linéaire, pour tout f € Fy,
@n(f) € Fi. On a donc bien un endomorphisme.

* Les calculs précédents donnent directement

0 1 0 - - 0
2 ... ...
0 n-1 0 = - 0

MatBn (“pn) = .. . . :Bn.
0 o+ o e 1 0

24.Posons h: xeR— e‘)‘xf(x). La fonction h est dérivable
sur R avec
B0 = - e ™M F) +e M (x)
=e M (AL +f(0) =0
La fonction h est donc constante sur I'intervalle R. Il existe

CeRtel que
VxeR,  h(x)=CeM

Réciproquement les fonctions de ce type sont solutions.

25. Soit k € [[0; pll

Pn (en—zk] = eig_zk =(n-2ke, 2

Comme e;,_,j # 0, on a un vecteur propre pour la valeur
propre (n—2k). Il en va de méme avec eyj_, avec pour
valeur propre 2k — n. Ainsi

{+(n—2k) ke [(0; pl} = Sp (@n).

Lensemble de gauche contient 2p + 1 = n+ 1 éléments et
@n estun endomorphisme de F;;, de dimension n+1,iln'a
donc pas plus de n + 1 valeurs propres distinctes. Linclu-
sion précédente est donc une égalité.

Noter que les vecteurs e, (,_»}) étant associés a des
@ |valeurs propres distinctes, on retrouve le fait qu'ils
forment une famille libre (question 22.a)).
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26. La matrice B, € #;+1(R) a n+ 1 valeurs propres (le
spectre de B, est aussi celui de ¢). On sait alors que By,
est diagonalisable et les espaces propres sont tous de di-
mension 1.

27. Par la formule du bin6me de Newton, on a bien
n
Z ;=
i=0
On a aussi @ (e,) = ney, etsion pose &, = (1/2")ey,
@ (&n) =neéy (%)

Or on a aussi par la formule du binéme

VxeR, €™ =(ch(x)+sh(x)"

n

= Z (Z) sh? (x)ch P (x).

 (n
D’olt en=3 | |fp
p:O p
que l'on reformule par
n
én = Z Epfp
et Matgg, (é5) = ‘L.

Légalité (x) se traduit matriciellement
Matg, (¢n)Matg, (n) = nMatg, (én)
B,‘L=n'L

Or en revenant a la définition de By,

nfA,'L=n'L
puis en transposant

LA, =L.

 Prouvons l'unicité. Soit L' = [8’ ] une matrice ligne véri-
fiant les deux conditions

n
Y li=1 et L'Ap=L".

On a encore B,L' = n'L’. Or on a vu que les espaces
propres de B, sont de dimension 1, L’ et L sont donc coli-
néaires. Il existe o € R tel que L’ = aL. Cest-a-dire

VielLn+1], 0;=af;

n+l1 n+l1 n+1

et a=a) 0;=) alj=) € =1
i=1

i=1 i=1

En conclusion L = L', I'unicité est prouvée.

28. Soit k € N. Comme X (Q2) = [0;n], les événements
[Xr = j] pour j € [0, n] forment un systéme complet d’évé-
nements. D’apres la formule des probabilités totales, on a
pour tout i € [[0; n]]

n
P(Xps1=1)= ) P(Xp=j)Px,=j) Xxs1=1) ()
j=0

Or entre les instants k et k+ 1, il n'y a qu'une particule qui
change de boites. Ainsi

j#EI+1
P[Xk=j] (Xk+1 = i] =0 si ou
i£j+1.
Depluspouri=j+1
n-j
Pix,—j] Xks1=j+1) = .

car une particule de Cy (qui en contient n — j) va vers Cj.
De méme avec une particule de C; vers Cp

. J

Pix=j] Xgs1=7-1)= P

On constate que pour tout indice (i, j) € [[0, n]]
aji1,iv1 = Px= ) (Xis1 = 8-

La formule () devient alors
n
P(Xpy1=1) Z Xk =j)ajiit1
(attention au décalage d’indices). Puis
n
[Lk]i+ Z Ly] j+1 Aj+1,i+1

J=

[LkAn] i+1
D’ou Li+1 =LiAn.
e Par récurrence sur k, on montre que

Ly =LoA, .

On évitera 'emploi du vocabulaire sur les suites
géométriques. Cela n’'est valable que pour les suites
de réels alors que pour les matrices, il faut étre pru-
dent sur I'ordre des produits.

L (1) (n'jl), !

et en reprenant la question 27, on montre que

29. Dans ce cas

1
Lo = 5

VkeN, Li =Lo.
- 1
Ainsi X —B n;E .
On sait alors que
n n
E(Xg)== et V(X —
(Xe) =5 (Xe) = 7

30.a) Prendre

w N = O

€ Mp+1,1[R).
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30.b) Soit ke N

E (Xk+1) =Lg U
= (LkAn)U
=L (AnU)

= ("T_Z)LkU+LkV
B(Xpe1) = ("2 B G 41

En effet, ([X = i) je[1;n) €st un systeme complet d’événe-
ments et une conséquence est

n
1=) PX=1)=LV.
i=0

30.c) La suite (E(Xj)) . une suite arithmético-géométrique :
n-2
VkeN, E(Xp)= (—)E(Xk) f1 L),
n

On pose ¢ € R tel que
n-2
e: —€+1 (LZ)
n

) n
soit {=—

En effectuant L, — L1, on obtient

0= (Xgp1) = ——(0-E (%)),

La suite de terme général £ — E (X;.) est donc géométrique
de raison (n—2)/n et de premier terme £—E (Xg). Ainsi pour
tout keN

0-E(X) = (E—E(Xo)]("T_Z)k.

On conclut

31.0na
n
EX) — -
k—+o0 2
Rapidement, les particules sont, en moyenne, réparties
équitablement entre les deux boites. Ce qui est bien
conforme al'intuition.

32. Notons que
E(Xg11 Xk =0)E(11X=0)=1

Nécessairement, si C; est vide, une particule de C, va vers
C; etal'instant suivant il y a une particule. De méme, si C;
contient toutes les particules, une des particules va en Cp
et

E(Xgq1 1 Xp=n)=n-1.

Pourie[[1;n—-1]

E(Xp41 1Xg =) = (( + DPx, =) (Xpr1 =1 +1)
+({ = DPg =) (Xpp1 =1-1)

n—i i
= (i+D)+—(-1)
n n

=l(ni+n—i2—i+i2—i)
n

. 1 .
E(Xpq1 1Xp=1)= ;((n—2)1+n).

On constate que la derniere formule convient aussi pour
i =0eti=n.Lepremier résultat est établit.

e Pour le second, appliquons la formule de 1'espérance
totale. Notons que les variables étant finies, il n'y a pas
de conditions de convergence. Avec le systeme complet
d’événements ([Xj. = il)je[1;], ON obtient

EXj41) = Z P(Xy = DE (X111 Xg = )
i=0

=

= Z PXy =) ((n—2)i+n)
0

—l)l+ZP(Xk—z)

i=0 i=0

33.

def Ehrenfest(n,k):

M=np.ones (n)

for i in range(k):
# On choistt une particule
indice=rd.randint (0,n)
# et on la déplace
M[indicel=-M[indice]

return M

Remarque. Noter qu'il est alors facile de simuler X. I
suffit de récupérer le nombre de coefficients positifs de M.
Par exemple avec la ligne :

np.sun(Ehrenfest (n,k) >0)

Quelques évolutions de X} pour n = 400, k = 5000. On
note que les valeurs obtenues restent proches de la valeur
moyenne n/2.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Le code associé :
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def Trajectoire(m,k):
M=np.ones (n)
X=np.zeros (k)
X[0]=n
for i in range(k):
# 0On choisit wune particule
indice=rd.randint (0,n)
# et on la déplace
M[indice]=-M[indice]
X[il=np.sum(M>0)
return X
plt.clf ()
for i in range(5):
plt.plot(Trajectoire (400,3000),°-")
plt.show ()

Probléeme B

34.a) Par concavité du logarithme, on rappelle que pour tout
te]—1;+oo[
InQ+p <t

Pour ¢ €]0;1[, on en déduit
Inl-#f<-t puis In(Q-+¢<0.

Soit neN, on a

1
Up+l —Up = m—ln(n+2)+ln(n+1)

= - +——|=0
n+1 ( 1)
De plus,
! 1 1)+1
v —vp=——-In(n+1)+In(n
n+l = Un =T ( ) (n)
1
= ~In(1- )<0.
n+1 n+1
& i n+1
Enfin up—vp=—In( - )njo)o

Les suites sont donc bien adjacentes.

34.b) On sait alors que les suites convergent vers une limite
commune. Notons y cette limite.

Unﬁ:;bY
s’écrit aussi v, = Y+ 0(1). D’out
Hy =In(n) +y+o0(1).

A partir de u1 <y < v1, on prouve bien que y €]0; 11.

35. Pour tout n € N*, on a

1l est toujours utile d’avoir ce schéma en téte lors-
qu’on parle des suites adjacentes :

.
Un
.
@ .,
La limite y MR AR
X TXTTXTRTTX
x x X X >
X
X
u
x n

En retranchant par vy, il vient
Un—-vp<y-vn<0.
) 1.1
puis lvp—upl<vp—up=In(l+—-)<—
non

* Sion prend ng = 10°, Up, €st une approximation de y a
102-pres. On en déduit le code qui calcule Uny

n0=10*x*5

s=0

for k in range(1,n0+1):
s+=1/k

print (s-5%np.log(10))

>>>
0.5772206648931046

36.a) C’est une conséquence directe du cours sur les séries
de Riemann.

36.b) Soit n € N*. La fonction

1
tE[RZ-—»F:exp[—tln(n)]

est décroissante. Ainsi, pour x, y deux réels tels que x< y
1 1
—=—
n*  nY
Par somme, il vient
+o0 1 400 ]
(=3 —=Y —={y.

- nt onY

La fonction ( est décroissante.
37.a) Soient x € [1; +oo[, k € N*. Par décroissance de la fonc-

tion

L1
g:teRy — e
on obtient pour tout ¢ € [k; k+1]
glk)=g)=glk+1).

En intégrant sur [k; k + 1], il vient

k+1 k+1 k+1
f g(k)dt?f g(t)dt;f glk+1)dt.
k k k

N— ————
=g(k) =g(k+1)

Ce qui donne :

1 k+lgqr 1
Sfer1(x) = TrD* ka il = fr(x).
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En sommant entre 2 et 1, I'inégalité de droite donne par la
relation de Chasles

n+l q¢ n k+1 q¢ n
—= — < (x).
fZ & kngk £ kngk

En sommant maintenant entre 1 et n — 1, I'inégalité de
gauche donne

nol ndr
Y fir1 (0 < f =
t
k=1 1

et avec le changement d’indice k — k+1

n
1

n
Y fitn< [
k=2

Ce qui conclut.

37.b) Sachant que fi(x) =1,

n+l qr n ndt
1+ — < x)<1l+ —.
fz * k;fk( ) fl X
Or, on a

ndr o 1 no 1
=f t_xdtz[—tl_x] <—.
1 1-x 1

1 t_x 1-x
On a aussi
fn+lﬂ o 1 leix: 1 '
2 t¥n—oo 1-x (x—1)2%-1

Par passage a la limite dans le premier encadrement (tout
est convergeant), on a les inégalités demandées.

¢ On en déduit par encadrement que
(), o
1

. (=125 L1+
on a par minoration

Et sachant que +00,

{(x) — +oo.
x—1*

38.a)Six=1,ona

up(l)=—-In

’11 (n+l).

n

Pour N € N*, il vient avec les notations du préliminaire

N
Y un(l)=Hp-In(n+1).

n=1
Or on a vu la convergence vers y.
* Soit x €]1; +ool.
Rédaction 1
Notons que le premier encadrement de la question 37.a)

permet de justifier que uy, (x) est positif pour tout n € N*.
On en déduit que la suite de terme général

N
UN&) = ) up(x)
n=1

est croissante. Pour établir la convergence de la série
Y un(x), il suffit d’établir la convergence de la suite des
sommes partielles, ici (Ux(x))y. Et par le théoréme de
convergence monotone, il suffit d’établir que la suite est
majorée. Or, pour tout N € N*, le second encadrement de
la question 37.a) donne

N 1 N+1 dr
Un(x) = —— —<2.
N(x) L fl pr:

On a donc bien convergence.

Rédaction 2
On sait que la série de Riemann Y 1/n" est convergente.
On a vu aussi que pour tout N € N*

N n+l dr N+1 dr 1
R Rt

n=1

n+l dt
La série )_ e est donc aussi convergente. Par diffé-
n
rence, la série ) u;, (x) est aussi convergente.

38.b) On a

+00
U -Upx)= Y uglx).

k=n+1
Or, on sait d’apres le premier encadrement de la question
37.a) que

0< uk(x) < k_x_ m

Par télescopage, il vient

1

0<UW-Up() € ———< ——.
(0 =Un® < Cre s i

* Les séries étant toutes convergentes

+o0 too rn+l dr
U =Y —- Zf =
n=1" n=1Jn !

+oo dt 1
=C(x)—f1 t—x=C(x)——

x-1

Or on montre que
1 k+1 dr
ur(x) — ——f —
ok t
——

Il faut étre prudent dans les interversions limite/in-
tégrale

lim
x—1"Jk

k+1 dt , pk+1 dt
—= im —.
tx fk x—1*t t*
I convient donc de bien justifier que cette interver-
sion est vraie ici.

Pour cela, on écrit

k+1 dt k+1 dt k+1 t* —¢
—— —= —-dt.
j];: t j];? tx ﬁc [x+1
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Puis

k+1
sf (t*-nde
k

<k +D* -k — 0.

x—1*

k+1 dt k+1 dt
[

Ensuite, en tant que somme finie
n
lim Up(x) = lim Y uy(x)
x—1* x—1* k=1

n
= Z llni1+ uk(x)

k=1*"

no1
=Y ——In(k+1D+In(k)
=1k

A n fixé, 'encadrement

1
[U(x) - Un(x)l < m

permet d’obtenir

| im U(x)— lim Upx)|< ——
x—1t x—1*

n+1
C’est-a-dire
1 no1 1
li -—) = ——In(n+1)|<s —.
|xinll+ [C(x) X — 1) kZ::1 k n(n+ 1)l n+1

On passe maintenant a la limite lorsque n — +oo pour ob-
tenir

1
lim {(x)— ——-y=0.
x—~1+C() x—1 ¥
Ce qui conclut.

39.a) Soit x €]1;+ool[. On pose ax = (1+x)/2 > 1. Al'aide des
croissances comparées, on montre que

1 1
_ 2 —
In(n)fn(x)=0 (W) et Inn) frx)=o0 ( nax)'
Or la série de Riemann (a termes positifs) Y 1/n%* est

convergente. Par le critére de négligeabilité, les séries

Yinmfrx) et Y Inm?fr(x)

sont bien convergentes.
39.b) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange.

39.¢) 1l suffit de sommer les inégalités précédentes.
On en déduit I'existence et le calcul de la limite

C(x+h)—{(x) +oo
Thj:)ng’lln(n)f"(x)'

On en déduit que { est dérivable pour tout x €]1; +oo[ avec

+00
() =Y In(n) fn ).

n=1

40.a)

def ApproxZetal(N,s):
M=np.zeros (N)
M[0]=1
for i in range(1,N):
M[il=M[i-11+(i+1) **x(-s)
return M

40.b)

def ApproxZeta2(N,s):

M=np.zeros (N)

M[0]=1

signe=+1

for i in range(1,N):
signe=-signe
M[i]l=M[i-1]+signe*(i+1)**(-s)

return M/(1-2%*(1-s))

40.c) Le second programme est le plus efficace car c’est celui
oul'erreur

I8R2) = snl, 18(2) — tnl
tend le plus rapidement vers 0 (ce qui est équivalent a : le

logarithme de I'erreur tend le plus rapidement vers —oo).
C’est donc le second (en gris).

Ci-dessous, les premieres valeurs de s, (en bleu) et t;, (en
orange).

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Bonus. La réponse est Tatiana et Paul! En effet, c’est en tant
qu’époux qu'’ils ont travaillé sur ce modele. Les voici :

Ils sont choux, non?
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