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Analyse

Suites et séries

L1 « ) Série, constante d’Euler | On pose pour n € N¥,

1) a) Etudier la convergence de la série de terme général a,.; — ay,. >> Aide
b) En déduire la convergence de la suite (a;,),en--
c) Justifier I'existence de y € R tel que

n

1
z % =Inn+y+o(1).
k=1

1 1 1
2) Etudier pour a € R¥, la nature de la série Y a** 237" 1. >> Aide

Ll » ) Série II )| On définit la suite (x,,),ey par la relation de récurrence

VneN, x,;1=1In (ex" - xn) et xo=1

1) Pourquoi cette suite est-elle bien définie et positive? >> Aide
2) a) Vérifier que pour toutn € N,
X, = e¥n — e¥n+1,
b) Justifier quex,, — 0. >> Aide
n—-+oo
+00

3) Démontrer la convergence de la série ), x,, et calculer ), x.
k=0

>»> Source : Vidéo Youtube : michael penn Putnam Exam [ 2016 : B1
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Ll « ) On définit les polyndmes Py, P, P; et P; sur R par
=1 P& =x, BXx)=x(x—-1), BX) =x(x—-—1)(x—2)

et P(x)=x(x—1)(x—2)(x—3).

4

1) Soit P € R,[x]. Justifier 'existence de ay, ::-, @, tels que P = Z a;P. >> Aide
—

On ne cherchera pas a calculer ici ces valeurs. l
+00
- U (D)
2) a) Vérifier que pour tout indice i, o e

n=0

+
. = P(n)
b) Calculer en fonction de ay, :*-, a4, la somme z —
n!

n=0
+oo
n3 —n? .
> Aide

3) Application. Donner la valeur de la somme Z

n=0

n!

[] «+  Etude d’une suite du type u, 1 = f(uy)

1
On consideére la suite définiepar: uy=1 et VneEN, u,, = 3 sin(u,) + 2.

1
1) Comment obtenir a 'aide de Python le graphede f : x € R + Esin(x) + 2 ainsi que
celuide x € R » xsur[0;7/2]?

—

14
12
10
08
06
04

2) Pourtoutn € N, on pose v, = U, 11 — Uy,.
1
a) Prouver que pour tous x,y € R, |f(y) - f(x)| < 5 ly — x|

b) En déduire pour toutn € N, [vn] < %. >> Aide
c) Justifier la convergence de la suite u. Notons ¢ la limite

3) En utilisant la question 2.(a), démontrer que £ est 'unique solution de I'équation f(x) =
x d'inconnue x € R.

4) Onnote R, le reste d’ordre n de la série Z Vg

a) comparer ¥ —u, etR,_4.



1
b) En déduire que |£ — u,| < ST On admet que |u; — up| < 1.

5) Compléter le programme suivant qui prend en argument € et renvoie une approximation
de £ a e-pres.

(1) def approx( )

(2) u= .

(3) erreur=2

(4) while

(5) u= ..
(6) erreur=

O «« | Soient Y, u, et Y v, deux séries absoluments convergentes. Soit w une
suite vérifiant
VneN, u,<<w, v,

Peut-on affirmer que la série ), w,, converge? >> Aide

O «x | Suites contractantes
Soit (a,),, une suite pour laquelle il existe k € ]0; 1] tel que

vneN, |an+2 - an+1| < klan+1 — Anl-

Justifier que la suite (a,,), est convergente. >> Aide

Ll « ) On définit la suite u par

e
vneN, U, = f t2(In(t))" dt
1
1) Justifier que pour toutn € N, >> Aide
Bupsr =3 — (n+ Duy,

2) Ecrire un programme Python qui prend en argument n et renvoie la liste

Un = [ uo u1 u2 e u?’l ] .
3) Etudier la limite de la suite w. > Aide
4) Donner un équivalent de u,, lorsque n - +oco. >> Aide



Limites et continuité

L xxx ) Soient a, b deux réels strictement positifs.
a® + pm\ /™
1) Calculer la limite de (T) lorsque n — +oo. >> Aide

2) Soitx € R%. Calculer la limite de n(x/™ — 1) lorsque n — +o.

al/n + bl/n

En déduire la limite de < >

n
) lorsque n = +oo0.

Ll «x ) Soit P : R — R, une application polynomiale.

1) Justifier que si P est de degré impair, alors P est surjective. >> Aide

2) Préciser la réciproque. >> Aide

[T % | Suite implicite
1) Soitn € N*. Justifier qu'il existe une unique solution positive a I'équation
x+x2 4+ x" =1

On note, u,, cette unique solution.
2) Préciser u, et u,.
3) Justifier que la suite u est décroissante.
4) En déduire la convergence de la suite u vers 1/2.

5) A-t-onu,” — 07?
n—-+oo

[0 «%x ) Soit f : R = R continue telle que tout réel possede un ou deux anté-
cédents par f. Montrer que f est une bijection de R dans R.



Intégration et dérivation

1 t

e
1 x% ) SoitlafonctionF : x € R} » J- dt.
o t+x

1) Montrer que la fonction F est décroissante sur RY. > Aide
2) Soitx € R, fixé. Montrer que >> Aide

x+1 el

F(x) = e"‘f —du

. u

3) En déduire que pour tout x € R}, I'égalité : >> Aide

, e 1
F(x)+F(x)=m—;.

4) Etudier la limite de F en +oco.

[TZ] »*x | Variante des intégrales de Wallis | Pour tout x € R, on pose

e +e™* X —e™¥

c(x) = — et s(x)= eT

On vérifie que s et c sont dérivables sur R avec pour tout réel x
c'(x)=s(x), s'(x)=c(x) et c(x)?—s(x)?=1

Soit @ = In(1 4+ v2). Pour n € N, on pose
a
W, =J s(t)™ dt.
0

1) a) Vérifier que s(a@) = 1. En déduire que pour tout t € [0; ], s(t) € [0; 1].

b) Etudier les variations de la suite IW.

c) Justifier que la suite W est convergente.
2) Justifier que pour toutn € N, (n + 2)W,, + (n + DW, = V2. >> Aide
3) Prouver que pour toutn € N\ {0; 1},

Cn+3)W, >V2 > 2n+ 3)W,,,.

4) Conclure en donnant la limite de (W},),, et un équivalent. >> Aide



[ «x% ) On pose

I = J:IM In(cos(t))dt et J= J:TM ln(cos (% — x)) dt

1) a) Justifier que I et ] sont bien définies.
b) Montrer que I =J. >> Aide

/4
c) Endéduirelavaleurde A= J- In(1 + tan(t)) dt.
0
2) En manipulant des idées similaires, calculer les intégrales
/2 /sin(t) J”/Z Jcos(t)
0 \/sin(t) + \/cos(t) sin(t) + +/cos(t)

(on justifiera que ces intégrales sont bien définies). >> Aide

[ xxx | Pour toutes fonctions continues f,g : R — R, on définit la fonction
f * gvia
X
Vx ER, f*g(x)=J- fglx—t)de.
0

1) Justifierque f xg = g * f. >> Aide
2) a) Expliciter exp * exp.

. t" sit>0 :
Pour tout n € N, on pose pour tout réel ¢, f,,(t) = 0 sinon puis pour tout
(nm) € N?, Hym = fa * fm-
b) Justifier que pour tout (n,m) € N x N*, H, ,,, = mHn+1,m—1-
min!

c) Montrer que pour toutn,m € N?,ona Hym = mHmm,O-

Explicitez pour tout n,m € N?, Hy, ,, .

+00
3 x| Soit P € R[x]. On suppose P positif. Soit Q(x) = Z PO (x).
k=0
1) Justifier la convergence et I'égalité >> Aide

Q(x) = e"f+oo P(t)e tdt.

2) En déduire que Q est aussi un polynome positif.



1) xxx

Partie I
+00
1) Montrer que, pour tout x réel, G(x) = J cos(tx)e™t dt existe.
0
2) Montrer que G(x) = T2 >> Aide
Partie II
+9 sin(tx)e™t )
1) Montrer que pour toutx € R, F(x) = ————— dt existe.
0
2) Montrer que pour tout (t,x,h) € R3: >> Aide
212
| sin(t(x + h)) — sin(tx) — thcos(tx)| <
3) Montrer que F est dérivable sur Ret:Vx € R, F'(x) = G(x). >> Aide
4) En déduire F.
21 « | Soit f une fonction positive et continue sur R, telle que
+00
f()de = 1.
0
Montrer qu'il existe a € R, tel que f(a) = e >> Aide
[ xx* ) Soit P € R[x]. Justifier que l'intégrale
+00
J cos (P(t)) dt
0
> Aide

est convergente si et seulement si deg P > 2.

LI «+% | Pour tout x et y réels strictement positifs, on pose

1

B(x,y) = fo t*~ (1 —t)Y 1t

1) Prouver la convergence de I'intégrale définissant B(x, y).
2) a) Prouver que Vx € R}, vy € R}, B(x,y) = B(y,x).
b) Montrer que Vx € R}, vy e R}, B(x + 1,y) = %B(x,y +1).
3) Montrer que Vx € RS, vy € R}, B(x,y + 1) = B(x,y) — B(x + 1,y). En déduire que :
x

Bx+1y)= mB(x,y).
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4) Soit n un entier naturel non nul. Soit x un réel strictement positif.

t

a) Etudier le signe sur [0,1] de la fonction g : t = e~t — 1 + t. En déduire que

t n
vt e [0,n], (1 - ;) <e’l

n

2 n
b) Montrer que pour toutt € [0,n], on a (1 — %) et g (1 — £) .

o . n E\™ i1 4, (O 1 ot 4,
¢) Justifier que lim J5 (1 - ;) t*tde = [ t*leTtdt = T(x).
5) Montrer que :

Vx € R, [(x) = lim nn! )
n-+oo x(x + 1) ... (x + n)

Indications

Exercice 1.
1.a) Justifier 'équivalent a,,,, — a, ~ 1/(2n?).
2. Déterminer un équivalent simple du terme général pour le comparer a celui d'une série de Riemann.

Exercice 2.

1. On pourra s’aider de I'inégalité: Vx e R, e*>1+x.

2.Db) La suite converge d’apres le théoréme de limite monotone. Utiliser la relation de la question 2.a)
pour trouver la limite.

Exercice 3.
1. Montrer que (B,,P,,P,,P;,P,) est une base de R,[x].
3. Pour déterminer les valeurs a;, évaluer en les racines des polynomes P,.

Exercice 4.
2.a) C’est une application directe de 'inégalité des accroissements finis.

|Vn|
2.b) Apppliquer la relation précédente pour avoir |v,,,| < Tn Puis, récurrence.
3. Raisonner par I'absurde pour justifier 'unicité.

Exercice 5.

N
Oui. Justifier la convergence de la série en étudiant la limite des sommes partielles Y, w,,.
n=0

Exercice 6.
La suite (a,), est convergente si et seulement si la série ), a,,, — a; est convergente.

Exercice 7.

1. Faire une intégration par parties.

3. Détaillons la preuve :

Etudier les variations de la suite u. En déduire la convergence de la suite u vers une limite finie. Donner

10



la limite.
4. Utiliser la question 1. pour déterminer la limite de nu,,.

Exercice 8.
1. Raisonner par disjonction des cas. Sia > b,

ar + b\ 1+y" un
<T> =a< 2 > avec y < 1.

Ecrire ensuite la puissance sous forme exponentielle. X% = e*"®, X € R}, a € R.

Exercice 9.

1. Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires.

2. Laréciproque est vraie. Prouver que si P est de degré paire, P admet un minimum globale (et donc
non-surjective).

Exercice 11.
Raisonner par I'absurde. Supposer qu'’ il existe y € R avec deux antécédents. Faire un schéma pour en
trouver un troisieme.

Exercice 12.
1. Revenir a la définition. Pour tous x, y € R}, montrer que si x < y, alors F(x) > F(y).
2. Faire un changement de variable.
X e‘l.l.
3.0n pourra d’abord exprimer F en fonctionde G : x € R} » j gdu qui est une primitive.
1
Exercice 13.
2. Faire une intégration par parties en utilisant les relations du début de I'exercice.
4. La relation précédete se réécrit
V2 V2

2n—1>W">2n+3'

Exercice 14.
1.(b) Faire le changement de variable x = & /4 — t.
2. Que dire de K + L? De plus, vérifier que K = L.

Exercice 15.
1. Faire un changement de variable affine.

Exercice 16.
1. On pourra étudier la quantité Q (x) — Q' (x).

Exercice 17.
I. 2. Procéder par intégration par parties.
I1. 2 Penser au formule de Taylor.

I1.3 Soit (x,h) € R?. Majorer B Fx)

o — G(x)| en fonction de h.

Exercice 18.
Poserg: t € R, » f(t) — e"t. Vérifier que g s’annule au moins une fois en raisonnant par 'absurde.

Exercice 19.
Faire une intégration par parties a partir de

1

cos (P(t)) = O P'(t) cos (P(t)).

11



Solutions

Exercice 1.
1) a) A partir du développement limité du logarithme en 0, on a

(1 1 1 1 1
n +E _;_ﬁ+01?-

Ainsi, pour toutn € N\ {0; 1},

o1
ap—Qp_y = (ZE—ln(n+1))
1
n

n—1 1 ~ 1
- i In(n) | = o In(n + 1) + In(n)

1 T 1 1 1
1
- 2on(+2) = 2= (5- gt o(5)) = o)
1
= aAp —Ap_q ﬁ

D’apreés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série de terme général a,, — a,,_,
converge.

b) Sion note S, la somme partielle d’ordre n de cette série, on a par télescopage

n
Sn = Z(ak - ak—l) =an — 4.
k=2

Par conséquent, la suite (a,),ey+ COnverge aussi.

c) Notons y, lalimite de la suite (a,,),ey:- On a donc

n
1
Zﬁ—ln(n+ 1) =y +o(D).
D’ou le résultat sachant que

In(n+1) =In(n) +In (1 + %) =In(n) + o(1).

n
1
2) Soientn € N*etH,, = Z % Justifions I'équivalent a» ~ a7 - g™,
k=1

H
ar aHn—(y+ln(n)) — g™ 5 1

aY - gn(m n-+0o

et " = n(@)In(n) — pin(e)

D’apres le critére d’équivalence des séries a termes positifs, les séries Y. a'» et Y n'"(® ont méme
nature. Or, ¥ n'"® est une série de Riemann convergente si et seulement siln(a) < —1, c’est-a-dire,

a<el,

[La série Z atn converge si et seulement si @ < e‘l.J

12



Exercice 2.

1) Pourtoutx € R*, e* —x > 1. L'expression In (e" - x) a donc bien un sens. Elle est de plus positive.
La suite (x,), est donc bien définie et positive.

2) a) Soitn € N.
x X In (e"ﬂ—xn) x
xn+1=ln(e"—xn) = et =g =e*n — x,.
D’ou, X, = e¥n — e¥n+1,
b) D’aprés la question 1), la suite (x,,),, est positive. Ainsi, pour toutn € N,
en —e*nt1 = x, > 0 Donc e*n > e*ni1,

Enfin, par croissance de la fonction logarithme, x,, > x,,,,. Finalement,

[La suite (x,), est décroissante.]

La suite (x,,), est décroissante et minorée, d’apres le théoréeme de convergence monotone, la
suite est convergente. Notons ¢ sa limite. Passons a la limite dans la relation de la question 2 a),
par continuité de la fonction exponentielle,

VneN, x,=en—e1 donc £=e’—ef=0.

Finalement, x, — 0.
n-+o0

3) Prouvons la convergence et le calcul de la somme en explicitant les sommes partielles. Soit N € N.

N N
Z X, = Z e*n — g¥nt1 = g¥o — e¥N+1 (télescopage).

n=o0 n=0

Or, x, = 1, et par continuité de 'exponentielle (en 0),

Xyga — 0 = e — e0=1
N-+o00 N-+o00

Concluons

Exercice 3.

1) Lafamille (B, ,P,) estlibre car échelonnée en degré.
De plus, elle contient autant d’éléments que la dimension de R,[x] (i.e 5 = 4 + 1). En conclusion,

[(PO, ---,P,) estune base de R, [x].]

13



En particulier, la famille est génératrice. Les coefficients a,, -, a, sont les coordonnées du poly-
noéme P € R,[x] dans la base (P, ---,P,).

+00
. ) z p(n)
2) a) Calculons pour touti € [[0; 4], l

. Fixons N € N :
n
n=0
L P() w1
Z nl nl’
n=0 n=0

On reconnait les sommes partielles d'une série exponentielle :

N 1 400 1
SN Z—e
Z n! No+oo n!
n=0 n=0
Et
N P,(n) N n N n N 1 N-1 1
— _—— _—— — — — —_ e_
Z n! Z n! Z n! Z (n—1)! k=n-1 Z k! No+oo
n=0 n=0 n=1 n=1 k=0
Puis
X\ p,(n) Lan-1) sonm-1)
Z n! - Z n! B z n!
n=0 nﬁo ‘)‘L=2N_2
1 1
= —_— = — —> e.
Z (TL — 2)' k=n-2 Z k! No+oo
n=2 k=0

De méme, on prouve que pour tout indice i,

b) De plus,

LN T
i=0
Par linéarité, on a la convergence de la série avec:
+0c0 4 +co 4
P(n) F(n)
— =) = ) qe=
n! n!
n=0 i=0 n=0 i=0

3) Déterminons les coordonnées du polyndme P(x) = x* — x?2, dans la base (B,,P,,P,,B,,P,). 1l existe
Qy, .0, tels que :

P(x) = aph(x) + a P (x) + a; P (x) + asP;(x) + a, Py (x).

Comme P est de degré 3, on a directement a, = 0. Evaluons en les racines des polynomes.
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x <0,

X < 2,
PO = @k O+ e (0) + ah(0) P(2) = ah(2) + aP () + @R (2)
+azP(0). + a;Py(2).
= P(0) = a. = PQ2)=a,+2a; + 2a,.
x <1,

x < 3,
P(1) = agB (1) + (1) + a, P (1)

+ 0(3P3(1). P(3) = aOP0(3) + alpl(?’) + 6!ZPZ(?))

3 + a3 P(3).
= PO =ata. = P(3) = a, + 3a, + 6a, + 6as.

On obtient un systeme linéaire triangulaire,

0 = a
0 = ayta,
4 = ay+2a, +2a,
18 = a,+3a, +6a, + 6a;
D’ou: £a0=a1=0, a, =2, a3=1.]
D’apreés ce qui précede,
+o0 n3 _ nz 4
o ez %=
n=0 i=0

Exercice 4.

1) Voir le notebook Cahier de Vacances.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

ab = np.linspace(0,7/2,100) # On trace sur l'intervalle [0;7/2]
ord = np.sin(ab)/2+2

plt.plot(ab,ord)

plt.plot(ab,ab)

plt.show()

2) a) On vérifie que pour tout x € R,

If' o] = |1cos(x)| < :
2 =2
Appliquons l'inégalité des accroissements finis, pour tous x,y € R,
1
FO) = @] < 51y —xl.

15



b) Soitn € N. Appliquons la relation précédente a y = u,,, etx = u,.
1
|f(un+1) - f(un)l < Elun+1 - unl

d’ou [Unsz — Unsal < Elun+1 — Uy

1
C’est-a-dire, [Vp44] < 7 [Vn].

Procédons par récurrence sur la propriété :

[Vol
n €N, Pm): |vpl < 5

2
Initialisation. On a bi V%ol P00 .
nitialisation. On a bien |v,| < ETR (0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N, supposons P (n) vraie. D’apres ce qui précéde :

[Vl 1ol/27  |vol
[Vnsal < > < T = omr

La propriété P (n + 1) est vraie.

Conclusion. Pour toutn € N, P(n) est vraie.

c) -Pourtoutn €N,
[Vol
0< vl < o
- |Vo| PSP .
- La série ), ETy est une série géométrique convergente (1/2 €] — 1; 1[).
Par le critére de comparaison, la série Y, |v,| converge.
Dit autrement, la série ), v,, converge absolument donc elle converge. Or,

n
Z Uk = Z(uk+1 — Up) = Upyy — U

n
k=0 k=0

On en déduit la convergence de la suite u.

3) Laréponse s’effectue en deux temps. Premiérement, il faut justifier que £ = f(¥), puis que £ est
I'unique solution.

o L'égalité £ = f(¥).
Ona, Upy, — 4.
n-+oo

De plus, par continuité de la fonction f,

Uy, — £ = fun) — f(O).

n-+oo n-+oo

Or, par définition de la suite u,
VREN, Uy =f(up).

16



Par unicité de la limite, £ =f().

o Unicité.
Soient x,, x, deux réels tels que

fx)=x1 et f(x)=x,.

D’apres l'inégalité des accroissements finis (question 2.(a)).
1
|f(x2) = f(x2)] < 5 1 =X,

1
Six; # x, alors |x; — x,| # 0. En divisant par |x; — x,| la relation précédente, il vient 1 < > Cest

donc absurde et x; = x,. [l y a unicité.

4) a) Soientn,N € Navecn < N.

U1 — Uk = Unt1 — Unp-
n

N

N
k=n k=

Or,uy,,; — ¥.Parpassage alalimite,
N-+oo

+0co

Rn_1=2vk={’—un.

k=n

b) Soitn € N. L'inégalité triangulaire dans le cas de séries convergentes donne

+00 +00 +00 | |
Vo
-l <| D wl < ) ml< Y S
k=n k=n k=n
Or, on admet que |v,| < 1,
1
|€ _unl < F

On retrouve le reste d’une série géométrique de raison 1/2,

a/2" 1
1-1/2 2nv

| —un| <
5) On définit 'erreur par la quantité |u,, — £|. D’apres ce qui précéde, a chaque itération, I'erreur est
au moins divisée par 2. Dés que l'erreur est inférieure a ¢,
|un - fl < S,

u, est une approximation de £ a € pres.
On complete.

def approx(eps)
u=1
erreur=1l # initialisation

17



while erreur>eps:
# Tant que l'erreur commise est supérieure a la précision demandée, on continue
u=np.sin(u)/2+2
erreur=erreur/2
# A chaque étape, l'erreur commise est au moins divisée par 2.
return u

Exercice 5.
Pour toutn € N

0 < [wpl < max ([ugl, [vnl) < lugl + [vnl.
La série ), |u,| + |v,| est convergente. Par le critére de comparaison, ), |w,, | est convergente, Y, w,
est absolument convergente, donc convergente.

Exercice 6.
Par récurence, on montre que

vneN, |per — anl < k™la, —aql.
Comme k €]0,1[, 1a série géométrique ), k™ [a, — a,| est convergente. Par le critére de comparai-

son, la série Y’ a,,,, — a, est absolument convergente, donc convergente. Or la somme partielle de
cette série est

N-1

z A1 — A = A, — A, (somme télescopique) .

k=

La convergence de la série signifie la convergence de la suite des sommes partielles, la suite (a,),,
est donc convergente.

Exercice 7.

1) Procédons par intégrations par parties. Les fonctions utilisées sont de classe C*.

e 3 € e 3 1
Uy = f t2(In(t))™* dt = [g(ln t)"“] - f 5 -+ Do) dt
1 1 1

e (n+1)
3

D’ou le résultat.

2) Onutilise larelation de récurrence de la question précédente avec l'initialisation u, = fle t2dt =
(e*—1)/3.
def suite(n)
u=(np.exp(1l)**3-1)/3
termes=[u]
for i in range(1,n)
u=(np.exp(1l)**3-i*u)/3
termes.append(u)
return termes
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3) Pourtoutt € [1;e],pourn € N,0 < In(t) < 1, puis 0 < t2In()™** < ¢2In(t)™ Enfin, par
croissance de lintégrale.

0 <f t2 In(t)"** dt <f t? In(t)™ dt.
1 1

c’est-a-dire
0 < Upys < Upe
Autrement dit, la suite u est décroissante et minorée, elle converge vers une limite finie (notée
£).0r, onavuque
vneN 3Bu,, =¢e—mn+Du,
3

3 e
& VneN —u =
n+1 n+1

— = U,.
n+1
Par passage a la limite, 0 = 0 — £, puis £ = 0.

4) De nouveau, la relation de récurrence donne

3x0=¢€*— lim (n+ Du,.
n-+oo

. _ ) 3
Puis nu, = o (n+ Du, e
e3
D’ou U, ~ o
Exercice 8.
at +bpm\"
1) ¢ Cas a = b. Immédiat: pourn € N~, (T) = a.Lalimite est a.

e Cas a < b. On factorise b™ qui est le terme dominant : pour n € N*,

am+ b\ 1 G 1 1+E"
(—2 ) = b<—2 ) = bexp (E In (—2 ))

a n
14 (2) L (e
De In <T> o In (E) on déduit : (T) T b.
a™ + bm\"/"
* Cas b < a.Onéchangelesrdlesdeaeth: <—> - a.
- 2 n-+o0o

On peut résumer en disant que la limite est le maximum entre a et b.

1 In(x 1
2) Soitx € R%.Onax"—1=en"® _1 ) caret—1 ~ tet—In(x) — 0.
n-—oo t=0 n n-+o0o
Donc: [n(xl/" -1 — ln(x).}
n-+oo
a1/n+b1/n n al/n+b1/n
P LR S AW
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al/n + bl/n
Onsaitqueln(x) ~ (x —1),et — 1,donc
x-1 n-+oo
al/n +b1/n al/n +b1/n 1 y y
e — ~ — 1= _(al/n 1/n _
ln( 2 )n_mc 2 1—2(a +b 2),

al b L (n(@¥m -1 b/m —1 La In(b
nin( ————) 5, 5 (@ =D +n@" - 1) — =(n(@) +In(b)).

1/n 1/n\"
Dol - <a +b ) — e1/2M0(@+n(®) — \/gp.

2 n-+00

Exercice 9.

1) Soity, € R. Considérons le polyndéme Q = P — y,. Suivant le signe du coefficient dominant de Q,
Qx) — +oo et Q(x) — -
x—>+00 X—>—00

ou Q(x) — —oo et Q(x) — oo
xX—+00 X—>—00

Le polyndme Q est continue sur R (car polynomiale) et le théoréme des valeurs intermédiaires
s’applique. Il existe x, € R tel que Q (x,) = 0. Puis P (x,) = y,. En résumé, tout réel admet au

moins un antécédent par P.
P est surjective.

2) Laréciproque est fausse. Si P est de degré pair, non constant.

P(x) — +o ou P(x) — —oo.
x—+00 x—to0

On montre alors que P admet un minimum (ou un maximum). P ne peut étre surjective.

Exercice 10.
1) Posons pourn € N*,
Vx€ER, fu() =x+x% + -+ x™
La fonction f;, est continue car polynomiale avec f,(0) = O et lir;n f(x) = +oo. Par le théoréeme
X—+00

des valeurs intermédiaires, il existe au moins une solution a I'équation f,,(x) = 1 d’inconnue
x € R*. Comme f;, est strictement croissante sur R*, il y a unicité de la solution.

Notons que u,, < 1 puisque f,, (u,) =n> 1.

2) fitx)=1<x=1doncu, = 1.

£,(x) = 1= x + x* = 1, un calcul de discriminant donne u, = (1 +v5)/2.
3) Pourn € N*,

fo Uns1) = frer (Ung1) = Uny" =1 —up ;" <0
car Uy, < 1. Ainsi
fo Wns1) <0 =fr (uy).
Puis par croissance de f;,
Unit S Up:

La suite u est décroissante.
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4) u est décroissante et minorée par 0, converge vers une limite £ d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires.
Par les sommes géométriques, pourn > 2, u, <u, =1

1—-u,™
Up) = Uy — =1
fn( n) n 1 _ un
> U, —u,"t=1-u, Q)
De plus, 0 < u, < u, puis 0 < u,,"** < u,™**. Par encadrement

u n+1  __, 0
n n-+oo

Puis par passage a la limite dans la relation (e) valable pour toutn > 2.

1

£{—0=1—-+¢ dou £’=§.
Finalement 1
Un n—>_+)oo E

5) Oui.Onavuqueu,” — 0.
n-+oo

Exercice 11.
Solution en cours.

Exercice 12.

t
1) Soientx,y € Rfavec0 < x < y alors pourtoutt € [0,1],ona0 < t+x < t+ydou :Tx > —.
Par croissance de I'intégrale
1 et 1 et
[as [
o t+x o LY

F(x) > F(y).

[La fonction F est décroissante sur ]R%j.}

Ce qui revient a écrire :

2) Lapplication t = u =t + x est de classe C* de [0,1] dans [x, x + 1]. On peut effectuer le chan-
gement de variable affine u = t + x et on obtient

x+1 eu—x x+1 eu
F(x) = du=e™"* —du
u
X X

u

3) Soit G une primitive de la fonction u ~ % Onaalors F(x) = e™™[G(x + 1) — G(x)]. Ainsi F est
dérivable sur R} par différence et sa dérivée F' est définie par :
F'(x)=—e*[Gx+1) —Gx)]+e™[G¢'(x+1)—G'(x)].

e)(+1

gt x[E T
Puis, F'(x) = =F(x) + e [x+1 ~ . Finalement

Fl(0) +F(O) = —— — 2.
x+1 x
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4) Pourtoutx € R}, t ﬁ est décroissante sur [0,1] donc:

1 1

< <
St4x o x

et en multipliant cette inégalité par e, qui est strictement positif, on obtient

0 et et
< < —
St4+x o x
d’ou:
1 et 1 1 .
O\J- t<—f etdt
o t+x x Jo
C’est-a-dire
e—1
0<F(x) < p

Par encadrement, on conclut que :
lim F(x)=0.
xX—+00

Exercice 13.

1) a) Dans un premier temps,

e = eln(1+V2) — 1 4 /2.
11 ~1++2 _
e”  14+vV2 (A+V2)(-1++2)

—a —

e V2 - 1.

buis o(@) = w _

Comme s est croissante sur R, pour t € [0; @]
0<tga = 0=500)<s() <s(a) =1.

D’ou le résultat.

b) Soientt € [0; @] et n € N. En multipliant par s(t)™ > 0, il vient

Par croissance de l'intégrale

a a
0 <f s()™de <f s(t)™dt.
) 0

Puis 0 < Wy, < W,

[La suite W est décroissante.}
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2)

3)

4)

c) D’apres le théoréme de la limite monotone (W est décroissante et minorée par 0), W converge
vers une limite finie.

Soitn € N.
Procédons par intégration par parties. Les fonctions considérées étant de classe C* :

u(t) = c(t) u'(t) = s(t)
v(t) =s@®™?* v'(t) = (n+ De®)s®)™

a
Wiy :f NONOG
0
a

= [c(t)s(t)"“]g‘ - f c®)(n+ De()s(t)™de.

0

Or
a
[c(®)s(@™]5 = c(@)s(@)™** = c(0)s(0)™* = c(a) = V2.
Et
a a
f c(t)?s(t)*dt = f (1+s()?)s(O)™dt.
0 Oa a
= f s@)"de + f s(t)™*2de.
0 0

=Wy + Wao.
1l vient Wpr =V2 = (n+ 1) (W, + W,,,,).
Puis [(n +2)Why + (n+ DWW, = \/E}
Comme la suite W est décroissante,

Wiz < Wy
Puis

n+2D)Wypo + (n+ DW,, < (n + 2)W,, + (n + DW,.
Et VZ<@2n+3)W,.
De méme
M+ 2)Wyyo + (m+ DWWy, < (M + 2)Wyy + (n + W,

D’oll @2n+ 3)W,,, < V2.

Ce qui prouve I'encadrement.

De plus, par décalage d’indice, pourn > 2
(2 —2) +3)Wpny4 <V2 = (2n— W, < V2.

En résumé
2n - DW, < V2 < (2n+ 3)W,.

D’ou
V2 > W, > V2
2n—-17 "7 2n+3
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Par le théoreme d’encadrement

Wnn:wo et W, ~ pee

Exercice 14.

™ ™ V2
1) a) Lapplication cos est continue sur [O'Z]' et:Vt € [O,Z],cos(t) € [7,1] c R,.Vx €
0 T, T 0 s
[ 'Z]' 3 *E€ [ rzl-
T
Par composition, les applications t — In (Cos(t)) etx — In (COS (Z - x)) sont continues

T T
sur [O'Z]’ car In est continue sur R% et cos est continue sur [O'Z]' Ainsi les intégrales I et ]

sont bien définies.

I
b) Avec le changement de variable affine « x = i t» (donc«dx = —dt»):

0
Ix=?_tf —ln(cos(%—x))dx > |I=].

/4

T
c) Remarquons que tan est continue et positive ou nulle sur [O'Z]' il en résulte par composition

T
que l'application t +— In (1 + tan(t)) est continue sur [O'Z]' Puis :

/4 : /4 .
A =f0 In(1+ s:;((?))dt =f0 ln(%)dt.

Or:vVteR, y2 cos(t) + vz sin(t) = cos (E) cos(t) + sin (E) sin(t) = cos (E —t),donc:
2 2 4 4 4
/4 V2 cos (E - t)
— 4

= jn/“ In (v2) dt + fn/“ In (cos (% —t))dt - _fnﬂ In (cos(t)) dt

4 = e I=| X I =
SN ey

T

2) « Les applications sin et cos sont continues et positives ou nulles sur [O,E], etu — +uest
s

continue sur R,, donc les composées t +— ,/sin(t) et t — /cos(t) sont continues sur [O,E].

T
De plus, pour t € [O’E]' puisqu’'une somme de nombres positifs ne peut étre nulle que si les

nombres sont tous nuls, on a:

Jsin(t) +4/cos(t) =0 & sin(t) = 0et cos(t) = 0.
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Or les fonctions sin et cos ne s’annulent jamais en méme temps, doncle nombre /sin(t) +
n’est jamais nul. Finalement, par quotient, les applications

sin(t) + 4/ cos(t) ¢ - sin(t) + +/cos(t)

) T
sont continues sur [O'E]'
. ) T
» Avec le changement de variable affine « x = 7 t»(donc«dx = —dt»),ona:

,sin (g — x) fn/z cos(x)

sin (72£ _ x) + \/cos (Tz_f _ x) JJcos(x) + ,/sm(x

N\:II

Sy

car: V0 € R, sin(Tz—Z - 9) = cos(6) et cos (g - 9) = sin(8). On obtient :

 Parlinéarité de I'intégrale, on a:

7/2 [sin(t) + +/cos(t)
K+L—f ( © f 1dt =
0

sin(t) + cos(t

T
Mais comme K = L, on conclut que :

Exercice 15.

1) Soit x € R. On effectue le changement de variable affine « u = x — t » (donc « du = —dt ») :

froe = fog-0de =, [ fex-wge-d = [ fo-wgwdu

ce qui montre que f * g(x) = g * f(x). Ceci étant valable pour tout x € R, on conclut :

frg=9g*f.
2) a) Soitx € R. On calcule:

X x X
exp * exp(x) = f ete* tdt = f eXdt = exj 1dt = xe*.
0 0 0

Ainsi : [exp *exp : X xex.]

b) Soit (n,m) € N x N*. Soitx € R.
 Pourtoutt € R,ona:

x—t>0 t<x

fn(t)fm(x—t);tm:{ £>0 o {t>0

25
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X

e Il en résulte que six < 0, alors H,, ,,(x) = f 0dt =0.
0
De méme, H,, 41 -1 (x) = 0 quand x < 0, donc on a bien:

Hym (%) = Hyy1m-1(x) quand x < 0.

m
n+1

» Supposons maintenant que x > 0. Alors, par intégration par parties, les applications t +—

n+1

——) ett — (x — t)™ étant de classe C* sur [0,x],ona:

) = fo * fin () f £ (x — )™ dt

n+1

(x — t)m]: - f: —— (~Dm(x - "™ de

n+1

n+1

Le crochetestnulcarn+ 1 > 0etm > 0.1l reste :

m (¥ m
Hom() = 55 | Fron@fnes (= 0t = T Hons )
} m
» Finalement: Hym = mHnJer_l sur R.

Montrons par récurrence que, pour toutm € N, on a

min!

P(m) :Vn €N, Hn,m = (an)'H'”m'o

0ln!
0 +n)!
eHérédité. Soit m > 0. Supposons P (m) vraie. Montrons P(m + 1). Soitn € N. Alors

eInitialisation. Soit m = 0. Pour toutn € N, on a = 1. Donc P(0) vraie.

m+1 m+1 ml(n+ 1)!

Homes )Ty gm0 p 1 % Gm bt D)l i
(m+1)n!

*Conclusion. D’aprés le principe de récurrence

min!

vV (n,m) € N?, Hym = (n+ m)|Hm+n,0-

Calculons Hy 4 0. Pour x < 0, 0n a Hy iy o (x) = 0 (voir 2.(a)). Soitx > 0:

X tn+m+1 n+m+1

X
t"M(x —t)°dt = f ttmde = [

xx
H = =
mtmo(¥) f o n+m+1]o n+m+1

0
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) 0six<g0
vV (n,m) € N?, Hn,m(x) = min! XML i e > ().
(n+m+1)!

Exercice 16.

1) Précisons que si P est un polynéme de degré n, alors, pour k > n, P® est le polynome nul.

Ainsi,
Q)= ) PMOx) = > PO().

Q) — Q') = ) PP - Y PO ()
k=0 k=0

= zn: P (x) — zn: Pl (x)
k=0 k=0 \

somme télescopique
= PO (x) — PV (x) = P(x). J

» Soit x € R. Soit A € R avec A > x. Explicitons

A A
exf P(t)e~tdt = e"f (e —0Q'(®)etat.

X X

Méthode 1.
On peut remarquer que t - (Q(t) — Q’(t))e‘t estla dérivée de t — Q(t)e™". Ainsi,

A
j Q) - @'®)e~t dt = [Q(D)e ] = Qx)e™ — Q(A)e™.

A

Les croissances comparées, e"f P(t)e~tdt = Q(x) — Q(A)e* ™4 P Q(x).

—+00
X

Méthode 2.
On peut faire une intégration par parties (les fonctions sont de classe C1).

A A
f Q'(tH)e tdt = [—Q(t)e—t]ﬁ+f Q(t)e "t dt.

En reprenant le raisonnement précédent,

Q(x) = exf+°o P(t)e tdt.

X
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2)

Remarque

Sil'on souhaite justifier la convergence sans effectuer le calcul. On peut écrire :
t € R » P(t)e™" est continue sur [x, + oo[. On a une intégrale généralisée en +co. De plus,
al'aide des croissances comparées,

1
2 -t -t —
t’P(t)e H—>+°°O = P(t)e et 0<t2>'

Précisons que les intégrandes sont positives. Comme f:w 1/t? dt est une intégrale de Rie-

+00
mann convergente (2 > 1), le critére d’équivalence s’applique et f P(t)e~t dtestconver-
X

N e e e e e e e e e e e e e

gente.

C’est une conséquence directe de la relation précédente et de la positivité de I'intégrale.

Exercice 17.
Partie 1

1) Lapplication t — cos(tx)e™* est continue sur [0, + oo].
Pour t € [0, + o[, 0 < |cos(tx)e™| = |cos(tx)|e™® < e~* et on sait que I'intégrale

+00
J- et dt est convergente, donc, d’apreés le théoréme de comparaison pour les intégrales
0

de fonctions positives :

+00
Lintégrale j cos(tx)e~t dt est absolument convergente, donc convergente.
0

2) Fixons x € R. Soit A € R,. On réalise deux intégrations par parties successives, ce qui est
possible ici car les applications t — cos(tx) et t — e~ sont de classe C? sur [0,4]. Plus
précisément, on dérive a chaque fois la fonction trigonométrique.

A 4 A
f cos(tx)e~tdt = [cos(tx)(—e‘t)] - f (—xsin(tx))(—e ) d¢
0 0 o
=—cos(Ax)e™ +1— xf sin(tx)e~t dt
0 A
=—cos(Ax)e™ +1— x([sin(tx)(—e‘t)]A - f x cos(tx)(—e™®) dt)

A
=—cos(Ax)e™ +1— x( —sin(Ax)e™ + xf cos(tx)e™t dt)

0
A

A
f cos(tx)e~tdt = — cos(Ax)e™ + 1 + x sin(Ax)e ™4 — x2 f cos(tx)e~tdt.
0

0

On en déduit que
a
1+ xz)f cos(tx)e~tdt = — cos(Ax)e™ + 1 + x sin(Ax)e™4.
0
A +00
D’aprés la question 1, f cos(tx)e~tdt — f cos(tx)e~tdt = G(x).
0 A-+o00 o
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Deplus, |cos(Ax)e™®|<e™ — 0 et |xsin(Ax)e | <|x|le™ — 0,
A-+00 A-+o0

donc, avec le théoreme d’encadrement,

cos(Ax)e™ — 0 et xsin(dx)e™ — 0.
A-+o0 A-+o0

Finalement, en passant a la limite, on obtient (1+x2)G (x) = 1, ce qui permet de conclure :

1
VxE€E R, G(X) = m

Partie 2

1)

2)

w
—

) ) sin(tx)e™* ]
Soit x € R. La fonction ¢, : t = — est continue sur R} et ¢,(t) X (car
—0

sin(tx) o tx). La fonction ¢, se prolonge par continuité en 0. L'intégrale est faussement
impropre en 0. Au voisinage de +oo la fonction ¢, n’est pas de signe constant. Pourtant,
pourtoutt > 1,0 < |, (t)] < et
+00 +o0
Or f e~tdt converge. Donc, f |, (t)| dt converge (théorémes de convergence d'inté-
1

0
grales de fonctions positives). Ainsi I'intégrale F (x) est absolument convergente, donc elle
converge. [ F(x) existe pour tout x réel.]

La fonction sin est de classe C2 sur R. Les dérivées successives sont sin’ = cos et sin® =
— sin. Pour tout x réel, on a | sin®®(x)| = | — sin(x)| < 1. D’aprés l'inégalité de Taylor-
Lagrange a'ordre 1, on a pour tous (a,b) € R?,

. ) |b—al?
|51n(b) —sin(a) — (b —a) cos(a)| < —

Soit (t,x,h) € R3. Enprenanth = t(x + h),a =tx,onab —a = th,d’ou:

2hL2

2

|sin(t(x + h)) —sin(tx) — th cos(tx)| <

Soit (x,h) € R x R*. Par linéarité de I'intégrale :

de

F(x+ h) — F(x) _ ** sin(t(x + h)) — sin(tx) — th cos(tx) —
B —— G(x) = JO h e

Notons [ cette intégrale. Par croissance de I'intégrale et avec la question 2 :

|1| < f+°° sin(t(x + h)) — sin(tx) — h cos(tx) e-tdt < J-+°° t2h? et
o th o 2t|h|
I'intégrale du milieu étant convergente, grace a la majoration de la question 2 et par com-
+% ¢t|h|
2

paraison des fonctions positives. Comme f
0

F(x+h)—F(x)
h
Par définition : [ F estdérivablesur Ret:Vx € R, F'(x) = G(x).]

e~tdt = |h| X Cste — 0, on conclut

grace au théoréme d’encadrement que P~ G(x).
-0
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4) Comme G est la dérivée de Arctan et que R est intervalle, on déduit de la question précé-
dente qu'il existe K € R tel que F = Arctan +K. Or K = F(0) = 0, donc

[Vx ER, F(x)= Arctan(x).]

Exercice 18.

Posons g : x € R* » f(x)—e™*. Montrons que g s’annule au moins une fois. Raisonnons par
I'absurde en supposant que g ne s’annule pas. Comme g est continue, cela revient a supposer
que g est de signe constant (c’est le théoreme des valeurs indermédiaires). De plus,

0

+0c0
f e tdt = [—e ]’ = 1.
0

Par linéarité f0+°° g(t) dt existe et

f+oog(t)dt = fmf(t)dt—fme‘fdt: 0.

Comme g est de signe constant positive, g est nulle sur R*. Absurde. Il existe donc a € R*

tel que g(a) = 0, c’est-a-dire

Exercice 19.
Solution en cours.

Exercice 20.
Solution en cours.

4.(b) Linégalité est triviale pour t € [yn, n]. Prouvons le résultat pour t € I = [0,4/n[ en

introduisant la fonction
t t?
f:tHnln(l——)+t—ln 1-—
n n

2
La fonctions t (1 - i) ett — In (1 - %) sont dérivables sur I par composition. Par com-
binaison linéaire de fonctions dérivables sur I, f est dérivable sur I et pour tout t € I,

t(t—-1D>+(n-1))
(n—1t)(n—t?)

f'® = > 0.

La fonction f est donc croissante sur l'intervalle I, pour t € I, comme t > 0,

f@®) >f(0) puis f(t)>0 car f(0)=0.

La fonction f est donc positive sur I et 'inégalité est ainsi vérifiée sur I.
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Algebre linéaire

Espaces vectoriels

[1 * ) Familles libres - exemples

1) Dans R™
Montrer que la famille (&,,&,,65,6,) de R* définie par ¢; = (3, — 1,1,0), &, = (1,1, — 1,0),
& =(-12,1,0) ete, = (1,1,1,1) estlibre.

2) Dans M,,(R). Posons A = [1 1], B = [1 1], C= [0 1] et D= [1 0].

1 0 0 1 1 1 11
a) Justifier que la famille (4,B,C,D) est une famille libre de M, (R).
b) Que dire de la liberté de la famille (4,B,C,D,1,)? >> Aide

3) Dans les espaces fonctionnels.
a) Etudier la liberté de la famille formée de f; = In, f, = exp et f; = idgs dans A(R],R).
b) Etudierlaliberté de la famille F = (tan, tan?, ..., tan™) dans 'espace vectoriel E des fonc-
tions définies sur | — /2, m/2]. >>
Aide

Ll Liberté et DLs
Onposef,: x ERm cos(x), f,: xERmP 1+sin(x?) et f;: x € R~ cos(2x).

1) Donner les développements limités de f;, f;, et f; en 0 a 'ordre 4.
2) En déduire que la famille (f,,f,f3) estlibre.

£« ) Donner une base des espaces vectoriels suivants, préciser la dimension.

ae(f

2) E, ={P € Ry[x] | P(4) = 0}.
3) E; = {A € M,(R)|Aest diagonale}.
4) E,, le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de taille n. >> Aide

a+b+c+d=0}.
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Applications linéaires
O ) Soitp € L(R®) 'endomorphisme de R* défini par :

1 1 1 1 1 1
3 —(Z,y_Zy_Z _ly_Z Z
V(x,y,z) € R?, p(x,y,z)—(zx 4y 2z,y, 2x 4y+ Zz).

Montrer que p est une projection, et préciser ses éléments caractéristiques. >> Aide

O » ) Dans R3, on considére le vecteur u = (1,2, — 1) et les espaces

F=Vect(u) et G={(xy2)€R®|2x+y+z=0}

1) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R®.

2) Déterminer I'expression de la projection p sur F parallélement a G, et celle de la projection q
sur G parallelement a F.

O «x* | Soit E un espace vectoriel. Soienta, b € Rtelsque a # bet f € L(E).
On suppose que (f —aidg) o (f —bidg) = 0.
1) Montrer que Ker(f — aidg) et Ker(f — bidg) sont supplémentaires dans E. >> Aide

2) Déterminer une expression simple de la projection p sur Ker(f — aidg) parallélement a
Ker(f — bidg).
3) Vérifier que f = ap + b(idg —p). En déduire 'expression de f™ pour n € N. >> Aide

B «x ) Soitn € N*. Pour P € R,,[x], on définit le polyndme u(P) par

u(P)(x) = xP'(x).

1) Montrer que u induit un endomorphisme de R, [x].

2) On considere aussi v, w € L(R,[x]) définis par :
VP eR,[x], v(P)=P@)+P", w(P)=P —P.

Vérifier que la famille (u,v,w) est libre.

L) «x ) Soient E un espace vectoriel et f, g € L(E). On suppose que f o g = Id;.

1) Préciser Im f et Ker g.

2) Montrer que Im(g o f) =Img.

3) Vérifier que Ker(g o f) = Ker f.

4) Conclure que (Ker f) N (Im g) = {0g}.
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Précisions en dimension finie

1)
2)

3)

L «+ ) Soitn, un entier supérieur a 2. Pour tout réel a, on pose

Oq: M EM,(R) > M+ aM € M, (R).

Vérifier que ¢, est un endomorphisme.

Dans cette question uniquement, on suppose n = 2.

a) Donner la matrice de ¢, dans la base canonique de M, (R).
b) Onpose C = (Ey; E,; E3; E,) ol

10 0 0 0 1 0 1
elo o mefo ) mefo] meff

Vérifier que C est une base et préciser la matrice de ¢, dans cette nouvelle base.
) A quelle condition sur a, @, est un isomorphisme? >> Aide
Généraliser le résultat précédentan > 2. >> Aide

2 xxx | Soit f € L(E) avec E un R-espace vectoriel de dimension finien > 1. On

suppose que

1
2)

3)

1)

2)

3)
4)

fof=-—idg.

f est-elle injective ? surjective ? bijective ? >> Aide
Dans cette question seulement, on suppose que n = 2.

Soit x € E \ {0g}, montrer que (x,f(x)) est une base de E. Préciser la matrice J de f dans
cette base. >> Aide
Généralisation. >> Aide
Justifier que dans le cas général d’'une dimension n paire, il existe une base B pour laquelle,
on a la matrice par blocs

] 02 e 02

0, w0,
Mats(f) = ; ] R L

02 02 e ]

[Z1 *x | Calculs des puissances par diagonalisation | Considéronsl’application linéaire

. R® - R?
) ey e (4x+2y—z,3x+2y, —2x+2y+5z).

a) Déterminer une base du noyau de ¢. Notons B, cette base.
b) On pose E; = Ker(¢ — 6idgs). Déterminer une base B, de Ej.
c) On pose Es = Ker(¢ — 5idgs). Déterminer une base B; de Es.

Notons B la famille de R® obtenue en concaténant les familles B,, B, et Bs.
Montrer que B est une base de R3.

Soit C la base canonique de R3. Déterminer A = Mat.(¢) et D = Matg(¢).

a) Soit P = Mat; 3(idgs). Déterminer P. Exprimer Matg -(idgs) en fonction de P.
b) Préciser P~*AP.

c) En déduire les puissances de A en fonction de P et D.
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[Z] »%* ) Noyaux itérés ) Soit f € L(E) avec E de dimension finie n.

1) a) Montrer que pour toutp € N, Ker(f?) c Ker(fP*1).
b) Par un argument de dimension, justifier qu’il existe r € N, tel que >> Aide

Ker(f") = Ker(f™?).

c) i. Montrer que Ker(f™**) = Ker(f"*2). >> Aide
ii. En déduire, par récurrence, que pour tout p > r, Ker(f?) = Ker(f").

2) > Aide

a) Justifier que pour toutp € N, Im(fP**) c Im(f?).
b) Vérifier que pour toutp > r, Im(f?) = Im(f") ou r est défini a la question 1.(b).

1) «% | Soitn € N. On considere I'application ¢ : R, [x] - R"** définie par

VP ER,[x], @(P)=(ao(P),ay(P), .. ,an(P)),

1
ol pour chaque k € [0,n]], ax(P) = J- tkP(t) dt.
0
1) Montrer que @ est linéaire.
1
2) Justifier que si P € Ker(¢), alors pour tout Q € R, [x], f Q(t)P(t)dt = 0. >> Aide
0

3) Conclure en montrant que ¢ est un isomorphisme. > Aide

1) «x ) Soient A € M;,(R), B € M, ;(R) telles que

AB =

o O o
(= =)
= o o

Prouver que BA = I,.

[] **x ) Une base de R,[x] | Soitn € N*.On consideére, pour k € [[0,n], les poly-

némes
P (x) = (1 — x)*kx™k,

1) Préciser le degré de P,.

k
2) Soit k € [[0,n]. Simplifier ¥ (¥)P. >> Aide
i=o
3) En déduire que (P,)o<k<n €St une base de R, [x]. >> Aide
n
4) a) Montrer que pour 0 < i <n, kgi ('f) = (’:11 . >> Aide

n

b) Déterminer les coordonnées du polyndme Q(x) = ¥ x/ dans la base (P)ocken-
j=0
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2 x% ) Soit ¢ un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension n sur R.
On suppose que @ est de rang 1.
1) Montrer qu’ il existe un nombre A réel tel que p? = A ou @? désigne ¢ o . >> Aide
2) Montrer que si A # 1, ¢ — idg est bijective et déterminer son application réciproque.

=1 «xx | Soit ¢ un endomorphisme de E. Source : oraux HEC 2018

1) Montrer que si pour tout vecteur u € E, (go(u),u) sont colinéaires, alors I'application ¢ est
une homothétie. >> Aide

2) On suppose ¢ un endomorphisme de dimension finie.
Démontrer que, si ¢ n’est pas une homothétie, alors il existe une base B de E dans laquelle la
matrice M de ¢ a pour premiére colonne >> Aide

S =

1 x%x | Soit n un entier tel que n > 2. On considére la matrice J la matrice de

M, (R) dont tous les coefficients valent 1. Soit C I'ensemble :

n n
C=3AeM,(R),Ia e R Vi,j € [1n],a= Qi = ak_j}
k=1 k=1
1) Montrer C est un R-espace vectoriel.
2) Montrer que 'application d définie sur C a valeurs réelles par :
n
) = ) ay
k=1

est une application linéaire surjective non injective.

3) a) Soit A € M, (R). Montrer que A appartient a C si et seulement s’il existe un réel A tel que
Al =JA=A.
b) Soit A et B deux matrices de C. Montrer que AB appartient a C et calculer d (4B).

c) Soit A une matrice inversible de C. Montrer que A~* appartient a C et trouver une relation

entre d(A) etd (A7%). >> Aide

4) Montrer que Ker(d) et Vect(J) sont supplémentaires dans C. >> Aide

5) Soit (r,s) € 2,n% Onnote A, ¢ la matrice dont tous les éléments sont nuls saufa, ; = a,s = 1
eta,;s =a,; = —1.

Démontrer que la famille (Ar_s) forme une base de Ker(d) et en déduire la dimen-

(r,s)e[2n]?

sion de C. >>
Aide

6) Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de C. Montrer que B = %] est solution de
I'équation : A’ — B? = (A — B)?. >> Aide
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[Z2] * ) Polynéme d’interpolation de Lagrange | Pourtousi,j € N, on définitle sym-

bole de Kronecker §; ; par §;; = 1sii = j et §;; = 0 sinon. Dans tout cet exercice, n désigne un
entier naturel non nul et (a4, ..., a,,) une famille de nombres réels distincts deux a deux.

1)

2)

3)

4)

a) Soiti € [[1,n]). Montrer qu'il existe un unique polynéme L; € R,,_,[x] tel que pour tout
j € [[1,11]], Li (a]) = 51"1'.

b) Montrer que la famille (L;) est une base de R,,_, [x].

ie[1.n]
Soit 7 : R[x] —» R[x] définie par: VP € R[x],z(P) = % P(a)L;

a) Montrer que 7 est un projecteur de R[x]. -

b) Déterminer le noyau et 'image de m.

c) OnnoteF = {Q ‘]T_l[l X—-a),Qc€ lR[x]}. Montrer que F @ R,,_;[x] = R[x].
d) SoitP € an_l[XL]_. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L;)

Soite : R,_;[X] > R, P v (P (ay)

ief1n]’
ief1n]’
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

b) Soit f € A(R, R) (une application de R — R). Montrer qu’il existe un unique polynome
P € R,,_,[x] tel que P (a;) = f (a;), pour tout i € [1,n].
Ce polynéme s’appelle le polynéme d’interpolation de Lagrange associé a la fonction f aux
points (a,, ..., a,).

Soient a,b € R, tels que a < b. Soient f € C™([a, b],R),a,,a,, ...,a, telsquea < a; < - <
a, < b et P le polyndme d’'interpolation de Lagrange associé a f et aux points (a,, ..., a,)-

a) Soitx € [a, b] \ {a,, ..., a,} et K réel. On définit la fonction ¢ : [a, b] - R par

tr fO-PO-K| [€¢-a)

Montrer qu'il existe K tel que ¢(x) = 0.
b) Montrer que pour cette valeur de K, il existe { € [a, b] tel que ™ ({) =0

c) Montrer que pour toutx € [a,b],ona:

—=

) lx — al
lf(x) —P(x)| <« B2—— — sup |[f™].
: [a,b]

[Z7] *x* | Matrices de permutations ) Soit n un entier > 2. On considére le sous-

ensemble S des matrices de M,,(R) formé des matrices A vérifiant les deux propriétés sui-
vantes :

i) sid= (ai'j)lgi,jgn' alors a; ; > 0, pour tout (i, ) € [1,n]>.

1
if) sionnoteU=| { | € M,,(R),alors AU = U.
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Ces matrices sont dites stochastiques.

1) a) S est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)? >> Aide
b) Montrer que le produit de deux éléments de S est un élément de S.
c) Soit A € S inversible. Son inverse A™! est-il élément de §?

2) Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit B = (e,, e,, ..., e,) une base de E. Pour
o une bijection de [[1,n]] dans [[1,n]] (on parle aussi de permutation de [1,n]]), on définit
I'endomorphisme f; de E par : pour touti € [[1,n]], f; (e;) = e,(;)- On note A, la matrice de
f» dans la base B.

a) Montrer que A, appartienta S.
b) Montrer que 4, est inversible et que A;* est élément de S.

3) Dans cette question, soit A un élément de S inversible tel que son inverse appartiennenta S.
Montrer qu’il existe une permutation o de [[1, n] telle que A = 4,.

Coup de pouce

Exercice 1.
2b. Si E est de dimension finie et F une famille libre, alors Card(F) < dim(E).
3b. Poser X = tan(x). Rappelons que tangente réalise une bijection de | — g, g[ dans R.

Exercice 2.
Soient 1,,1,,1; € Rtels que A,f; + A,f, + A;f; = 0. Donner un systeme linéaire arec les 4; a
laide de Inicité du développerment limité.

Exercice 3.
4. Notons Ej; lamatrice élémentaire de taille (n, n). C'est-a-dire constituée de 0 sauf 1 en position

(i, /). Etudier la famille formée des matrices E;; pour i € [1;n]] et E;; — Ej; pour i < j.

Exercice 4.
p est un projecteur si p est linéaire et p o p = p. Calculer ensuite le noyau et I'image.

Exercice 6.

Notons E, = Ker(f — aidg) et E;, = Ker(f — bidg).

1. Par analyse-synthese, montrer que pour toutx € E, il existe un unique couple (x,,xp) € E,;XE}
tel que x = x, + x;,. Par exemple

1 )
Xo = ——7 (f —bidg)(x).
3. C’est la formule du bindme de Newton.

Exercice 9.

2.¢) @, est un isomorphisme si et seulement si la matrice de ¢, est inversible.

3. Notons §,, (resp. 4,, ) le s.e.v constitué des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de
taille (n,n). Vérifier que S, @ A4,, = M, (R). Soit C une base adaptée a cette décomposition.
Vérifier que la matrice de ¢, dans cette base est diagonale.

Exercice 10.
1. Oui, oui et oui!
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Lapplication f : E — F est bijective si et seulement si il existe g : F - Etelleque g o f =
idg, f o g = idp.

2. Appliquer f a chaque membre de I'égalité Ax + uf (x) = 0. Résoudre ensuite le systéeme.

3. Procéder par récurrence :

Il existe x, € E tel que (x4, f (x;)) soit libre.

Il existe x, € E tel que (x4, f (x1),x,, f (x,)) soitlibre ...

Exercice 12.

1.b) On pourra étudier la suite (dp,)pey OU d,, = dim ( Ker(f”)). La suite (d,)pey €st croissante
et majorée par dim(E). Il existe r tel que d,, = d;4.

c.i. Raisonner par double inclusion. On a déja Ker f" c Ker f™**. Soit x € Ker f"*2.On a f(x) €
Ker f™* = Ker f" ...

2. Utiliser les résultats précédents a 'aide de la formule du rang.

Pour rappel, si F et G sont deux s.e.vavec F C G alors F = G si et seulement si dim F = dim G.

Exercice 13. n
2. P € Ker ¢ donc pour k € [1;n], fol t*P(t) dt = 0. Ensuite, écrire Q(x) = Y. byxk...
k=0

3. Montrer que le noyau est trivial en prenant P = Q. Que peut-on en déduire sur I'injectivité?

Exercice 14.

Détaillons une preuve. Soient (e;,e,,e;) la base canonique de R® et f, g les endomorphismes
canoniquement associés a 4 et B.

Vérifier que g(e,) et g(e;) forment une base de R?. Notons C cette base.

Calculer la matrice de g o f dans cette nouvelle base. Conclure.

Exercice 15.

2. C’est la formule du bindme de Newton.

3. Justifier que la famille est génératrice. Compter ensuite son nombre d’élements.
4.a) Par récurrence ou telescopage avec la formule du triangle de Pascal.

Exercice 16.
1. Soitu € E \ Ker(¢) et (e,, -, e,) une base du noyau. Montrer (u,e,, -+ ,e,) est une base de E.
En déduire que pour tout x € E, ¢(¢(x)) = A@(x) pour un lambda bien choisi a partir de u.

Exercice 17.

Détaillons les différentes étapes de la question 1.

a. Montrer que si u # 0Oy, il existe un unique scalaire 4, tel que ¢(u) = A, u. Que dire siu = 03?
b. Soit (u, v) une famille libre de vecteurs de E. Comparer 1, et 4,,.

c. Montrer que ¢ est une homothétie.

2.1l existe u € E tel que ((p(u),u) soit libre. Compléter en une base.

Exercice 18.

3.c) Montrer que d(4) = 1/d(A™Y).

4. Ker(d) est un hyperplan de C, dim(Vect(J)) = 1 et calculer Ker(d) n Vect()).
5. Vérifier que dim(C) = (n — 1)? + 1 en utilisant la dimension de Ker(d).

6. Formule du bindme de Newton.

Exercice 20.

1.a) Non, a caude de la condition i).

1.c) Non, trouver un contre-exemple pour n = 2 car on dispose d'une fomrule explicite de I'in-
verse.
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Solutions

Exercice 1.

1) SoientA,,A,,A; etd, quatreréelstelsque A, &, + 4, &, +1; &5+, &, = Ogs. Cest équivalent
a
BGAL+ A, = A3+ A, =4+, + 25 + 4,
A=A, + A3 + 4,4,) = (0,0,0,0)

3+ A, —As 41, = 0
A+ A+20,42, = 0
A=A +A4+4, = 0

M = 0

Par un pivot de Gauss, on montre que 1, = 1, = 1; = 1, = 0. La famille est libre.

2) a) Comme précédenement, on suppose l'existence de quatre réels 4., ---,4, tels que
AMA+ 2,B+A;C+A,D =0,.

C’est-a-dire,
M+2A,+4, A, +2A,+2;] [0 0
AMtA;+A, A,+,+24] |0 0

Par unicité des coefficients d’'une matrice, on obtient le systéme linéaire :

A+ A, + A,

A+ 2, + 45

A +A;+ 4,
Ay +A;+4, =

S

|
coc oo

Résolvons ce systeme par un pivot de Gauss,

L+A  +4, = 0
A=A, = 0
LTty | = A, + A =0
babamh A+As+2, = 0
M+, 44 = 0
A=A = 0

L44—<L=4>+L3 — A+ A4 = 0
factamh 2,42, = 0

Onendéduitqued, =A; =4, =4, =0.

[La famille (4,B,C,D) est libre.}

b) Une famille a 5 vecteurs dans un espace de dimension 4 ne peut étre libre. En étudiant les
relations de linéarité, on montre que :

—3I,+ 24— B —C+2D =0,

[La famille (4,B,C,D,I,) n’est pas libre.]
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3) a) Soient A, 4, et A5, trois réels tels que
M fitd, o+ f;=0.
(0 désigne ici I'application nulle). Dit autrement,
Vx € R}, A;In(x)+ 2, exp(x) + 23x = 0.
On divise par exp(x) # 0,

In(x)

Vx€eRS, A,—— l,——=0
x 1exp(x)+ 2t 3exp(x)

Or, par les croissances comparées,

0@ 42, + )
7 -
Texp(x) 7 TPexp(x) x-+eo

Par unicité de la limite, A, =0.
On en déduit :
vxeRS, Ajln(x)+ A;x =0.

A ce stade, on peut procéder de méme en divisant par x. On peut aussi simplement consi-
dérerx =1,
AIn(D)+2;,-1=0 = A;,=0.

Nécessairement, 4, = 0. Finalement,

[La famille (f,f,.f;) est 1ibre.]
b) SoientA,, 4,, ..., 1, € Rtels que

A tan 44, tan? +4; tan® + -+ + A, tan™ = 0.
Comme I'application tangente est une bijection de | — g; g[ dans R. Pour tout x € R
Ax 4 Ax% + Agx® + - + A x™ = 0.
Par unicité des coefficients d'un polynéme

M=A=Al=.=1=0.

[La famille (tan®) ey, est libre.}

Exercice 2.

1) On a, par composition a partir des DLs usuels des fonctions cosinus et sinus, pour tout x € R,

1 1
= 1— —x2 4 4
cos(x) 5% + 22 + 0y(x%)
1+sin(x?) = 14x%+0,(x*)

cos(2x)

2
1—2x%+ §x4 + 0o (x*).
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2) Soient A;,4, et A5, trois réels tels que
Mfi+ Ao fy + Asfs = 0 (PP,
C’est-a-dire, pour tout réel x,
A, cos(x) + A, (1 + sin(x?)) + 45 cos(2x) = 0.

Grace aux développements précédent :

A (1—1x2+ix4+0 (x4))+/1 (1+x2+0 (x4))+/1 (1—2x2+zx4+0 (x4))=0
1 2 24 0 2 0 3 3 0 .

On regroupe les termes :

(2 +2.+ /13) + ( - %,11 + Ay — 205 X% + (%/11 + §/13) + 0p(x*) = 0.

Par unicité du développement limité :

LM+Ah+1; = 0

1 L+A+2; = 0
_5/11"'/12_2/13 =0 = -1, +20,—44; = 0
1 2 0 Lye 24l A+164; = 0.

ﬁll + §/13

La résolution de ce systeme a l'aide d’un pivot de Gauss donne A, = 1, = 1; = 0.
[La famille (f,,f,.f;) est libre.}

Exercice 3.

1) Soit M € M,(K),
ME€E,

d
avec a+b+c+d=0

< 3dabcdeK M= [Z b]

= 3a,b,ce]K,M=[a b ]
c —a—-b-c

< 3Fabc €K,

1 0 0 1 0 O
w=aly Ofelo et O

Ay Az Az

On a donc I'équivalence :
ME€E, & M € Vect(4,,A,45).

Puis, [El = Vect(Al,Az,A3).]

La famille (4,,4,,4;) est génératrice de E,. On vérifie que la famille est libre, c’est donc une
base de E;. Elle contient 3 vecteurs. Concluons :
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2) Une base de E, est donnée par les polyndémes P,, P,, P, définis par
P(x)=x—4, P(x)=x-4)?% Bk =x—-4)>.
D’ou dimE, = 3.

3) Si E;; désigne la matrice élémentaire de taille (n,n) ne contenant que des 0 sauf un "1"en
position (i, j), alors les matrices (Eii)ie[[1 - forment une base de Ej;.

dimE; =n.
4) Verifier que les matrices Ej; pour i € [1,n]], E;j + Ej; pour 1 < i < j < n forment une base
de E,. Donc
n(n+1)

dimE, = >

Exercice 4.
o Vérifions d’abord que p? = p. Pour (x,y,z) € R? ona

1 1 1 1 1 1
P*yz) = ppGyn) =p((Gx-1y—3iz,y,-ix-iy+1z))
1,1 1 1 1 1 1 1
(Gr-y= A -y G- y+sny,
1 1 1 1 1 1 1 1
L, TRGET Ay v in)
= (Gr—y—gzy -y -y +3a)

Onabien:V (x,y,2) € R3, p2(x,y,2) = p(x,y,2).
Lapplication est linéaire et p o p = p, c’est un projecteur.

* On sait alors par théoréme que Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires dans R?, et que p est la
projection sur Im(p) parallélement a Ker(p).

Il reste a déterminer ces deux espaces. Avec les méthodes vues en début de chapitre, on montre
que

[Ker(p) = Vect ((1,0,1))} et [Im(p) ={(xy2z) eR® 2x+y+2z= O}}

Exercice 5.
1) OnsaitqueR®*=F @ G & (Va e R3 3(bc) EF XG,a=b+c).
Raisonnons par analyse-synthese.

» Analyse.
Soita = (x,y,z) € R3. Supposons a = b + cavec (b,c) € F X G.Comme b € F, il existe 1 € R
tel que b = Au. On a les équivalences suivantes :
ceEGCG & a—-lueG & (xyz)—-A12,-1)€aq
e (x—Ay—-2Lz+21)€EC 1 1

2
= 2(x—l)+y—2/1+z+/1=04:>1=§x+§y+§z_

Donc, nécessairement, b = Au et c = a — Au ou A est la solution du systéme précédent. Ceci
clot la partie « unicité ».
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2)

» Synthése.

Soient b et ¢ les vecteurs donnés par I'analyse. Alors
-b+c=2u+(a—u) =a.

-b=Au€q.

- Comme ¢ € G a été résolu par équivalence,onac = a — Au € G.
Ce qui termine la synthése.

o Conclusion : F®G =R

De plus, avec les calculs précédents, on sait que pour tout a = (x,y,z) € R?, en reprenant les
notations ci-dessus, I'écriture a = b + c est'unique décomposition de a comme somme d’un
vecteur de F et d'un vecteur de G.

On en déduit, par définition des projections, que

2 1 1
p(@)=b=Au= (§x + §y + 52)(1,2, — 1),

2 1 1 4 2 2 1 1
donc: |[p(a) = (§x +3y+3zgxt Iy S gx -3y - EZ),

et: g(a) =c = (xy,2) —p(a), doncapres simplification

‘ _(111 41 22+1+4)
9@ =(3x=-3y=3% —3*¥+t3y=323x 3y +32)

Exercice 6.

Notons E, = Ker(f — aidg) et E, = Ker(f — bidg).

1) Onveutmontrer que pour toutx € E, il existe un unique (x,,x;) € E,XE}, tel que x = x, +xp.

On raisonne par analyse-syntheése.

» Analyse.
Soit x € E. Supposons que (xg,x;,) € E, X E, vérifie x = x, + x;,.
Comme x, € E;, ona (f —aidg)(x,) = Og, ie. f(x,) — ax, = Og, etainsi f(x,) = ax,. De
méme, puisque x;, € E;, f(x) = bxy. Alors
{ X =x,+x (@Y)
f() = f(xa) + f(xp) = axq + bx,  (2).

En faisant « (2) —b(1) », on obtient: f(x)—bx = ax,—bx,, quel'on reformule ainsi (puisque
a+b)ix, = m(f(x) - bx) = ﬁ(f — bidg)(x). Ainsi il n'y a qu’une seule valeur
possible pour x,.

Enfinx, = x —x, = ﬁ(f —aidg)(x) : il n'y a qu'une seule valeur possible pour x;,. Ceci

clot la partie « unicité ».

» Syntheése.
Soit x € E. Posons

1
a—b>b

1
(f —bidg)(x) et x, = p—(f —aidg)(x).

Xq =
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2)

3)

Alors, par linéarité de f — aidg :
. 1 . .
(f —aidp)(xe) = ——7 (f —aidg) o (f = bidg)(x) = O,
car (f —aidg) o (f — bidg) = 0 par hypothése. Ainsi x, € E,,.
Comme f — aidg et f — bidgy commutent, on a de méme: x;, € E,,. Enfin

1
a—b>b

Xg+ Xp = ﬁ(f—bidg—f+aid5)(x)= (a—b)idg(x) = x.

 Finalement: E=E,DE,.

De plus, on vient de voir que pour tout x € E, I'écriture

1 1
x=——7(f ~bidg)(0) + g— (f —aidp)(x)
est'unique décomposition de x comme somme d’un vecteur de E, et d'un vecteur de Ej,. Par

1
définitionde p,ona: p(x) = m(f — bidg)(x), etdonc:

1 .
p= m(f — bidg).

Pour x € E, en reprenant la notation x = x, + x; de la question précédente, on a f(x) =
ax, + bxy (car x, € E, et x;, € Ep).
Orx, =px)etx, =x—x, =x—p(x) = (idg —p)(x), donc

f(x) = ap(x) + b(idg —p) (x).

Ceci étant valable pour tout x € E, on a I'égalité au niveau des endomorphismes :

(f = ap +b(idz —p).)

Ona f° = idg. Soitn € N*. Comme ap et b(p — idg) sont deux endomorphismes qui com-
mutent, on peut appliquer la formule du bindme de Newton :

=y (Z)(ap)k o (bidg—p))" ™ = ) <Z>a"b”-"pk o (idg —p)" .

k=0 k=0
On remarque que p o (idg —p) = p — p? = 0. Alors, pour toutk € [1,n — 1], ona

p¥e (idg —p)"* = p*~' o (p o (idg —p)) © (idg —p)" ** = 0

Ainsi, uniquement les termes pour k = 0 et k = n sont non nuls. D’ou

n _ n nr: n Ny — n ne;
f _<O>b (ldE—p)-l-(n)a p—[a p+b (ldE—p)-]

Exercice 7.

1)

e PourtoutP € R,[x],ona

deg(u(P)) = deg(xP'(x)) = deg(x) + deg(P") =1+ deg(P') < 1+deg(P)—1<mn,
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2)

doncu(P) € R,[x].
» Soient P,Q € R,,[x]. Soit A € R. On a, par linéarité de la dérivation :

u(P4+1Q)(x) = x(P+AQ)' (x) = x(P'(x)+1Q' (x)) = xP'(x)+AxQ’ (x) = u(P)(x)+Au(Q)(x).
Ainsi u est linéaire, et finalement: |u € L(R,[x]).

Soit (4;,4,,15) € R®. Supposons que : A;u + 1,V + A;w = Oy r [x)-
Cela signifie que pour tout P € R, [x],
Au(P) + 2,v(P) + A;w(P) = Og [y

AxP'(x) + 2,(P(2) + P"(x)) + A5 (P'(x) — P(x)) = Og, -
En particulier, en prenant P = 1,ona P’ = P” = 0 et P(2) = 1, doncil reste: 4, — A; = 0,
donc 1, = A;.
En prenant maintenant P(x) = x — 2 (cela est possible carn > 1),ona P’ = 1, P" = 0,
P(2) = 0,doncilreste: A,;x + A;(1 — x + 2) = 0, autrement dit

(A, — A3)x + 315 = 0.

Un polyndéme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls. On adonc 4, —A; = O et
31; = 0.Finalement: 4; = 0,et4, = 0,4, = 0.

On conclut que [la famille (u,v,w) est libre.}

Exercice 8.

1)

2)

3)

Ona f o g = idg, et idg est surjective, donc f est surjective :

On aaussi f o g = idg, et idg est injective, donc g est injective : | Ker g = {05}
Raisonnons par double inclusion.

*Soity € Im(geof).llexistex € Etelquey = gof(x) = g(f(x)), cequi montrequey € Im g.
On en déduit : Im(g o f) c Im g. Montrons 'autre inclusion.

*Soity € Im g.

Il existe x € Etel quey = g(x), etcomme f o g = idg, x = f o g(x),douy = go f o g(x),
ce qui montre en particulier que y € Im(g o f). Ceci étant valable pour tout y € Im g, on a
montré la deuxiéme inclusion Im g < Im(g © f). Finalement

Im(gof)=Img.
*Soit x € Ker f.

Alors f(x) = 0g, donc g(f(x)) = 0, 1.e.g o f(x) = Og, etainsi x € Ker(g o f).
On en déduit Ker f c Ker(g o f). Montrons I'autre inclusion.
*Soitx € Ker(g © f).

Alors g(f(x)) = 0g, donc f(g(f(x))) = 0g, e fo g(f(x)) = 0g, et comme f o g = idg, on
obtient f(x) = 0, i.e. x € Ker f. Ceci étant valable pour tout x € Ker(g o f), on a montré

Ker(g o f) c Ker f.
Finalement [Ker(g o f) =Ker f.]
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4)

Soitx € (Ker f) N (Im g).

Comme x € Im g, il existe y € E tel que x = g(y).

Comme x € Ker f,ona f(x) = 0g, donc f(g(y)) = 0g, Cestadire f o g(y) = 0.

Or par hypothese, f o g = idg, donc f o g(y) = y. On obtient y = Og, et doncx = g(y) = O.
Ainsi : [(Ker n(mg) = {oE}.]

(On n’a montré qu’une inclusion, mais l'autre inclusion est immédiate.)

Exercice 9.

Solution en cours.

Exercice 10.

1)

2)

3)

Ona

fe(=f)=idg et (=f)of =idg.
Par la caractérisation de la bijectivité, f est bijective (donc injective et surjective) avec f~* =
—f.
Par hypothése f # idg. Il existe alors u € E tel que f(u) # u. Montrons que (u,f (1)) est une
base de E. Soit (4,i) € R? tel que

Arutp-fw)=0g (L)

On applique f
f(/l-u+,l1'f(u)) = f(0g) >f1inéairc
A f+pfP(w) =0 szzfiw

A fW—p-u=0g (L)
En effectuant AL, — uL,, on trouve (A% + y?) - u = Op.

Oru # Og car f(0g) = Og, alors que f(u) # u. Donc A? + u? = 0. Une somme de carrés de
réels (donc positifs) ne peut étre nulle que si tous les termes sont nuls. Donc1 = u = 0 etla
famille (u,f (u)) estlibre. De plus, card (u,f(u)) = 2 = dim(E). C'est une base de E.

Posons v = f(u) de sorte que f(v) = f?(u) = —u.

-1
La matrice de f dans la base (u,v) est [2 0 H

Verifier par récurrence qu’ il existe x,, x,, ...,x, tels que la famille

(1, f (1) %o, f (X2) s oees X, £ (X))

soit une base de E.
Pour cela, prendre x, & Vect (x,, f (x;)), puis, x3 & Vect (x,, f (x1),x,, f (x;)), etc. La base
ainsi obtenue est solution.

Exercice 11.
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Solution en cours.

Exercice 12.

1) a)

b)

c)

Soitp € N.Soitu € Ker(fP), par définition, f?(u) = 0. Par composition par’application
1
fPr) = f(fP(w) = f(0) = O.

Puis, u € Ker(fP*1). Finalement,

[ Ker(f?) c Ker(fP+1). ]

Précisons que Ker(f?) est un sous-espace vectoriel de E, lui méme de dimension finie
n = dim(E). Ainsi d,, € [0;n]. De plus, la question précédente impose la croissance de
la suite (dj,)pen- En effet,
Ker(fP) < Ker(fP*)
= dim(Ker(f?)) < dim(Ker(fP*1))
= d, < dpi
Justifions qu’il existe r € N tel que d,, = d,,,. Raisonnons par 'absurde en supposant

que pour tout k € N, dj, < dy,.
Comme la suite (d), est une suite d’entier strictement croissante, on a

dk+1 > dk + 1.

Ainsi, pour toutp € N,
p—1
dy=dy= ) (duss = i) > .
k=0
On en déduit que la suite tend vers +oo. C’est en contradiction avec la majoration par n.
Il existe donc r € N tel que d,, = d,,,. Autrement dit,

dim (Ker(f™)) = dim (Ker(f™*1))

et, Ker(f™) c Ker(f*%)

Conclusion : [Ker(fr) = Ker(f”l).]

i. Raisonnons par double inclusion.
On a vu a la premiére question que

Ker(f™*1) c Ker(f"*2).
Inversement, justifions que Ker(f"*?) c Ker(f"*'). Soitu € Ker(f"*2),ona
frPW =0 = f*(f(w)=0g

= f(u) € Ker(f™1).
Par hypothese, f(u) € Ker(f™**) = Ker(f7). Autrement dit f™**(u) = f7(f(w)) = Op.
C’est-a-dire u € Ker(f"**). On a justifié que

[Ker(f”z) = Ker(f”l).]
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ii. Procédons par récurrence. Pour i € N*,

P@) : Ker(f™) = Ker(f™*') = -+ = Ker(f™*9).
e Initialisation. P (1) découle directement de la question précédente.
» Hérédité. Soit i € N. Supposons P (i) vraie et démontrons P (i + 1).

Sachant que Ker(f™+~1) = Ker(f™*!), en raisonnant comme a la question précédente, on
aKer(f%) = Ker(f™+*1). Ce qui prouve P(i + 1).

 Conclusion. Pour touti € N*, P (i) est vraie.
2) a) Soitp € N. Soit v € Im(fP*!), il existe u € E tel que fP**(u) = v. Sion pose w = f(u),

v =[P = fP(fW) = fPw).

v € Im(fP). En conclusion,

(Im(fP*) € Im(f7). |
b) Soitp > r. D’apres la formule du rang,
rg(f?) + dim (Ker(f?)) = dim(E).
rg(f7) + dim (Ker(f7)) = dim(E).
Sachant que Ker(f?) = Ker(f"), on obtient
rg(f?) = rg(f").

C'est-a-dire, dim (Im(f?)) = dim (Im(f")).
Or, en utilisant la question précédente,

Im(fP) c Im(f").
D'ou, [ Im(f?) = Im(f7). }

Exercice 13.
1) SoientP,Q € R,[x].Soit A € R. Pour chaque k € [[O,n]],ona:

a(P+1Q) = fol t(P + 2Q)(t) dt = fol (£P(®) + 2tkQ()) dt
= jo ' tkP(t)dt + A jo ' t*Q(t)dt parlinéarité de I'intégrale
aP+1Q) = ay(P)+Aa(Q).
On en déduit que
e(P+1Q) = (a(P+ AQ))KKn = (ak(P))KKn + A(ak(Q))KKn

@(P) + 19(Q).

Ainsi| ¢ est linéaire.
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2) Soit P € Ker(¢). Cela signifie que ¢ (P) = (0, ...,0), donc que

1
vk € [[0,n]], f tkP(t)dt = 0.
0

n
Soit Q € R,[X]. ll existe (b, ...,b,) € R™* tel que Q(x) = Z b, x*. Alors :

k=0

1 1 2 1 N
fQ(t)P(t)dt - I(Zbkt")P(t)dt=f (ZbktkP(t))dt
0 0 k=0 0 k=0
n 1
= Zbkf t“P(t)dt par linéarité de I'intégrale
k=0 0
1 n
fQ(t)P(t)dt - Zbk-o car P € Ker(g).
0 k=0

Ainsi,

fl Q()P(t)dt = o.J

3) eDéterminons Ker(¢).

Soit P € Ker(¢). On peut appliquer le résultat de la question précédente, et on choisit Q = P
1

(c’est possible car P € R,,[x]). On obtientf (P(t))2 dt = 0.
0

Or l'application t — (P(l:))2 est continue et positive ou nulle sur [0,1], donc le fait que I'in-

tégrale soit nulle entraine que pour toutt € [0,1], (P(t))2 = 0,donc P(t) = 0.
Ainsi P admet une infinité de racines, donc P = Op(y.

On conclut que | Ker(¢) = {Og[y}-

«L'application ¢ est ainsi linéaire et injective, et ses espaces de départ et d’arrivée, R, [x] et
R™*?, sont de dimension finie et ont méme dimension (égale a n+1), on saitalors qu'il résulte
du théoréme du rang que ¢ est bijective.

Autrement dit : [(p estun isomorphisme.]

Exercice 14.

Reprenons 'indication.
» Soient 4, u € R tels que

Ag (e;) + ng (e3) = Oge.
Montrons que 4 = y = 0. Appliquons f a chaque membre de I'égalité

f (Ogz) = f (Ag (e) + g (e3))
Ops = Af o g(ez) tufog (63)

par linearité de f. Or la condition sur AB impose

fogle)=e, et fog(e)=es.
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Ainsi Ogs = e, + pe;. Comme (ey, e,, ;) est une base de R3, (e,, e;) estlibreet 1 = u = 0. La
famille (g (e,), g (e5)) est une famille libre dans un espace de dimension 2, c’est une base.

* Ona
goflgle))=g(fogle))=g(e) et gof(gle))=gles)
Des lors
Mate(g o f) = L.

L'application g o f est I'application identité et BA = I,.
Exercice 15.

1) Soitk € [0n], deg(P,) = deg(x*) +deg((1—x)"*)=k+(n—k) =n.

2) Pourtoutx € R,

k k
k ] — k _ inn—i
P (x) (1 —x)'x
=\ =\
e
= x""‘z <i>(1 — x)ixkt
i=0 / formule du bindme de Newton
=x"*((1-x)+ x)k =x"k Vv

En particulier, tout polynéme x* avec k € [[0,n]] s’écrit comme combinaison linéaire de la
famille (P,)o<k<n-

3) De la question précédente,
Vect (x)ocken) < Vect (P ocken)-

07, (x®)o<ken st la base canonique de R,,[x], R, [x] = Vect ((x*)ocren)-Alnsi

Ry[x] € VeCt((Pk)o<k<n)-

De plus, pour tout k € [[0,n]], P, € R,[x], Vect (P ocken) € Ry [x].
Par double-inclusion Vect ((Pk)0<k<n) = R,[x].

(Pe)o<k<n €st génératrice de R, [x] et card (Pk)0<k<n) =n+1=dim(R,[x]).

Donc: [(Pk)Kk@ est une base de Rn[x].]

4) a) D'aprés la formule du triangle de Pascal, pour tout (i,k) € N2, (") = (¥ ) + ().

i+1

S-S -C( -

n
k=i

Somme télescopique
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b) Q(x) = Zn:xj

g

| changement d’indice k =n — j

I
TN
=

3
1
N

| question 2)

Il
/N
—~ X
N————

)

fan)

=

—
/

ogigksn . . ) :
| inversion de I'ordre de sommation

Il
gk
o
)

O
Nl
/N
~- =

R

_zn: n+1P(x)
TL\i+1)

=0

[Les coordonnées de Q dans la base (P,)ock<n SONt ((nzl)l(n;rl)' ‘(n+1 )}

n+1

Exercice 16.

1) D’apres la formule du rang
dimKerp = dimE —rg(p) =n—1.

Autrement dit, le noyau admet un supplémentaire de dimension 1 . Il existe donc u, € E \
Kerp tel que
Kerp @ Vect (u,) = E.

Comme ¢ (u,) € E, il existe u;, € kerp et 1 € R tel que
u + Auy = @ (u,) .
Puis

@? (up) = ¢ (¢ (wo)) = @ (g + Aup) = @ (wi) + A9 (uo) = A9 () .
Vérifions que ce réel A répond au probléme. Soit u € E, il existe v € Ker p et u € R tel que
v+ uu, = u.
Puis
P*(u) = ¢ (v + puy) = ¢ (9(v) + pe (u,))

= ¢ (up (wo))
= up? (up) = piep (uo)
= ¢ (uuo)
= A9 (uuo +v) = Ap(w).

Cela étant vrai pour tout u € E, ¢ = Ag.
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2) Soient @, f € R. Cherchons l'inverse sous la forme a¢ + f idg.

(ap + Bidg) o (¢ —idg) = ag? + B — ap — Bidg
=alp+ By —ap—fidg
=(al+pf —a)—Lidg.

On constate que

al+f—a=0 aA-1)=-p=1 a=1/(A-1)
{ g=-1 ‘:’{ g=-1 ‘:’{ g =-1.

Avec ce choix,

1
<m¢ - idE) o (p —idg) = idg

1
et ((p—idE)0<A_1go—idE>=idE.

Par la caractérisation de la bijectivité, ¢ — idy est bijective et

1
[((P —idp) ™ = o7 —idg. ‘

Exercice 17.

1) On suppose donc que pour tout u € E, il existe 1, € R tel que p(u) = A, u. Ce réel 4,
est méme unique pour tout vecteur u non nul. Justifions que pour tous u, v € E (non nuls)
Ay = Ay
Par linéarité de ¢
eu+v) =9 +e) =Au+i,v.
Or, on a aussi
U+ V) = (U + V) = Ayt + Aygp v

« Siles vecteurs u et v sont non colinéaires, la famile (u,v) estlibre. L'égalité
Au+A,v = A u+ A,0,v
impose 1, = Ay 1p = Ay
« Siles vecteurs u et v sont colinéaires (il existe 4 € R tel que u = uv). Dans ce cas,
Ayu =) = ouv) = np) = pl,v = 4, - (uv) = Lu.

Pouru # 0g, 4, = 4,.
o En résumé, le réel 1, est indépendant de u € E \ {0g}, on le note simplement 1. Comme
¢ (0g) = 05 = 10z, on a bien

VYu€E, ¢(u)=Au

[L’endomorphisme @ estune homothétie.}

2) Si @ n’est pas une homothétie, il existe u € E tel que (u,¢(w)) soit libre. On compléte cette
famille en une base B de E pour obtenir une solution au probleme.
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Exercice 18. Source Oral ESCP-Algébre 2009 (n.2.11)

1) Onal€Coul0€CetC#0.SiA B € Calors:

n n
a,Vi,j€[In], a= ¥ a;,= X ay;
kﬁl kﬁl

EI[)’,Vl,] € [[l,n]], 'B = Z bi,k = 2 bk,j
k=1 k=1
Donc: n n
Vl,] € [[1,n]], Z /’Lai'k + M'bi,k = Z A.ak']' + l’l'bk,j =Ala + l,lﬁ
k=1 k=1

ce qui implique que A4 + uB € C et donc que C est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et
donc un espace vectoriel.

2) Le calcul précédent montre exactement :
VA, u € R, d(AA + uB) = Ad(A) + ud(B)

Ainsi d est une forme linéaire sur C. Or, pour 4 € R, on a d(4)) = A, d’'ou la surjectivité et d
est non injective pour des raisons de dimension.

3) a) SoitAe M.Ona::

k=1 ij
et
n
JA (dlj)l’j = (Z ak,j)
k=1 ij
Donc:

n n
A] =JA =1 & Vi,j, ai,k=Zak,j=A<=>AECetd(A)=/1
k=1 k=1
b) Soient A et B deux matricesde C.Ona:
Bec=B/=]B = AB]=AJB
et
ABecC = Aj=JA=d4)],
d’ou
ABJ = A(B]) = AJB = (A])B = JAB = d(A)JB = d(A) x d(B)]
ce qui prouve que AB est aussi dans C et d(AB) = d(4) X d(B).
c) Soit A une matrice inversible de C.

Al =d(A)] =] =d(A)A™], et]JA=d(A)] =] = d(A)]A™
Nécessairement d (A4) # 0 sinon la matrice J serait la matrice nulle et :
1

A== @

J

ce qui prouve que A™! appartient égalementa Cetd (A7) = @.
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4)

5)

6)

Le sous-espace vectoriel Ker d est le noyau d'une forme linéaire, c’est un hyperplan de C.
Vect(J) est une droite vectorielle de C, d’ou

dim(C) = dimKer d + dim Vect(J).
Soit A € Ker(d) n Vect(J). Alors :
A=a] = dA)=an=0 = a=0 = A=0.
d’ou:
A=a/=>an=0=>0= 0= 0= 0= Ker(d) n Vect(J) = {0}
Donc Ker(d) et Vect(J) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans C.

* Soit (ATS) une famille de réels telle que Z ArsArs = 0.Soit (i,j) tel que 2 < i,j < n;en

égalant les termes génériques des deux matrlces on obtient directement : A;; = 0.
* La famille (Ar_s)rs est génératrice. Soit A = (au) € C, on peut écrire :

- Z aj Qi 0 Qip
j=2
A= :
n
Z an,j (%) Ann
j=2
zn: —-a;; 0 a,; O 0
=2\ —ay; O an; 0 0
n n
n xaj 0 0 —XYa; O 0
i=2 i=2
= z —az_j 0o - 0 az‘]‘ o - 0 = Z ai'in‘].
= : i
an']' 0 0 an']' 0 wee 0
Les matrices 4,2 < 1,5 < n forment donc une base de Ker(d) et dim(Kerd) = (n — 1)2. et

dim(C) = dim(Ker d) + dim(Vect(J)) = (n — 1)+ 1

Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de C. Le calcul donne AB = B?, puis, par
récurrence sur i € N,A'B = Bi*'. Les matrices A et B commutent; on peut appliquer la
formule du bindme de Newton :

p
(A—B)”=Z( >A( B)P- l-A"+Z( P >A( B)P~i = AP+

i=0

p=-

§(7 )]s

=0

Or

p p-1
(1—1)1’:0:2( ’l.’ )(—1)P-i=1+z< f )(—1)1’—1'

((A-B)» =av—B?]

d’ou:
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Exercice 19.
Solution en cours.

Exercice 20. Source Oral ESCP-Algébre 2011 (n.2.8)

1)

2)

3)

a) S n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R) puisqu’il ne contient pas la matrice nulle.
b) Soit A, B € S. Alors, avec les notations habituelles :

n
(4B),; = z Qibi; >0, et AB(U) = AU = U

k=1
D’ou la conclusion.

> est stochas-

, 7 7 7 0 1 0
c) Laréponse est en général négative. Par exemple, la matrice ( 172 172

tique inversible et son inverse ( ) n’est pas stochastique.

-1/2 1/2
a) Lamatrice A, s’appelle matrice de permutation : chaque ligne et chaque colonne ne contient

qu'unseul 1, les autres éléments étant nuls et deux 1 ne peuvent se trouver sur une méme
colonne. On a alors clairement A, € §

b) Onremarque que f; o f;r = f,.,, ce qui montre que le produit de deux matrices de per-
mutation est une matrice de permutation. Ainsi f;* = f,-1 € S.

Soient A4, B deux éléments de S tels que BA =1.Onnote A = (ai‘j) ,B = (bi‘j). On aalors:

n n
pour i ¢j,z bi,kak_j =0, et Z birag; =1
k=1 k=1

— Les éléments de A et B étant positifs, la premiére relation donne pour touti # j, pour tout
k € [[1,7’1]] :bi'kak‘]‘ =0.
- Soit k fixé. Il existe iy € [1,7n] tel que b;, , # O (autrement B ne serait pas inversible).
Ainsi, pour toutj # iy, ona: a;; = 0.
n
Comme ), a,; = 1,ilvientay;, = 1.Cetindice i, est unique (autrement A posséderait deux
=

j
1 sur sa ligne k et ne serait pas stochastique).

On définit ainsi une application i = i, injective de [[1, n]] dans lui-méme, donc bijective, c’est-
a-dire une permutation. Ainsi, la matrice A est une matrice de permutation tout comme son
inverse.
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Probabilite

0 «x | Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géomé-

triques de méme paramétre p.

Calculer la probabilité que la matrice suivante soit inversible >> Aide
X Y
A= [Y X] |

Ll «x ) Une marche aléatoire sur Z

Un pion se déplace sur un axe gradué. Il est initialement a I'origine.

-

@ @ @ @ Q- @ g

3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

On lance de maniére mutuellement indépendante n fois une piéce équilibrée. A chaque lancer,
on déplace d’une unité le pion vers la gauche si un face apparait et vers la droite si un pile sort.
Notons X,, I'abscisse du pion a la fin des n lancers et ¥,, le nombre de faces obtenus.

1) Donner laloi de Y,,. Préciser I'espérance et la variance. >> Aide
2) a) Exprimer X, en fonction de Y,,. >> Aide
b) En déduire 'espérance et la variance de X,,.
3) Notons Z, la distance a l'origine du pion a la fin des n lancers.
a) Donnerlaloide Z, et Z;.
b) Soitn € N*. Vérifier que V(Z,,) < V(X,).
4) a) Préciser [P’([Xn = 0]) en fonction de la parité de n. »> Aide

b) En utilisant la formule de Stirling
n n
n! ~ Znn(—)
e

donner un équivalent simple de ]P’([in = 0]).
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L) « ) Soit X une variable aléatoire discréte telle que :

X(@Q =N et VkeN, 4P([X=k+2])=9P([X =k +1])—2P([X = k]).

1) Donner laloi de X.

2) Justifier que X admet une espérance et une variance et les calculer.
On pourra remarquer que la variable Y = X + 1 suit une loi usuelle.

[1 »* ) Rang du premier Pile-Face | Considérons une infinité de lancers mutuelle-

ment indépendants d'une piece équilibrée. On note X la variable aléatoire qui donne le rang
d’apparition du premier Pile-Face (dans cet ordre aux lancers k — 1 et k). Si une telle succession
ne se produit pas, on pose X = 0. Notons 4; I'événement : « Un pile apparait au i-eme lancer ».

1) En utilisant le systéme complet d’événements (Al,A_l), prouver que pour toutk € N, k > 2,
1 1
P(X=k+1]) = EP([X =k]) + ST

2) En déduire ]P([X = k]) pour tout k > 2. >> Aide
3) Préciser P([X > 2]) puis P([X = 0]).

4) Justifier que X admet une espérance. La calculer.

O «x | Loi de Pascal )| Une urne contient des boules blanches et noires. Soit p la pro-

portion de boules noires. On effectue une infinité de tirages, mutuellement indépendants, avec
remise de la boule tirée.

Soit 7 € N*. On consideére la variable X,. associée au temps d’attente de la r-iéme boule noire.
On admet que, presque siirement, une r-iéme boule noire sort dans l'infinité de tirages.

1) Reconnaitre la loi de X;. >> Aide
2) Donner laloi de X,. »> Aide
3) Comment simuler avec Python, la variable X,.? »> Aide

O «x* | Une urne contient une boule jaune et une boule rouge. On répéte une infi-
nité de fois 'opération suivante : on tire une boule dans 'urne, on note sa couleur et on la remet
dans I'urne accompagnée de deux autres boules de la méme couleur.

1) Soitn € N*. On note T,, I'événement « les n premiéres boules tirées sont rouges ». Montrer

que:
n

CPr2k-1_ (@2n)
P = | [ S = 22 ()2’

k=1

2) a) Montrer que la série Z In (1 - 2_1k) diverge.
k>1
b) En déduire, en faisant le lien avec la question 1, la probabilité de tirer indéfiniment des
boules rouges.
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L) «x% | Lerésultat final de 'exercice précédent reste-t-il vrai si’on change la régle

ainsi : a chaque étape, on double le nombre de boules de la couleur de celle que I'on vient de
tirer (et de remettre)?

Ll xx% | Les moments déterminent la loi Source : oraux HEC

1) Rappeler la définition de I'espérance et de la variance d’une variable aléatoire discréte.

2) SoitY une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé (£, A, P) qui prend les
valeurs 0, 1 et 2 avec les probabilités p,, p, et p, respectivement. On suppose que E(Y) = 1
et E(Y?) = 5/3.
Calculer p,, p, et p,. >> Aide
3) Soit xg, X4, ..., X, (n + 1) réels distincts et soit ¢ I'application de R,,[X] dans R™** qui, & tout
polyndme Q de R,[X], associe le (n + 1)-uplet (Q (x,),Q (x1), ..., Q (x)).

a) Montrer que @ est une application linéaire bijective. >> Aide
b) Déterminer la matrice A de ¢ dans les bases canoniques respectives de R,,[X] et R™*?,

c) Soit X une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs x,, x,, ..., x,. On suppose que
'on connait les valeurs de E (X), E (X?), ..., E(X™).
Peut-on déterminer la loi de X ? >> Aide

[l ~x | Propagation de bactéries | Une bactérie se reproduit ainsi : elle donne deux

descendants avec probabilité p = 3/4, et zéro descendant avec probabilité 1 —p = 1/4. Elle
meurt ensuite.

On part d'une seule bactérie et on cherche a déterminer si la population va s’éteindre ou non.
On suppose que les descendances sont mutuellement indépendantes et on note, pourn € N, 4,,
I’évenement « la population est éteinte a la n-ieme génération » et u,, = P(4,).

1) Préciser u, et u,.

2) Justifier que la suite (u,),, est croissante. En déduire la convergence vers une limite finie €.

x2
3) Onposef: x ER — € R. Justifier que, pourn € N, u,,,; = f(uy,). >> Aide

4) En déduire la valeur de #.
5) Quelle est la probabilité que la population s’éteigne un jour? >> Aide
6) Reprendre I'exercice avec p € [0; 1].

Deux britanniques du XIX*™ siécle, Francis Galton et Henry William Watson se sont intéressés a la
propagation des noms de famille dans I'aristocratie anglaise : les grands noms sont-ils condamnés
a disparaitre ? L'exercice ci-dessus propose une version simplifiée de leur démarche dans un cadre
biologique.
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Python

=« ) Moments ) SoitX une variable aléatoire sur un univers fini. On rappelle que

donner la loi de X signifie donner
X(Q) ={xy, %5, x5} et Vie[Lm], P(X=x].
Dans ce cas, on définit les listes val et Loi par :
val=[ %, x5 - xp | et Loi=[P(X=x]) P(X=x] - P(X=x,D]

1) Ecrire une fonction Python, nommée moment, qui prend en argument les deux listes (val, Loi),
un entier s et renvoie renvoie le moment E (X*).

2) En utilisant uniquement la fonction moment, écrire une nouvelle fonction qui calcule la va-
riance.

[Z1 * ) Lois usuelles avec random() | Uneurne contient5 boules (1 rouge et4 bleues).
On considére I'expérience suivante

On tire une boule au hasard et on note la couleur. On replace ensuite la boule dans l'urne.

1) Soit X la variable aléatoire qui renvoie 1 si la boule est rouge et 0 sinon.
Préciser la loi de X.
En utilisant uniquement la commande random, écrire un programme qui simule la variable
X.

2) On repete maintenant n fois 'expérience élémentaire. On suppose les tirages mutuellement
indépendants. On note Y le nombre de boules rouges obtenues.
Quelle estlaloide Y?
Avec la commande random, écrire un programme qui prend en argument n et simule Y.

3) On repéete maintenant une infinité de fois I'expérience élémentaire. On suppose toujours les
tirages mutuellement indépendants. On note Z le numéro du tirage ot on a obtenu la pre-
miére boule rouge.

Quelle est la loi de Z? Ecrire un programme qui simule la variable Z.

4) Modifier le programme précédent pour simuler la variable X, qui donne le numéro du tirage
ol on obtient la seconde boule rouge.
Soit r € N*. Généralisez la question avec X,, la variable aléatoire qui renvoie le tirage de la
r-iéeme boule rouge.

[] = ) Enigme : La bataille de la riviére Baigou

En avril 1400, face aux troupes du général Ming Li Jinglong, combien étaient les hommes de
Zhu Di, groupés en 13 carrés identiques et n’en formant plus qu’un seul lorsque leur chefles a
rejoint? >> Aide
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[Z] »* ) Approximation de la longueur d’une courbe

1) Ecrire une fonction qui prend en argument deux points A (x,4,y,4) et B (xz,v5) de R? et renvoie
la distance entre 4 et B.
2) Soitf : [a;b] = R.
Afin d’approximer la longueur de la courbe représentative de f, on découpe l'intervalle [a; b]
régulierement
a=%xy <% << Xp_qy <X,=hb.

Puis, on somme les distances entre les points (x,-,f(xl-)) et (xiﬂ,f(xiﬂ)) pour tout indice i.
Ecrire un programme qui prend en entrée une fonction f, un entier n et renvoie une approxi-
mation de la longueur de la courbe.

3) Tester votre programme sur la courbe représentative de la fonction cosinus sur [0; 7].

Indications

Exercice 1.
Uiliser le déterminant pour relier la probabilite recherchée avec P(X = Y). Appliquer ensuite
la formule des probabilités totales pour calculer cette probabilité.

Exercice 2.

1. Loi binomiale. Préciser les parametres.

2.a) Déterminer a, b € R tels que X,, = a¥,, + b.

3.b) Etudier le signe de V (X,,) — V (Z,,) en appliquant la formule de Koenig-Huygens.

4a) P ([r, = 2]) = P (X, = oD

Exercice 3.

1. Reconnaitre une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Déterminer les solutions de I'équation
carcatéristique pour obtenir une fomule générale. ([X = k])iey €St un s.c.e et une probabilité
est toujours comprise entre 0 et 1.

2.Y suit une loi géométrique.

Exercice 4.

1 C’est la formule des probabilités totales.

2. On pourra introduire la suite v définie, pour tout entier k > 2, par v, = ZkIP’([X = k]). La
suite v est arithmético-géométrique.

Exercice 5.
1 Loi géométrique.
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k-1
2. Montrer que X(Q) = {r,r+ 1,..}etP(X = k) = ( r—1 )pr(l —p)k.
3. Compléter le code suivant :

def X=simulation(p):
X=1
while

return ...

Exercice 8.

2. On trouve une loi uniforme.

3.a) Prouver l'injectivité en rappelant que le polyndme nul est le seul polyndome de R, [x] avec
plus de n + 1 racines.

3.¢) Oui, il suffit d’'inverser une matrice...

Exercice 9. o
3. Appliquer la formule des probabilités totales avec le s.c.e (44, 4,).
5. Appliquer le théoreme de la limite monotone version probabilité.

Exercice 12.
Cela revient a trouver une solution entiére a 13x2 + 1 = y2.

Solutions

Exercice 1.

Passons par I'’événement contraire. A n’est pas inversible si et seulement si det(4) = 0.

det(4) = 0 = [X% — Y2 = 0] =[X2 = Y] [X =Y].

[X>0]
[Y>o]

([Y = k])ken- est un systéme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales

+

PX=Y) = °°1P>([X=Y]n[y=k])
3
= YP([X=kIn[Y=k]) X et Y indépendantes
ks
= YPX=k)xP{Y =k)
G

= Y p?’(1-p)¥*D changement d’indice k' = k — 1
k=1
+00 !
= p2y (1- p)z)k série géométrique de raison (1 — p)? €]0,1[
k'2=0

p p

1-(1-p)2  2-p’

2(1 -
P(« A inversible») = 1 — % = —(2 — pp).
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Exercice 2.

1) LavariableY,, compte le nombre de succes (avoir un « face ») dans une répétition de n épreuves
de Bernoulli mutuellement indépendantes. La probabilité de succes est 1/2. Finalement,

D’apres le cours,

n
E(Yn) = E et W(Yn) =

N

|

2) a) Surlesnlancers,ilya:
S Y, déplacements sur la gauche,
o n — Y, déplacements sur la droite.
Ainsi,

(K= (D Yt (D (- V) =n—2Y,.)

n—2E(,) =
(=22 V(Y =

3) a) e Listons les possibilités (G pour gauche et D pour droite).

b) On en déduit que :
E(X»)

V(Xn)

GG, GD, DG, DD
X,=-2, X,=0, X,=0 X,=2
Z,=2, Z,=0, Z,=0 Z,=2.

Z, peut ainsi prendre deux valeurs 0 et 2. La loi de Z, est:

Z, () = {0;2},

1 1
P([Z,=2]) = S5 et P([Z, = 0]) = >

* De méme,
GGG, GGD, GDG, DGG
X;=-3, X;=-1, X;=-1 X;=-1,
Zy=3, Zy=1, Zy=1 Zy=1,

GDD, DGD, DDG, DDD
X;=1, X,=1  X;=1 X,=3,
Zy=1, Zy=1, Zy=1 Z,=3.

Z4 peut prendre deux valeurs,

Z3() = {1;3},

1 3
P([Z; =3]) = 7 ° P([Z; =1]) = T
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b) Soitn € N*. Précisons que
Zn =X, et Z,*=X,%
D’apreés la formule de Koenig-Huygens,
V(Zy) = EZ,*)-EZy)*
= EX,")—E(Z>
D’apres la question 2.(b),

V(X)) = [E(an) - [E(Xn)z = [E(an)-

En particulier V(Z,) < V(X

4) a) Sinestimpair, on ne peut étre a 'origine. Dans ce cas,
P([X, =0]) = 0.
Sin est pair,

1
P([X, = 0]) = P([Y, = n/2]) = 27<n72>'

b) On trouve
1

P([X,, = 0]) ~ N

Exercice 3.

1) Posons pour toutn € N, u,, = lP’([X = n]), de sorte que u soit une suite linéaire récurrente
d’ordre 2.

9 1
VneN, u,.,= Zunﬂ - Eun.
L'équation caractéristique estr? = % r— % Cette derniere admet deux solutions :
1
n=2 e nrn=-

On sait alors qu'il existe deux réels 4, u tels que :

1
vVneN, u, =AZ"+ME.
Déterminons les parametres A et .
© SiA # 0, on constate que

un
n-+00

4+ sid>0,
—oo sidA<O.

Or, u, représente la probabilité d’'un événement, u,, € [0; 1]. Par conséquent, 1 = 0 et
1

vne€EN, un=y4—n.
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2)

< De plus, ([X = n])nEN est un systéme complet d’événements. En particulier,

1=Z]P’([X=n])=z,u41—n.

neN neN

On reconnait la somme d’une série géométrique (convergente car 1/4 € ] — 1; 1[),

1 4 d 3
SH g 3k done k=g
) 3
Finalement, pourn € N, ]P([X = n]) = T

Notons que Y = X + 1 suit une loi géométrique G(3/4). En effet, Y(Q1) = N* et pour tout
n € N,

P([Y =n]) = P(X =n—1]) = Z (%)"_1-

4 4
On sait alors que E(Y) = 7 V() = e}

EX) =E(Y¥)-1= V(X) =V(Y) =

On en déduit que

Exercice 4.

1)

Soit un entier k > 2. .
Appliquons la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (4,,4,) :

P([X =k+1]) =P(4, n[X =k +1])+P(A, n [X = k + 1])

Si on note By, 'événement : « La premiére succession d'un Pile-Face (premier lancer exclu) a
lieuauxrangs ketk + 1»
AN[X=k+1]=A4,NB.

Or, les lancers sont mutuellement indépendants, donc A4, et By, sont indépendants et
P(A; N By) = P(4,)P(By) = %P(Bu.
Et, par simple décalage d'un lancer,
P(B) = P([X = kI).

De plus, si on commence directement par un Pile et que la premiére succession de Pile-Face
intervient aux k et (k + 1)-iémes lancers, il n’y a que des piles entre les lancers 1 et k, puis
un Face au lancer k + 1. Autrement dit,

AN[X=k+1] =4, NAy NN A N Apsy.
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2)

3)

Comme les lancers sont mutuellement indépendants, il vient :

P(A, N [X =k +1])
= ]P)(Al ﬂAz n:-- ﬂAk ﬂAk+1)

= P(A)) X P(4) X X P(A) X P(Aiy) = s

Finalement,

1
P(IX =k +1]) = SP(IX = k]) + 557

En multipliant par 2¥*1, 'équation précédente devient :

2MIP([X =k +1]) = 2*P([X = k]) + 1.
D’ou, Vpyr = U + L.
On reconnait une suite arithmétique. Ainsi, pour tout k € N\ {0; 1},

v = v, + (k—2).

Comme v, = 4]P([X = 2]) =4P(A, N4,) = 1,
on trouve []P([X =k])= (k- 1)2"‘.}
Ona

x>2]=| |x=k.

Comme les événements sont deux a deux disjoints :
+o00 +o00
P(X >2]) = Z P([X = k]) = Z(k _1)2-k
k= k52
1\i+1 1 11
()= 22.1)
i=

On reconnait la somme d’une série géométrique dérivée

N

I
Nl

i=

=y

+00
1Ni-1 1
2@ =gt
=1
Finalement, ]P’([X > 2]) =1.
Comme ]P([X = 1]) =0,ona

P(x=0)=1-P([x>2])=1-1=(0.)

Presque slirement, un Pile-Face apparait dans l'infinité de tirages.
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4) La série de terme général
kP([X = k]) = k(k — 1)27,
est une série géométrique dérivée. Il y a convergence puisque 1/2 € | —1; 1[. Comme le terme
général est positif, on a méme une convergence absolue. Lespérance existe avec :

E(X) = Z kP([X = k) = Z k(k — 1)27%
k=2 k=2

1 1yk-2 1 2
- Z;k(k - 1)(5) T i a-1/27

Concluons :

Exercice 5.

1) X, estle rang du premier succes dans une répétition d’épreuves de Bernoulli mutuellement
indépendantes. La probabilité de succes est p. Par conséquent, X; suit une loi géométrique

de paramétre p.
X1 2 G(p).

2) Soitr € N*. Notons que X, ne peut prendre que des valeurs entieres supérieures a r (le cas
le plus favorable correspondant aux r premiéres boules noires).

[XT(Q) ={rr+1r+2 }]

Soitk € N, k > r.Sil'’événement [X, = k] est réalisé. La k-ieme boule est noire etil y a parmi
les k — 1 premiers tirages :

e r — 1 boules noires;

e k—1—(r—1) = k — r boules blanches.

Pour choisir les k — 1 premiers tirages, il suffit de choisir  — 1 boules noires parmi les k —

1 tirages. Il y a exactement (r _ 1) possibilités. Or, la probabilité de tirer r boules noires

et k — r boules blanches est p”(1 — p)*" (on rappelle que les tirages sont mutuellement
indépendants). Finalement, pour tout entier k > r,

k-1
P([X, = k1) = ( _ 1>pr(1 - Py,

On peut montrer que

lE(Xr)=£ et V(X,)= r(l—:p).

3) Voir Exercice 11.

Exercice 6.

1) Notons, pour tout k € N*, R, (resp. Ji) 'événement « obtenir une boule rouge (resp. jaune)
n

au k-eme tirage ». On remarque que T,, = Ry. On applique la formule des probabilités
k=1
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n

composées:  P(T,) = H PR, n--nr,_, (Rk), ce qui est possible car les intersections qui in-

terviennent ici sont de pllfall)abilité non nulle.

Pour k € [[1,n]], sous I'hypothese R, N --- N R,_4, on se retrouve pour le k-éme tirage avec un
totalde 2 + 2(k — 1) = 2k boules dans I'urne, dont exactement 1 + 2(k — 1) sont rouges (car
on n’a ajouté que des boules sur les k — 1 premiers tirages).

n

2k — 1
P(Tn) = 1_[ 2k

k=1

1+2(k—-1) 2k-1
2k T 2k

Donc:  Pgn.nr,_, (Rk) =

n n
D’une part, 1_[ 2k = 2" 1_[ k = 2™nl, et d’autre part,
k=1 k=1
f

- (e @n)!  (2n)!
(2k-1) = e =
[ []

[T¢ Mo 2™
P [ Jeo
k=1

1<f<2n
£ pair
n
l_[(Zk—l)
ke (1 (2n)
donc  P(T) = =5 = 2l 2l | 22
[ [eo
k=1

1
2) a) Rappelons que pour h €] —1,+ oo[,In(1+ h) o h.Comme, pour k € N*,ona % o 0,
1

2k7 koo 2k
Ces termes sont toujours négatifs. Limportant est que le signe soit constant pour pouvoir
appliquer le théoréme de comparaison. En effet, il suffitici de passer al’opposé pour avoir

on obtient: In(1—

des termes positifs: 0 < —In(1 — %) 10 28"

1
Or on sait, d’apreés le critere de Riemann que la série Z % diverge (c’est la série harmo-

k>1
nique), on en déduit grace au théoreme de comparaison des séries a termes positifs que

1
la série Z —In(1 - ﬁ) diverge, donc
k>1

. 10
la série Z In(1 - ﬁ) diverge.
k>1

Ajoutons tout de suite une précision, qui servira dans la question suivante. La série
> na-
—In(1 — —
2k
k>1

est a termes positifs, donc la suite (S,,),en+ de ses sommes partielles est croissante. Avec
le théoreme de la limite monotone, on sait que cette suite (S, ),en+ N'a que deux compor-
tements possibles : soit elle converge, soit elle tend vers +oo0. Mais on vient de voir qu’elle
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diverge, donc elle tend vers +oo. En passant a 'opposé, on conclut que :

n

1
kZlna ) e @
=1

b) eSoitn € N*. On a bien stir P(T,,) € [0,1], mais on voit grace a la formule de la question 1
que P(T,,) > 0, puis

T2k-1, ., 2k-1, <\ 1
@) =In(] [S5) =D m(5—) =) m(1- ).
k=1 k=1 k=1

Avec le résultat (1) expliqué a la question (a), on obtient: In(P(T,)) — —co.
n—-+oo

On applique la fonction exp, en sachant quee®* — 0: P(T,) — 0.
X—>—00 n-+co

eLa suite (Ty,) nen+ €St une suite décroissante d’événements. On sait alors, par propriété de
+00

la limite monotone, que P(T,) = ]P’( ﬂ Tk).
n-+oo
k=1

Par unicité de la limite,

+o00

Enfin, I'événement ﬂ Ty est1’événement « tirer indéfiniment des boules rouges ».
k=1

Exercice 7.

On garde les notations de I'exercice précédent.

Un raisonnement tres similaire permet de montrer, avec les nouvelles régles du jeu, que pour
n
2k—1
toutn € N*, P(T;,) = l_[ FT= en d’en déduire que P(T,) €]0,1], et que :
k=1

1+ 2"—1)'

In(P(T,)) = » In(1—
1 1 1

Ona: 0<_ln(1_1+2k—1)n:oo 1+2k,—1 n:oo 2k—1'

1 1 1
etla série Z Sx—7 converge car on reconnait une série géométrique de raison 5 avec |§| <1
k>1
On en déduit, par comparaison des séries a termes positifs puis passage a 'opposé, que la série
1
Z In(1 — W) converge, notons S sa somme.

k>1
Il résulte de ceci que P(T,,) — e5, etun travail similaire a celui de 'exercice précédent montre
n-+oo

que : [IP’(T) = lim P(T,) = ¢ # o.}

Exercice 8.
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Solution en cours.

Exercice 9.

1)

2)

4)

Ala génération 0, il y a une bactérie, donc : | u, = P(4,) = 0.

La descendance de cette bactérie constitue la génération 1; d’apres I'énoncé,

1
u, =P(4,) = 2

Pour toutn € N, il est évident que si la population est éteinte a la génération n, alors elle I'est
ala génération n + 1; on a donc l'inclusion 4,, € 4,,,, eton en déduitque: u, =P(4,) <
P(Ani1) = Unss

Ainsi : [La suite est croissante.j

Elle est de plus majorée : Vn € N, u,, = P(4,,) < 1; on peut donc appliquer le théoréme de la

limite monotone et conclure | qu’elle converge.

Soitn € N. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’évene-
ments (4,,4,) : o
P(An+1) = P(A)) Py, (An4q) + ]P(AJHDE(AnH)r

avecP(4,) = % #0etP(4,) = Z * 0.

Sous I'hypothese A,, la population est éteinte dés la génération 1: P4, (A,4) = 1.

Sous I'hypothese A, la bactérie de génération 0 a deux descendants. Notons D, (resp. D,)
I'événement « a la génération n + 1, il ne reste pas de descendant issus du premier (resp.
deuxieme) descendant ». Par indépendance des comportements des descendants, on a:

]P,Tl(AnH) = ]PH(D1 NnD,) = PE(DJPI(DZ)-

Pour le premier descendant, tout se passe comme si I'on recommencait I'expérience au dé-
but : c’est une bactérie qui a (ou non) une descendance. Comme de plus la générationn + 1
de la bactérie initiale correspond a la génération n des descendants de génération 1, on a:
Pz-(D;) = P(4,).Deméme: Pz(D,) = P(4y,).

1 3
Finalement, Uppr = P(Apye) = I + ZP(An)Z = f(up)-

On sait que pour toutn € N, u,,, = f(u,). De plus u, = £, donc u,, 4 = £, et comme
n-+oo n—-+oo
f est continue (car polynomiale), f(u,) — f(£). On obtient donc, en passant a la limite :
n—-+oo

1
f(#) = ¢, autrement dit 3¢? — 4¢ + 1 = 0. La résolution de cette équation donne ¢ = zou
f=1 1 1.1
*On remarque que u, = 0 < 3 Une récurrence facile, qui utilise le fait que f(g) = —etle

3
fait que f soit croissante sur R, (facile a vérifier) permet de montrer que pour toutn € N,

1
U, < 3 et donc, en passant a la limite, £ < 3

*Ces deux points permettent de conclure que: | =

W =
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5) L'évenement « la population finit par s’éteindre » est I'’événement U Ay. Comme la suite

KeN
(A nen est une suite croissante d’événements, la propriété de la limite monotone indique

que: [P(4,) T IP( U Ak).

keN
La question précédente donne donc :

Exercice 10.
Voir NoteBook

1) def moment(val,loi,s)
n=len(val)
m=0
for i in range(n)
m=m+Lloi[i]*val[i]**s
return m
2) def variance(val,loi)
# utilisation de la formule de Koenig-Huygens
v=moment(val,loi,2)-moment(val,loi,1l)**2
return v

Exercice 11.
Voir Notebook Cahier de vacances pour la solution.

Exercice 12.
Voir Notebook
def zhu di(n)

for i in range(int(n**(1/2)))

# le coté du carré sera de longueur max n**(1/2)

for j in range(i-1)
if (13*j**2 + 1 == 1i**2)
print(13*j**2)

Réponse : 421200

Exercice 13.
Voir Notebook

1) Un code possible est

def distance(xA,yA,xB,yB)
return ((yB-yA)**2 + (xB-xA)**2)**(1/2)
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o Par exemple, la distance entre l'origine et le point (1,1) est V2.

>>> distance(0,0,1,1)
1.4142135623730951

>>> 2%%(1/2)
1.4142135623730951

2) def longueur(f,n,a,b)
d=20
x = np.linspace(a,b,n)
# abscisses des points
f x = f(x)
# ordonnées
for i in range(len(x)-1) :
d += distance(x[i], f x[i], x[i+1], f x[i+1])
# On somme les distances entre chaque point créé
return d

72



Un petit coup de pouce

Corrections
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