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Le but d’'une telle épreuve est d’abord de contrdler I'assimilation des connaissances des programmes de mathé-
matiques et d'informatique de toute la filiere (premieére et deuxiéme années). Cette épreuve permet aussi d’examiner :

I'aptitude du candidat a lire attentivement un sujet et a répondre précisément a la question posée;
son aisance a exposer clairement ses idées avec un vocabulaire précis;

sa capacité d’initiative et son autonomie et, en méme temps, son aptitude a écouter l'interrogateur, a prendre
en compte ses indications, a lui demander des précisions si besoin;

son aptitude a mettre en ceuvre ses connaissances et son savoir-faire pour résoudre un probléme (par la ré-
flexion et non par la mémorisation de solutions toutes faites);

sa faculté a critiquer, éventuellement, les résultats obtenus et a changer de méthode en cas de besoin.

Oraux HEC

Préparation : 30 minutes

Durée de I'épreuve (exercice principal et question sans préparation) : 30 minutes
Un seul sujet est proposé au candidat.

Lépreuve orale comprend deux parties portant sur le programme :

— un exercice principal préparé pendant 30 minutes et portant sur I'une des trois parties suivantes du pro-
gramme : algebre, probabilités et analyse. De plus, une question de cours en rapport avec le théme de
I'exercice fait partie de I'exercice principal.

— un exercice sans préparation portant sur une partie différente de celle de I'exercice principal, permettant
de tester en temps réel les qualités de réactivité des candidats.
Rappelons que dans tous les cas, chaque candidat est interrogé en probabilités, soit au titre de 1'exercice
principal (20 a 25 minutes), soit a celui de 'exercice sans préparation (5 a 10 minutes).

Oraux ESCP
Nouveau format

Durée : 30 minutes de passage sans préparation.

Un exercice principal (= 20min) sans question de cours puis une question sans préparation portant sur une
autre partie du programme (5-10min).

Remarques

Le jury attend des candidats qu’ils commencent par annoncer les questions qu’ils ont réussi pendant la prépa-
ration, puis le jury choisit les questions que le candidat présente. Il peut interroger sur certaines questions non
réussies par le candidat avant que ce dernier n’ait présenté tout ce qu’il a réussi.

Penser a bien organiser vos notes pour qu’elles soient bien lisibles et utiles a I'oral (n’écrire que sur un coté,
annoter en gros les numéros des questions..).

Bien réfléchir a ce qui mérite d’étre dit, ne pas oublier des hypothéses. Tout ne doit pas étre écrit au tableau
mais plutét dit. Le temps est assez limité.

Nous avons fortement apprécié les étudiants qui remarquaient des incohérences dans leurs calculs, par
exemple : La variable est a valeurs de [0,1] et mon calcul me donne une espérance de 2. La fonction est
” positive et son intégrale est négative..

Rapport de Jury : Oraux, HEC 2021



e Il ne faut pas négliger I'informatique!!

Avec la derniere réforme du programme, l'informatique a encore gagné en importance. Si plusieurs can-

didats ont su bien traiter les questions d’'informatique, encore trop de candidats s'étaient contentés d'un

‘ survol rapide de la matiere, quand ils ne l'avaient pas délaissée totalement.

\ oo Presque tous les sujets comportaient une question d’informatique lors de cette session et cette proportion
” devrait continuer de croitre I'an prochain, le but étant que tous les candidats soient interrogés sur une par-

tie du programme d’informatique. Ces questions nous permettent d’évaluer Uesprit pratique et de relier les

mathématiques a des cas concrets.

Rapport de Jury : Oraux, HEC 2023
e Penser aux représentations graphiques.

\ Le jury attend des candidats qu'ils sachent tracer rapidement l'allure du graphe d’une fonction ou soient
o
\ - capables d'illustrer un raisonnement par un petit schéma.

Rapport de Jury : Oraux, HEC 2023

¢ HEC recommande de suivre la Journée de 1'Oral le mardi 14 mai 2025 de 9h a 15h.
Lien : HTTPS ://WWW.HEC.EDU/FR/JOURNEE-DE-L-ORAL-2025



™ Questions de cours s

Aussi, le jury de mathématiques réitere aux futurs candidats les recommandations qu'il avait faites dans

\ oo les rapports précédents : une tres solide assimilation du cours et une préférence pour le raisonnement plutét
” que pour la récitation de formules mal comprises.

Rapport de Jury : Oraux, HEC 2015

Quelques exemples de questions de cours posées ces dernieres années a 1’oral HEC.

Analyse

— Soient (u,) et (v,) deux suites de réels strictement positifs. Rappeler la signification de la relation v, = o (u,).

— Rappeler la définition d’'une série convergente. Montrer qu'une série a termes positifs est convergente si et
seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée.

— Indiquer pour quels nombres réels x les séries Y"1 X" et Y, nx" !

sommes respectives.

sont convergentes et préciser alors leurs

— Définition de la convergence d’'une série réelle (condition nécessaire et condition suffisante).
— Enoncer I'inégalité et le théoréme des accroissements finis pour une fonction réelle de variable réelle.
— Définition et propriétés d'une fonction convexe sur un intervalle.
—  Soit h une fonction numérique de classe ¢! sur un ouvert Q de R”.

i) Qu’appelle-t-on point critique de h?

ii) Qu’appelle-t-on point critique pour 'optimisation de /& sous contraintes d’égalités linéaires

851X =b
€6 :

g&pX) = by

— Formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n.

— Soit f une application de R” dans R qui est de classe C' sur R”. Donner la forme du développement limité &
I'ordre un de f en un point et pour (x, h) € R” x R", donner 'expression de la dérivée de I'application g définie
sur R et qui a ¢ € R associe g(t) = f(x+ th).

— Donner la définition et les principales propriétés d’'une fonction convexe sur un intervalle I de R.

Algebre

— Définition et propriétés d'une matrice inversible.

— Rappeler la définition d'une application surjective et d'une application injective.
— Sous-espaces vectoriels supplémentaires.

— Théoréme du rang pour une application linéaire entre deux espaces vectoriels.
— Définition des valeurs propres et vecteurs propres d'un endomorphisme.

— Soit f un endomorphisme de E, u un vecteur propre de f associé a la valeur propre 6 et P € R[x]. Exprimer
P(f)(u) en fonction de P,0 et u. Montrer que toute valeur propre de f est racine de n'importe quel polynéme
annulateur de f.

— Polyn6me annulateur : définition et propriété.

— Rappeler la définition du rang d’'une matrice. Discuter selon les réels a, b, c et d, le rang de [ Z Z l ?

— Donner deux conditions suffisantes de diagonalisabilité.

— Montrer que toute matrice de .4, (R) admet au moins un polynéme annulateur non nul.
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Inégalité de Cauchy-Schwarz. Cas d’égalité.
Théoréeme de Pythagore.
Définition et propriétés des endomorphismes symétriques.

Enoncer le théoréme concernant la réduction des endomorphismes symétriques d'un espace euclidien et dé-
montrer la propriété concernant les sous-espaces propres d'un tel endomorphisme.

Définition d'un projecteur orthogonal.

Les illustrations (représentations) graphiques de certains résultats de cours sont quasiment toujours ab-

sentes : ainsi par exemple, la visualisation dans l'espace a trois dimensions d’une projection orthogonale

\ DO" / sur un plan parallélement a une droite (théoréme de Pythagore) pose des problemes insurmontables a
) nombre de candidats.

Rapportde Jury : Oral HEC 2016

Probabilité

Enoncer la formule des probabilités totales.

Formule de l’espérance totale pour une variable aléatoire discréte X et un systeme complet d’événements (A;;) ;en= -
Définition de I'indépendance de deux variables aléatoires.

Donner la valeur de f; e~ dr.

Loi d’'un couple de variables aléatoires. Lois marginales.

Définition de la covariance et du coefficient de corrélation linéaire px y de deux variables aléatoires discréetes X
etY, prenant chacune au moins deux valeurs avec une probabilité strictement positive. Indiquer dans quels cas
px,yvautlou-1.

Rappeler la formule donnant une densité de la somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes et
les conditions sous lesquelles cette formule est applicable.

Définition du moment d’ordre k d’'une variable aléatoire réelle.
Rappeler I'énoncé du théoréme limite central.

a) Donner, pour tout réel v > 0, 'expression d'une densité de la loi y(v).
b) Dans le cas ou v est strictement supérieur a 2, donner une représentation graphique de I'unique densité de
le loi y(v) qui est continue sur R.

Définition et propriétés de la loi exponentielle.

Enoncer le théoréme de stabilité de la loi de Poisson pour la somme.

Enoncer le théoréme de stabilité de la loi gamma pour la somme.

Définition et propriétés de la covariance de deux variables aléatoires discretes.
Convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.

Loi faible des grands nombres.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Estimateur sans biais, convergent.

Soit Xj,..., X, des variables indépendantes suivant la loi de Bernoulli 2(p).
Rappeler comment I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir a partir de X,, = % 3 X; un intervalle
i=1

de confiance de p au niveau de confiance o (x €]0, 1]).



Py Exercice principal

Exercices a dominante algebre

Sujet 1

Décomposition polaire et contraction

e Questions de cours
Enoncer le théoreme concernant la réduction des endomorphismes symétriques d'un espace euclidien et démontrer

la propriété concernant les sous-espaces propres d'un tel endomorphisme.

Soit E un espace euclidien et |-l la norme euclidienne associée. Un endomorphisme f de E est appelé contraction
sipour tout x de E, | f(x) || < [l x|

1. Donner un exemple de contraction de E.
2. On suppose dans cette question que 'endomorphisme f est symétrique.
a) & Montrer que | est une contraction si et seulement si pour toute valeur propre A de f, ona |A| < 1.
b) Soit P un polyndme de R[x]. Montrer que pour tout x de E :
IP(H@I< sup [PA)]-[lx]l
AeSp(f)
ol Sp(f) désigne I’ensemble des valeurs propres de f.

3. On suppose désormais que f est un endomorphisme bijectif de E, et on note M sa matrice associée dans une
base 28 orthonormée de E.

a) Montrer que ‘MM est une matrice symétrique de valeurs propres strictement positives. En déduire qu’il
existe une matrice symétrique a valeurs propres strictement positives S telle que ‘MM = S2,

b) & Montrer qu'il existe une matrice orthogonale O telle que M = OS.
c) & Montrer que f est une contraction si et seulement si pour toute valeur propre A de S,ona [A| < 1.

Bonus Montrer qu'il existe un unique couple (O, S), O orthogonale, S symétrique a valeurs propres strictement posi-
tives, tel que M = OS.

Sujet 2

Normes subordonnées et conditionnement d'apres ESCP 2012

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et .4, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre n.
Soient A un élément de .4, (R) et B = ‘AA, ou ‘A représente la transposée de la matrice A.
On suppose R” muni de son produit scalaire canonique et de la norme euclidienne associée notée | - ||. Selon I'usage,
on confond tout vecteur de R” avec la matrice colonne canoniquement associée.

1. a) Montrer que B est une matrice symétrique réelle, qui vérifie pour tout X € R”, ’XBX = 0.

b) En déduire que les valeurs propres de B sont positives ou nulles.
Onnote A} <Ay <--- <A, ses valeurs propres avec A1 = 0.
IAX|
2. Onnote N(A)= sup ———.Montrerque N(A) =,/A,.
xern, xz0 |IXIl
3. On suppose dans cette question que A est inversible et on note :

CA) =N@AN(A™).
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a) & Déterminer N (A™!) en fonction des A;.
b) Exprimer C(A) en fonction des (A;).

¢) & Soit A une matrice telle que C(A) =1.
Montrer qu'il existe un réel p > 0 tel que pour tout X € R”, ||AX]| = plIX|I.

4. On suppose que A et B sont deux matrices réelles symétriques dont les valeurs propres sont strictement posi-
tives.

a) Montrer que pour tout X de R” non nul, ‘XAX > 0 et 'XBX > 0.
b) & Montrer que C(A + B) < max (C(A), C(B)).

Sujet 3

Somme de projecteurs et polyndmes de Lagrange d'apres ESCP 2011
Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et E un espace vectoriel réel de dimension #n. Soit # un endomorphisme de

E. On note I 'endomorphisme identité de E. On suppose qu'il existe k endomorphismes non nuls de E, p1, p2,..., pk
et k réels distincts A1, Az, ..., Ak tels que pour tout m de N :

k
u™ =% N"p; (o)
i1

it

a) Montrer que pour tout polynéme P de R[x], ona:

P(u) =

14

P(A) pi.

k
=1

b) En déduire que le polyndme M(x) = (x — A1) (x — A2) - -+ (x — Ag) est annulateur de u.
Qu’en déduit-on sur les valeurs propres de u?

A

2. Pour tout £ de [[1,k]], on pose : LyX) = [] (x l )
1<i<k \Ae—A;
i#0

a) Montrer que pour tout £ de [[1, k]l : pp = Lo(w).
b) Endéduire que Im py < Ker (u — A¢l), puis que les valeurs propres de u sont exactement les nombres A1, Ay, ..., Ag.
0 C.
3. Montrer que pour tout (Z, j) de [[1,kl1%, ona: piopj= { ST l_?f ]
pi Ssij=1
4. Montrer que u est diagonalisable.

5. Réciproquement, on suppose que u est un endomorphisme de E diagonalisable. Justifier qu’il existe des réels
A1, Az,...,Ap, des endomorphismes p1, p2, ..., pi vérifiant (s) pour tout m € N.

Sujet 4

Exemple de diagonalisation dans R, [x] d'apreés ESCP 2011

e Questions de cours
Donner la définition d'une valeur propre d’'une matrice et plusieurs caractérisations.

Soient les ensembles de matrices

S

1. a) Vérifier que le produit de deux éléments de ¢ appartient a 4.

:aeR*,Bt—:[R} et Jf:{[(l) E’]:ﬁeﬂ%}.

b) Justifier que toute matrice de ¢ est inversible, et que son inverse appartient a 4.



¢) & Montrer que, pour toute matrice G € ¢ n’appartenant pas a ./, il existe une matrice H € # telle que
H~!GH soit une matrice diagonale.
Pour toute matrice G = 2 € ¢, on définit 'application ®¢ qui, a tout polyndme P € R[x] associe le poly-

0
ndéme Og(P) défini sur R par
[@c(P)] (x) = P(ax+p)

2. a) Justifier que @g est un endomorphisme de R[x].
b) Pour G, G’ € ¥ et P € R[x], comparer @ (P) et D¢ (Pg (P)).

3. a) Soit n e N*. Soit G € ¢. Démontrer que le sous-espace vectoriel R, [x] des polyndmes de degré inférieur ou
égal a n est stable par &.
On note Wg la restriction de ®g a R, [x].

b) & Soit M, (G) = (mp,q)
générique mp 4.
On prendra garde au fait que les indices commencent a 0.

0<p,q<n la matrice de ¥ dans la base canonique de R, [x]. Expliciter le coefficient

¢) & Déterminer les valeurs propres de M, (G).
d) Expliciter M,,(G) lorsque G est une matrice diagonale.
4. a) & Soit Ge ¥ ¢ #. Justifier que W est diagonalisable.

b) Ecrirela matrice de passage de la base canonique de R, [x] 2 une base de vecteurs propres de W¢. Expliciter
une base de vecteurs propres.

Sujet 5

Dual d’'un espace euclidien D’apres oraux escp 2012

On considere un espace euclidien (E, (-, -)). On rappelle que pour tout a € E, 'application S, définie sur E par :
Se:E—=R, x—(x,a)

est une forme linéaire sur E.

1. Le but de cette question est de montrer que, réciproquement, pour toute forme linéaire f définie sur E, il existe
un unique vecteur a € E tel que f =S, et ce par deux méthodes différentes.
A cet effet, on considére I'application S définie sur E par S(a) = S,.

— A) Premiére méthode
a) Montrer que S est une application linéaire.
b) & Montrer que S est injective.
¢) & En déduire que S est un isomorphisme de E sur £ (E,R), et conclure.

— B) Seconde méthode
&, On considere (¢1,...,€,) une base orthonormée de E et f une forme linéaire sur E. Montrer qu'’il existe
une unique application S, telle que S, = f, et que a est donné par a = 5 f(€)e;.
i=1

2. & Pour tout entier naturel 7 non nul, montrer qu’il existe un unique polyndme P de R,[x] tel que pour tout
polyndéme Q de R, [x] on ait :

1
fo P(OQ(1)dt = Q(0).

3. On suppose qu'il existe un polynéme P de R[x] tel que pour tout polynéme Q de R[x], on ait :

1
fo P(1Q(r) dt = Q(0).

a) & Justifier I'existence d'un réel M tel que :

M

VnelN, .
n+l1

<

1
f P(H(1-1p)"dt
0

b) En déduire que notre hypothése est absurde.
Ce résultat est-il en contradiction avec les résultats précédents?



Sujet 6

Sous-groupe a un parametre d’apres oraux ESCP 2013, 2.02.

Question de cours. Donner la définition du projeté orthogonal.

Dans cet exercice E = R® est muni de sa structure euclidienne canonique.
Soit u = ( a b c ) € R3 tel que ||ull = 1. On note D = Vect(u) et p la projection orthogonale sur D.

Soit x € E.
a) Exprimer p(x) en fonction de u et x.

b) & Ecrire la matrice P de p dans la base canonique de E.

0 -c b
OnnoteM=| ¢ 0 —a | etfl'endomorphisme de E canoniquement associé a M.
-b a 0

3. Montrer que Ker f =D et Im f = D*.

a) & Exprimer M? en fonction de P et Is.
b) En déduire les valeurs propres de f2.
¢) & Lendomorphisme f est-il diagonalisable sur R?

. On pose pour tout ¢ réel g, = id +(sin t) f + (1 — cos 1) f2.

a) & Exprimer f3 en fonction de f.
b) Calculer g;o gy pour (t,1') € R%.
c) & En déduire que pour tout £ réel, g; est bijectif et déterminer son application réciproque.

Sujet 7

Endomorphisme symétrique de rang au plus 1 d’apres HEC 2016

1.

Question de cours.
Enoncer le théoreme concernant la réduction des endomorphismes symétriques d'un espace euclidien et dé-
montrer la propriété concernant les sous-espaces propres d'un tel endomorphisme.

Dans la suite de I'exercice, on considere un espace euclidien (E, (-|-)) de dimension n > 2.
On note T(E) 'ensemble des endomorphismes u de E qui sont symétriques, de rang inférieur ou égal a 1 et tels
que pour tout x € E, (u(x) | x) = 0.

Si a € E, on note u, I'application de E dans E qui a tout vecteur x de E associe u,(x) = (a| x)a.
a) Montrer que pour tout a € E, u, € T(E).
b) & Si a est un vecteur non nul de E, préciser les valeurs propres et sous-espaces propres de 1.

. Soit u# un élément non nul de T(E) et b un vecteur non nul de Im u.

a) & Vérifier que b est vecteur propre de u pour une valeur propre y = 0.
b) & Montrer que pour tout vecteur x de E, u(x) = # (x| b)b.
¢) En déduire qu'’il existe un vecteur a de E tel que u = u,.

d) & Lapplication ¢ de E dans T(E) qui a a associe @(a) = u, est-elle surjective? injective?

. Soient a un vecteur non nul de E et f un endomorphisme de E.

a) Pour x € E, expliciter f o u,(x).
b) & Montrer que f o u, est symétrique si et seulement si a est vecteur propre de f.

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f o u, appartienne a T(E).

. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) € E? pour que

Ug© Up = Up O Ug.



Sujet 8

Décomposition LU et matrice de variance-covariance d'aprés HEC 2013

1. Question de cours.
Si X et Y sont deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2. Expliciter V(X +Y). Généraliser a n va-
riables.

Soient 7 un entier de N* et A = (al-,j) la matrice de .4, (R) telle que pour tout (i, j) € [1,n]%, ona:

1<i,jsn’

a;,j =min(i, j).

a) SoitL=(0;;),, ., une matrice triangulaire inférieure et U = (u; j),; ;, une matrice triangulaire supé-

rieure. On pose: M =LU = (m,;j)lsl. j<n’ Montrer que pour tout (i, j) € [[1, nll%, ona:
min(i, j)
mij= Y. k.
k=1

b) En déduire I'existence d'une matrice triangulaire supérieure T telle que A = 'TT.
¢) & Montrer que les matrices A et T sont de méme rang.
d) Justifier que A est diagonalisable et déduire des questions précédentes que ses valeurs propres sont toutes
strictement positives.
e) & Justifier I'inversibilité de A et déterminer son inverse.
. Python

Ecrire une fonction An python qui prend en argument 7 et renvoie la matrice A de taille 7.
Vérifier la cohérence de vos résultats avec le test :

>>> An(5) >>> np.linalg.inv(An(n))

array ([[1., 1., 1., 1., 1.1, array ([[ 2., -1., 0., 0., 0.1,
(1., 2., 2., 2., 2.1, [-1., 2., -1., 0., 0.1,
[1., 2., 3., 3., 3.1, [o., -1., 2., -1., 0.1,
[1., 2., 3., 4., 4.1, [ 0., 0., -1., 2., -1.1,
[1., 2., 3., 4., 5.11) [ 0., 0., 0., -1., 1.11)

. Soient p €]0,1] et X;,Xo,...,X,, n variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q,</,P), indépen-
dantes et de méme loi de Bernoulli de parametre p.

On pose pour tout k € [[1, n]], Sy = fX,-.
i=1

On note Zg la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire (S1,S»,...,S;) définie par
Isedn® et Vi, jelll,nll, Zs;;=Cov(s;,S;).

a) & Montrer X est diagonalisable et que les valeurs propres de Zg sont toutes positives.
b) Pour tout (i, j) € [[1, n]]?, déterminer Cov (S;,S;).

c) Exprimer Xg en fonction de A.

Exercices a dominante analyse

Sujet 9

Recherche d’un équivalent par le Lemme de Cesaro

On admet la propriété suivante :

Si la suite réelle (u,,) ,eny converge vers le nombre réel L,
(£2) : | alorslasuite (V) ,en+ définie par:

1
vneN*, Vy=<(ug+uy+-+up1)

converge aussi vers L.

On se donne deux nombres réels a et 3 tels que 0 < a < f3. Soit (1) ,en 12 suite réelle définie par :

1+a.u,

up>0 et VneN, u =Up——
0 n+1 n1+ﬁ-un
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1. Question de cours. Convergence et divergence des suites réelles monotones.
2. Dans cette question seulement, on suppose ax =1 et = 2.
a) Etudier les variations de la fonction f définie sur R*par :

1+x
1+2x

fx)=x

b) Ftudierla convergence de la suite (u,) ;en-
¢) Ecrire un programme en Python qui prend en argument ug et renvoie 1.
3. Dans le cas général, prouver que la suite (u,) ,cn converge et donner sa limite.

4. On pose, pour tout neN, v, =1/uy,.
Prouver que la suite (v,,4+1 — V) nen CONverge vers f — a.

5. En utilisant la propriété (£2), déduire du résultat précédent un équivalent de u, de la forme ﬁ lorsque n tend
vers +o0o, oll g est un réel strictement positif.

6. Discuter en fonction du réel y € R, la convergence de la série )" u,".

Sujet 10

Convexité et fonctions de plusieurs variables
Soient n e N* et f une fonction de R” dans R. On dit que f est convexe si et seulement si :

VA€[0,1], V(x, )€ (R”)Z, FAx+A =N <Af()+ A=A f().

On munit R” de sa structure euclidienne usuelle et on note ¢,) son produit scalaire canonique.

1. Question de cours.
Développement limité d’ordre 1 au point @ € R” pour une fonction f de classe €' sur R".

2. On considere les fonctions f, g et h définies sur R? par

2 2 2 2 2 2
fx,x) =x1"+x2°, glx1,x2)=x1"—x2" et h(x;,x)=-x1"-x".

Associer a chaque fonction sa surface et conjecturer si les fonctions précédentes sont convexes ou non.

0.5
-1.0 1.0 -1.0

1.0

3. a) Soient fj et f> deux fonctions de R” dans R convexes et o € R.
Les fonctions suivantes sont-elles convexes : fi + fo,afi, min(fi, f2) et max(fi, f2)?
On pourra s'aider de représentations graphiques.

b) Lorsque n =1 a-t-on fj o f> convexe?
4. Soit f une fonction convexe et de classe € 1 sur R”. Pour tout (x,h) € ([Rz")z, soit g, 5 la fonction de R dans R
définie par: g, ,(f) = f(x+ th).
a) Montrer que gy j, est convexe sur R.
b) Montrer que g, j est dérivable sur R. Exprimer pour tout ¢ € R, g; , (1) en fonction des dérivées partielles
de f.
¢) En déduire que V(x,y) € (R™)?, (Vf(x),y—x)< f(y)— f(x), ou Vf(x) estle gradient de f en x.

d) Soit a un point critique de f. Montrer que f admet un minimum global au point a.

11



5. Dans cette question, soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n et soit f la fonction de R” dans R définie
par: f(x) = %(Ax, x).

a) Vérifier que f est bien de classe €' sur R". Montrer que :
VxeR", Vf(x)=Ax.

b) En déduire que si f est convexe, alors toutes les valeurs propres de A sont positives.

c) Reprendre les exemples de la question 2.

Sujet 11

Exemple de matrice symétrique et recherche d’extrema d'aprés HEC 2012

1. Question de cours.
Donner deux conditions suffisantes de diagonalisabilité d'une matrice de .4, (R). Dans les deux cas, préciser les
propriétés des sous-espaces propres.

X
Dans tout I'exercice, on associe a tout vecteur u = (x, , z) € R%, la matrice-colonne U= | y
z

On considere des réels a, b et ¢ strictement positifs et la matrice

-b b a
A= b -c ¢
a c -a

N

2. Montrer que I'application ¢ définie sur R® x R3, a valeurs réelles, telle que ¢(u, v) = “UAV est une forme bilinéaire
symétrique.
3. a) Soit u =(1,0,0) et v =(1,1,1). Déterminer les signes de ¢(u, u) et @(v, v) respectivement. L'application ¢
est-elle un produit scalaire sur R3?

b) & Montrer que A admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement négative.
(on ne cherchera pas a les calculer).

4. Soit f la fonction de R® dans R définie par : f(x, y, z) = xe + ye® + ze*.

a) Montrer qu'un point critique (X, y, z) de f vérifie les conditions : Xxjyz=—-1,%¥< 0,7 <0 et Z < 0. Donner un
point critique de f.

b) & Lafonction f admet-elle un extremum local?

Sujet 12

Une étude en dimension infinie d'apres HEC 2012

1. Question de cours. Sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Soit E I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur R et Eq le sous-ensemble de E constitué des fonctions
continues s’annulant en 0. Soit £ €]0, 1[ et ¢, : Eg — Eg définiepar: Vf € Ey, VxeR, () = fx)—f(tx).

2. a) Montrer que Ej est un sous-espace vectoriel de E et que ¢, est un endomorphisme de Ey.
b) Déterminer un sous-espace vectoriel supplémentaire de Eq dans E.
¢) Montrer que 'endomorphisme ; est injectif.

3. Soit g une fonction de Ej telle que :
IK>0, VixyeR,  |gx)-gyl<Klx-yl

a) Soit f € Eg vérifiant ¢;(f) = g. Montrer que :

n-1

vneN*, VxeR, f(x):Zg(th)+f(t"x).
k=0
+oo
En déduire que : VxeR, fo=> g(th).
k=0

12



b) Montrer que g admet un unique antécédent pour ;.

4. Trouver I'ensemble des fonctions f € E telles que: Vx € R, fa)=2fx)+f( tzx) =X.

Sujet 13

Application de I'inégalité des accroissements finis d'aprés HEC 2013

1. Question de cours. Inégalité des accroissements finis pour une fonction réelle d'une variable réelle.

Soit f une fonction définie et continue sur ]0, 1], a valeurs dans R, telle que 'intégrale fol f(t)dt soit convergente.
Pour tout entier n = 1, on pose :

un(f) = k;f(S) - nfol Flode.

a) Proposer une interprétation de ””’if ) en terme d’aires et indiquer sa limite lorsque n tend vers +oco, dans le

cas ol f admet un prolongement continu au segment [0, 1].

b) On suppose dans cette question que f est la fonction t— 2.
Calculer u,(f) et vérifier que la suite (1, (f)), - €St bornée.

2. Dans cette question, f est continue positive et croissante sur ]0, 1].

1
a) Justifier la convergence de I'intégrale f fndz.
0

b) & Montrer que la suite (1, (), .+ €St positive et majorée.

neN

3. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que si f admet un prolongement de classe €' au seg-
ment [0, 1], alors la suite (u,,(f)) -~ €St bornée.

4. & Pour tout réel o, on note fy la fonction définie sur 10, 1] par f,(¢) = .
1
Déterminer pour quelles valeurs de o I'intégrale f fa()dr est convergente et la suite (uy (fa)),,ep+ DOINEE.
0

5. Proposer un programme python pour tester la cohérence de vos résultats.

Sujet 14

Endomorphisme en dimension infinie d'apres ESCP 2011 ex 2

On désigne par E = €(R,R) I'espace vectoriel des applications continues de R vers R. A tout f de E, on associe
l'application g = ®(f) définie par : g(0) = f(0) et pour tout réel x non nul,

1 X
glx) = % _xf(t)dt.

1. a) Vérifier que la fonction g ainsi définie est un élément de E, ce qui permet d’envisager ® comme une appli-
cation de E dans E.

b) Pour tout x de R, justifier I'égalité : g(x) = % f_ll f(xu) du. Montrer que g est une fonction paire et simplifier
I'expression de g lorsque f est une fonction paire ou lorsque f est une fonction impaire.

2. a) Montrer que ® est un endomorphisme de E.
b) Montrer que ® n’est pas injective et préciser son noyau.
¢) Soit f e Eet g =®(f). Montrer que g est dérivable en tout point x de R* et préciser g'(x).
d) Montrer que ® n’est pas surjective.

3. Soit A € R*. On souhaite déterminer E) = Ker (® — Aidg).

a) Soit f € Evérifiant ®(f) = A f. Montrer que f est paire, dérivable sur R} et R*, et telle que : Vx € R*, Axf'(x) =
1-Nf.

b) En déduire 'expression de f(x) pour x € R} et x e R*.

¢) En déduire la forme possible de f selon A € R*.

d) Conclure en précisant E) selon A € R*.

13



Sujet 15

Soit A un sous-ensemble de N. On définit la suite (a;) ,en par: d'apres ESCP 2011
1 sineA
ap = .
0 singA

1. Montrer que pour tout x de] —1,1, la série }_, a,x" est convergente. On note alors f (x) = :z:oanx". Dans la suite
de I'exercice, on s’intéresse aux parties A de N pour lesquelles xhj{l* (1 - x) fa(x) existe. On note < 'ensemble de
ces parties et P(A) cette limite.

2. a) Montrer que @,N appartiennent a &/ et calculer P(@) et P(N).

b) Montrer que si A et B sont deux parties de «f telles que A < B, alors P(A) < P(B).

¢) Montrer que A € o = P(A) appartient a [0, 1].

d) SoitA,B e o telles que ANB = @. Montrer que AUB € «f et calculer P(AU B).

e) Montrer que Ac€ of = A € of et calculer P(A).

f) Montrer que 2N, 3N +5 € « et calculer P(2N) et P(3N + 5).

g) Montrer qu'il existe une suite (A,) e d'éléments de 7, deux a deux disjoints, pour lesquels

P(UAn) # X P,

n=0
3. Dans cette question, on prend A= {n? : neN} ={0,1,4,9,...}.
a) Vérifier que fj(x) = T
n=0

b) Al'aide d'une comparaison série/intégrale, déterminer un équivalent de fy (x), lorsque x est au voisinage
del.

¢) En déduire que A € of et déterminer la valeur de P(A).

Sujet 16

Regle de Raabe-Duhamel

Pour tout A € R, on dit que la suite réelle strictement positive (u,) ,en+ Vérifie la relation (Ey) lorsque :

u A 1
RN S|
Up n n

1. Soient p € R et la suite (v,,) définie par: VneN*, Uy = %
Justifier que la suite vérifie une relation E, (avec A & déterminer). Rappeler la convergence de la série )" v,,.
2. & Soit A < 0. Montrer que si la suite (u;,) vérifie (Ey), alors la série ¥ u,, diverge.
3. Soit (uy) une suite qui vérifie (E)) avec A > 1. On choisit { tel que A > > 1 et on considére a nouveau la suite
Wnnens = (7P)  cpye-
a) Montrer que ug—:l - vg—;l = % +0 (%), ol p est un réel, indépendant de n, a déterminer.

b) & Justifier I'existence d’un entier naturel N tel que, pour tout # = N, on ait

u v
n+1 < n+1 )

Up Un

¢) & Prouver que la série . u,, converge.

4. Soit (u,) une suite qui vérifie (E)) avec 0 < A < 1. Montrer que la série Y u,, diverge.

5. Exemples

14



-1, ) . L.
a) Pour n =2, onpose w, =+v(n-1)! nn sin (\/LE) Déterminer la nature de la série }_ w,,.
k=1

b) Peut-on appliquer le critere précédent a la suite (y},),, définie sur N* par y, = ll(n(ln(n)z) ? Justifier que la

série ) y, converge. Commenter.

Soit f la fonction numérique définie sur R" par

n
f(xl,...,xn):exp(n+1— Zxk)

1. Montrer que f est de classe €2 sur R".

Sujet 17

n
+Zexk.

k=1 k=1

2. Déterminer le gradient V f de f. En déduire que f admet un unique point critique noté x.

3.

a) Calculer la hessienne V2 f(X) de f en ce point critique.

b) En déduire f admet en X un minimum local.

¢) Ce minimum est-il un minimum global sur R"?

. n
4. Donner les extrema sous la contrainte ¥ xj = 1.
k=1

5. Vérifier la cohérence des résultats de la question 4. a 'aide des lignes de niveau suivantes.

def f(x1,x2):

return np.exp(3-x1-x2)+np.exp(xl)+np.exp

(x2)

x=np.linspace(-1,3,200)
X, Y np.meshgrid(x,x)
Z=£(X,Y)
C=£f(1/2,1/2)+np.linspace(-3,6,10)
graphe plt.contour(X,Y,Z,C)
plt.clabel (graphe)
plt.axis(’equal’)
plt.xlim(-1.4,3)
plt.ylim(-1.4,3)
plt.show ()
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Exercices a dominante probabilité
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def f(x1,x2,x3):
return np.exp(4-x1-x2-x3)+np.exp(xl)+np.
exp (x2)+np.exp (x3)

x=np.linspace(0,0.6,200)

X, Y np.meshgrid (x,x)
Z=f(X,Y,1-X-Y)

graphe plt.contour(X,Y,Z,30)
plt.clabel (graphe)
plt.axis(’equal’)

plt.show ()

Sujet 18

Nombre de racines d'un polynéme a coefficients aléatoires

1. Question de cours. Ordre de multiplicité d'une racine d'un polynoéme.

Soient U et V deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2, «/,P), indépendantes et de méme
loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Pour w € Q, on note Q,, le polyndme défini par: Q,, = X? - 2U ()X + V(w).

15



2.

5.

6.

Ecrire une fonction python Nbre () qui simule les variables U et V et donne le nombre de racines du polynome
Q,, ainsi obtenu.

On pose :
°* A={weQ;lepolyndme Q, possede une racine double }
e B={weQ;lepolyndbme Q, posséde deux racines réelles distinctes }.
a) Montrer que U2 est une variable aléatoire 4 densité et en déterminer une densité.
b) & Donner la valeur de P(A).
a) & Estimer P(B) a’aide du test suivant :

m=50000
c=0 # Réponse
for i in range(m):

c+=Nbre () >>> 0.66512

print (c/m)

b) Montrer que P([U>V]) = 1.
¢) & Comparer P(B) a 1.
Onpose:Z=U?-V.
a) Déterminer une densité f; de la variable aléatoire Z.
b) Calculer P(B).

Pour w € Q, on pose : R, = X° —2U(w)X? +V(w). Quelle est la probabilité que le polynéme R, admette une racine
multiple?

Sujet 19

Autour des lois exponentielles D’apres HEC 2006

1.

Question de cours. Définitions et quelques propriétés des lois exponentielles.

Dans la suite de I'exercice, toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace proba-
bilisé (Q, o7, P) et a valeurs réelles.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes, a valeurs positives, ou1 Y suit une loi exponentielle
de parametre A > 0 et X possede une densité.

a) Montrer que la variable aléatoire Y—X posséde une densité et expliciter une telle densité en fonction d'une
densité de X et de A.

b) En déduire une expression de P([Y > X]) sous la forme d'une intégrale et trouver une application f de R
dans R, telle que P([Y > X]) = E(f(X)).

c) P([Y >X]) peut-elle étre nulle?

Soient X;,X»,Y trois variables aléatoires indépendantes, a valeurs positives, possédant des densités ou1 Y suit une
loi exponentielle de parameétre A > 0. On suppose que X; posséde une densité bornée. Montrer que

P(Y>X; +X]) =P([Y>Xi)P([Y>Xz]).

Quelle propriété a-t-on ainsi généralisé?

. Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et (Xj,...,X;) un systeme de n variables aléatoires indépendantes, toutes

de méme loi exponentielle de parametre A > 0. On pose M = max Xk
sksn

b) En déduire la valeur de P (

a) Calculer P (

X; > ¥ X
=2

M>%fx4)
k=1

. Ecrire un programme Simu qui simule la variable aléatoire I[M , 4 _ . Anticiper la réponse au code suivant.

>3 Y Xil
250k

n=0;m=10000

for i in range(m):
n+=Simu ()

print (n/m)
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Sujet 20

Transformée de Laplace - Inégalité de Chernoff d’apres HEC 2006
On consideére une variable aléatoire X a valeurs dans R; on notera Ly la fonction, définie sur R* par
VieRY, Lx(t)=E(e™).

On dit que Lx(#) est la transformée de Laplace de X.

1. Déterminer les transformées de Laplace des lois suivantes : loi uniforme sur [-1;1], loi normale centrée réduite
A(0,1). Vérifier que pour chacune de ces lois, on a

Ix(0)=1, Li(0)=EX) et LY(0)=E(X?).
2. & Montrer que, pour tout ¢ € R} tel que Lx () existe et pour tout x € R on a I'inégalité suivante :
P(X> x) <Lx(n)e™ "™

3. SiXy,...,X, sont indépendantes et de méme loi telles que leur transformée de Laplace existe, calculer la trans-
formée de Laplace de X +--- +X,,.

4. Onnote A(t) =InlLx(#), et on considere la variable aléatoire X définie par

X+ +Xy
- .

X=
Montrer que, pour tout ¢ € R} tel que Lx () existe et pour tout x € R on a I'inégalité suivante :
InP(X > x) < —n(tx— A(1).
5. En déduire que si on note A*(x) = Sup g+ (£x — A(1)) on peut optimiser cette inégalité, par

PX>x) <e ™MW,

Sujet 21

d’apres HEC 2012

1. Question de cours. Définition de la covariance et du coefficient de corrélation linéaire pxy de deux variables
aléatoires discretes X et Y.

Dans tout I'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. Lorsque cela est possible, on définit la matrice
de variance-covariance d’'une famille (Xi,...,X;) de variables aléatoires comme la matrice de taille n x n dont le
coefficient en position (i, j) est donné par cov(X;,X;).

2. Pour r € R, soit M, la matrice de .4, (R) définie par :

1 r r r
r 1 r r
M, = r r 1 r
rr r - 1

a) Montrer que (1-r) est une valeur propre de M, et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.
b) Trouver une matrice diagonale semblable a M.

¢) Pour quelles valeurs de r, I'application (x, y) — XM, Y est-elle un produit scalaire sur R” 2
X etY désignent les matrices-colonnes dont les composantes sont celles des vecteurs x et y dans la base cano-
nique de R".

3. Soit Zy, Z», -+, Zy, n variables aléatoires discretes définies sur un espace probabilisé (Q2, «/,P), indépendantes
n
et possédant toutes une variance égale a 1. On pose : Z = % Y Zk.
k=1

17



4.

a) Calculer pour tout a € R, V(Z; + aZ) et cov(Z + oZ,Z, + oZ).

b) Montrer que pour tout « € R, il existe un réel c, tel que la matrice de variance-covariance du vecteur aléa-
toire (cq (Z1 +0Z),...,cq (Z, + aZ)) soit égale a une matrice M, définie dans la question 2.

Déduire des résultats précédents que M, est la matrice de variance-covariance d'un vecteur aléatoire discret si

et seulementsiona: ﬁ srs<l.

Sujet 22

Développement dyadique d'un nombre

Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement, I’espérance et la variance d’'une variable aléatoire
définie sur un espace probabilisé (Q, </, P).

1.

ok DN

6.

Question de cours. Définition de la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.

Soit (X;) ,en Une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur I'espace probabilisé (Q, «/,P), suivant
toutes la loi de Bernoulli de parameétre %
On définit la suite de variables aléatoires (Z;,) ,en par les relations :

Ty +X
Zo=" et VneN*, znz%.

Ecrire une fonction d’entéte sim_Z(n) qui simule la variable Z,,.
Pour tout n € N, calculer E(Z,) et V(Z,,).
Pour tout n € N*, exprimer Z,, en fonction des variables aléatoires Xg, X, ..., X,.

&; Al'aide des codes suivants, conjecturer la loi de 2"*!Z,,. Prouver la conjecture.

m=20000
Ech=np.zeros(m)
for i in range(m): 010
Ech[i]=2**(n+1)*simu_Z(n)
classe=np.linspace(0,2**(n+1),
2*¥*(n+1)+1)-0.5 006
plt.hist(Ech,bins=classe,
density=True, rwidth=0.8)
plt.show() 002
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&, Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,,) ,en converge en loi vers une variable aléatoire a densité dont
on précisera la loi.

Sujet 23

Soient n un entier supérieur ou égala 2 et p €]0, 11.
On considére une urne U, contenant des boules blanches et des boules noires, la proportion de boules blanches étant
égale a p. On effectue n tirages avec remise dans I'urne Uy.
Si le nombre de boules blanches tirées dans Uy est égal a i, on fabrique une urne U; contenant i boules blanches

18



et n— i boules noires. On effectue alors n tirages avec remise dans I'urne U;. On fabrique de méme une urne U,
contenant n boules avec un nombre de boules blanches égal a celui obtenu lors des n tirages dans Uy, les autres
boules étant noires. On procede de la méme fagon pour fabriquer une urne Us a partir de I'urne U,, une urne Uy a
partir de I'urne Us, etc... On note Ty le nombre de boules blanches tirées dans 'urne Uy.

1.

Expliquer et compléter les codes suivants qui permettent de simuler la variable Ty.

i t d d
import random as T def simulationT(k,n,p):

i=1
T=tirage(n,p)
while i<=k:
i+=1
T=tirage( ... , ... )
return T

def tirage(n,q)
c=0
for i in range(n):
if rd.random()<q
C+=1
return C

Que fait le programme suivant?

def Bidule(k,n,p):
m=5000
S=0
for i in range(m):
S+=simulationT (k,n,p)
return S/m

Pour tout k € N, calculer la valeur de E (Ty.).

On pose Zy =Ty (n—Ty).

4. Calculer E (Zy).

5. Justifier que

n-1
VkeN, E(Zk+1) = TE(Zk)-

Exprimer E (Z) en fonction de n, p, k et montrer que klim E(Zy) =0.
—+00

n-1 n-1

Montrer que E(Zy) = ) iP (T = i). En déduire que klim Y iP(T=1)=0.

i=1 Tt =)
Montrer alors que lim P (T =n)=p.
k—+00
Conclure en montrant qu’en répétant le procédé un grand nombre de fois, la probabilité qu’a partir d'un certain
rang, les urnes Uy ne soient constituées que de boules blanches est égale a p.

Sujet 24

Probabilité et optimisation d’apres HEC 2006

1. Question de cours

Donner deux conditions suffisantes de diagonalisabilité d’'une matrice carrée réelle.

On considére trois variables aléatoires réelles X;,X, et X3, définies sur le méme espace probabilisé (Q, </, P),
centrées et admettant un moment d’ordre 2.
On définit la matrice M € .43 (R) par

M = (m;,;) avec V(i j)€[1,31°, m;;=E(XX;).

1<i,j<3’

2. Montrer que la matrice M est diagonalisable.

Dans cette question seulement, on suppose que les variables aléatoires X;,X5,Xs sont discretes et indépen-
dantes. Que peut-on dire de la matrice M ?

Montrer que les valeurs propres de M sont positives ou nulles.

Dans la suite, on suppose que

2 -1 -1
M=| -1 2 -1
-1 -1 2
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5. Déterminer les valeurs propres de M.
6. Soit Z une variable aléatoire d’espérance nulle; on considere la fonction ¢ : R — R définie par
Y (x1,%2,%3) €R®, @ (x1, X2, x3) = E[(Z— 11X1 — x2Xp — x3X3)?] .
Déterminer la matrice Hessienne de ¢ en (x1, X2, x3).

7. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ admette un minimum en (;, a2, a3) est

o E(ZXy)

M| a2 | =| E(ZX3)
o3 E (ZX3)
Sujet 25

Estimation

Soit g un réel supérieur ou égal a 1 que I'on cherche a estimer.
Soient (X;,) ,>1 et (Y),»1 deux suites de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé (Q, «/,P).
On suppose que les suites de variables aléatoires (X;;),>1 et (Y,),>1 sont mutuellement indépendantes, que chaque
X, suitla loi uniforme sur [0, p] et que chaque Y, suit la loi uniforme sur [0, 1].
Pour tout 7 € N*, on pose : Z,, = min (X;;,Y,,). On pose alors, pour n € N* :

1 n
Tp=—)_ Z.
n =1

On note aussi @, la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

1. Montrer que Z; est une variable aléatoire a densité; déterminer sa loi et calculer son espérance.

2. Ecrire une fonction d’entéte simulation(n, mu) qui, pour un entier n = 1 et un réel mu donnés, renvoie une
simulation de la variable aléatoire T,,.

@

& Montrer que la suite de variables aléatoires (T,), converge en probabilité vers un réel que I'on déter-

a)
minera.

b) & Déterminer un couple (a,b) € R? pour lequel T; = aT, + b est un estimateur sans biais de ﬁ
Est-il convergent?

a) & Montrer que V(Z;) < ﬁ

b) Soit o un réel de ]0,1[. A 'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, construire, pour 7 assez grand, a
l'aide de T, un intervalle de confiance pour % au niveau de confiance 1 — a de la forme [U,, V;,].

¢) Construire alors, pour n assez grand, un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1 -« al'aide
deU,etV,.

a) Justifier que (T,), converge en loi. Préciser la loi limite.

b) En déduire un intervalle de confiance asymptotique de 1/p de niveau de confiance a en fonction de n, T,

etty=0"1(1-a/2).

6. Al'aide des codes suivants, quel intervalle de confiance parmi les deux construits aux questions 4.b) et 5.b) vous
semble le meilleur?

def test(n,mu):
alpha=0.05

def test_asymp(n,mu):
ta=1.95 # pour le choiz alpha=0.05

e=np.sqrt (3/(n*xalpha))
Ttilde=3-6*simu_Tn(n,mu)
u=max (0, Ttilde-e)
v=min (1, Ttilde+e)

return u,v
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e=3*ta/(np.sqrt(n))
Ttilde=3-6*simu_Tn (n,mu)
u=Ttilde-e

v=Ttilde+e

return u,v



mu=2.5
N=np.arange (2,2000,20) 109
for n in N:
for i in range (120): 0.8+
u,v=test_asymp (n,mu)
plt.plot([n,nl,[u,v],’ro’) 0.6
# T pour Touge
for n in N: 041
for i in range (120):
u,v=test (n,mu)
plt.plot([n,n]l,[u,v],’bo?) 2]
# b pour bleu
plt.ylim(-0.1,1.1) 0.0
plt.show() 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

e La commande ss.norm. ppf (x,0,1) delalibrairie scipy.stats (alias ss) renvoie la valeur de o 1(x).

import scipy.stats as ss
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt 501

alpha=np.linspace (0.001,0.1,100) 401
A=np.zeros (100)
B=np.zeros (100)
for i in range (100):
A[i]=3%*ss.norm.ppf (1-alphali
1/2,0,1) 201
Bl[il=np.sqrt (3/alphalil)

30 A

plt.plot(alpha,A,’r’)

plt.plot(alpha,B,’b’)
plt.show ()
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Exercices sans préparation | @,L

La question sans préparation révée est une question courte, ouverte, parfois volontairement vague, ré-
clamant une initiative du candidat (étude de cas particuliers, choix d'une hypothese supplémentaire, for-
\ = mulation d’'une conjecture,...) et permettant des réponses partielles. L'objectif est de tester la capacité du
» candidat a mobiliser 'ensemble de ses connaissances et de son savoir-faire pour aborder un probléeme nou-
veau.
Rapport de Jury : HEC

Les exercices avec le symbole & seront traités en classe. Pour étre efficace, ne les cherchez pas en avance.

A dominante algebre

+ Exercice 1 Endomorphlsme 2
nilpotent
Soit ¢ un endomorphisme de R? tel que ¢ =0 ®) et @2 # 0.
Calculer le rang de ¢.
+ Exercice 2 d’apres l'oral s

ESCP 2022

Soit ¢ I'endomorphisme de .4, (R) défini, pour tout M € .4, (R), par :
M) = ‘M.
Déterminer la trace d’'une matrice représentative de .

d’apres I'oral

+4 Exercice 3 HEC 2006

Soit P € R[x] tel que P’ divise P.
1. Montrer que, si degP > 1, P” divise P'.

2. En déduire tous les polynémes de R[x] divisible par leur polynéme dérivé.

d’apres I'oral

o, .
+4 Exercice 4 HEC 2012

Soient n e N* et A € ./, (R).
1. Etablir 'existence d’'un polynéme non nul P € R[x] tel que P(A) = 0,,.

2. On suppose que la matrice A est inversible. Montrer que A~! s’écrit comme un polynéme en A.

d’apres I'oral

* Exercice 5 ESCP 2021

Soit A une matrice de .45 (R). On pose
C(A) = M€ 4, (R)|AM = MA}.
1. Vérifier rapidement que C(A) est un sous-espace vectoriel de .4 (R).

2. Déterminer :

max dimC(A) et min dimC(A).
A (R) At (R)
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d’apres l'oral

& .
++ Exercice 6 HEC 2014

&

Soit M une matrice de .#(R) non nulle telle que M? = 0. Montrer que M est semblable 2 la matrice

0 0 1
A= 0 0 O
0 0 O
S Exercice 7 d’apres 'oral

HEC 2015

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. Etablir 'existence d’'un polyndéme P non nul tel que P(f) = 0.

2. Prouver qu’il existe un unique polynéme annulateur de f de degré minimal et de coefficient dominant égal a 1.
Montrer que toutes ses racines sont valeurs propres de f.

3. Sion ne suppose plus E de dimension finie, tout endomorphisme admet-il un polynéme annulateur?

d’apres l'oral

+44 Exercice 8 HEC 2011

Soit E I'espace vectoriel des suites (1) ,en @ Valeurs réelles. Soit @ I'endomorphisme de E qui, a toute suite (1) ,en de
E, associe la suite (v;,) ,en définie par :

VnelN, Up=Up+1— Up.

1. Déterminer les noyaux de @, de ® o ® et de ®* pour k = 3 et leurs dimensions respectives.

2. Quelle est'image de ®?

+ Exercice 9 s

Justifier que si ¢ est un endomorphisme diagonalisable d’'un espace vectoriel E de dimension finie, son noyau et son
image sont supplémentaires dans E.

+ Exercice 10

1. Parmi les matrices élémentaires constituant la base canonique de .4, (R), préciser les matrices diagonalisables.

2. Exhiber une base de .4, (R) constituée de matrices diagonalisables.

+4 Exercice 11 &

Soient F et G, les deux sous-espaces vectoriels de R® définis par
F=Vect{(1,-1,1)} et G={(x,5,2)eR}|x+y=0}.

1. Expliciter un endomorphisme de R? dont le noyau et I'image sont respectivement F et G.

2. Peut-on le choisir diagonalisable ?

+4 Exercice 12
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Soient a € R* et ¢ un endomorphisme de R” dont P(x) = x(x — «) est un polynéme annulateur. Montrer que ¢ est
diagonalisable.

Diagonalisation

+4+ D Exercice 13 . )
simultanée

Soient E un espace vectoriel de dimension 7 et f, g deux endomorphismes de E. On suppose de plus que f admet n
valeurs propres distinctes. Etablir I'équivalence entre les énoncés :

i) Les endomorphismes f et g commutent;

ii) Les vecteurs propres de f sont des vecteurs propres de g.

++ Exercice 14 &

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et (ay, a,..., a,) € R" avec a; # 0 et a, # 0. On pose

o 0 ... 0 a

0 0 0 ap
A s

0 o0 0 ap

a  a an-1 an

Justifier que A est diagonalisable. Préciser les valeurs propres de A.

+4 Exercice 15 &

Soit ¢ un endomorphisme d'un espace vectoriel E qui commute avec tous les projecteurs de E.
1. Montrer que pour tout u € E\ {Og} est vecteur propre de ¢.

2. &% Endéduire que ¢ est une homothétie.

+4+4 Exercice 16

Soit A € ./, (R) admettant n valeurs propres distinctes. Justifier que I'application linéaire suivante est diagonalisable.
o MR — MR
’ M —  AM.

Polynomes

+4 D Exercice 17
de Lagrange

Soient neN* et ay,ay ..., ay, n réels deux a deux distincts. Pour tout i € [[1; n]], on pose

x—a
L= [] Koot Pio) = (x—a)Li0>
kel[1;n) 4 ~ Ak
k#i
1. Justifier que I'application ¢ définie par
n
VP,Q R, 1[x1%,  @P,Q) =) Plap)Qa)
k=1

est un produit scalaire sur R,_; [x] et (L;) je[1; €St une base orthonormée.

2. Justifier que I'application  définie par: V(P,Q) € Ry,,_; [x]?

n n
W(P,Q) =) Plxp)Qxp)+ Y P (x) Q' (xx)
k=1 k=1

est un produit scalaire sur Ry, [x] et (P;) ;1,4 €st une famille orthonormée.
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d’apres I'oral

+. Exercice 18 HEC 2013

Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté {:,-). On note .Z (E) '’ensemble des endomorphismes de E
et &/ (E) 'ensemble des éléments f de £ (E) qui vérifient :

VX, y)eE%,  (f(x),y)=—(x fO).

1. Que peut-on dire de la matrice d'un élément f € </ (E) dans une base orthonormée de E?
On note ¥ (E) 'ensemble des endomorphismes g de E qui commutent avec tous les éléments de < (E), c’est-a-dire
qui vérifient :
Vfed(B), fog=gef.

2. Montrer que lorsque la dimension de E est égale a 2,6 (E) est un plan vectoriel de £ (E) qui contient <f (E).

NS Exercice 19 Matrice Atilla

Soit un entier n = 2.
1. Préciser le spectre et une base de vecteurs propres de la matrice J € .4, (R) ne contenant que des « 1 ».

2. Méme question pour la matrice Jo 3 = o, +pJ ol (o, ) € R2.

+ Exercice 20

Soient A et B deux matrice symétriques réelles telles que les formes quadratiques associées ga et gp soient égales.
Justifier que A = B.
Pour rappel, la forme quadratique associée a une matrice A est l'application qa : X € M1 (R) — XAX € R.

Encadrement

. .
+ Exercice 21 de Rayleigh

Soit A une matrice symétrique de .4, (R). Justifier que
VXe .My (R),  |X]? -minSp(A) < "XAX < [|X[|? - maxSp(A),

ol || - || désigne la norme euclidienne canonique sur .4, ; (R).

Matrice définie

+ D Exercice 22 .
positive

On dit qu’'une matrice symétrique M de .4, (R) est définie positive si pour tout X € .4, 1 (R) non nul, on a "XMX > 0.
Montrer I'équivalence entre les quatre énoncés suivants :

i) La matrice M est définie positive.
ii) Lesvaleurs propres de M sont strictement positives.
iii) Il existe P orthogonale, D diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs, telles que M = PDP.

iv) Il existe une matrice R inversible et symétrique telle que M = R?.

+ Exercice 23 &

Soit A € /4, (R) symétrique. Justifier que I'application linéaire

0.] An® — M@
’ M — AM
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est aussi diagonalisable.
On pourra introduire le produit scalaire canonique sur 4, (R).

+ Exercice 24

Soient p et g deux projecteurs orthogonaux d'un espace euclidien E.
1. Justifier que pour tout x € E, (po go p(x),x) =0.

2. Montrer que po g o p est diagonalisable et que son spectre est inclus dans R™.

PSS Exercice 25

Soit p un projecteur d'un espace euclidien E.

1. Soient x, y € E. Justifier que x et y sont orthogonaux si et seulement si pour tout A € R, Hy + /\x|| = ||y“ .

2. En déduire que p est un projecteur orthogonal si et seulement si

VxeE  ||p@] <lxl.

A dominante analyse

+ D Exercice 26

Soit f : R — R, continue. On appelle point fixe de f, tout réel x tel que f(x) = x.
1. Montrer que f admet un point fixe si et seulement si f o f admet un point fixe.

2. Montrer que le nombre de points fixes de f est inférieur ou égal a celuide fo f.

+ Exercice 27

Soient f: R — R une fonction et a € Rf. On suppose que
Vx,yeR,  If(0)—-fI<lx-yl%

Montrer que f est continue sur R et méme constante si o > 1.

+4 Exercice 28

d’apres I'oral
ESCP 2018

Fonction
holdérienne

Soit P: R — R, une application polynomiale. A quelle condition nécessaire et suffisante sur le degré de P, P est une

application surjective?

+4+ Exercice 29

Soit f : R — R dérivable en 0 et vérifiant pour tous x, y réels

fx+y)=f)fQ).

1. Montrer que pour tout réel x, f est dérivable en x et

()= f) £0).

2. En déduire que soit f est la fonction nulle, soit il existe un réel a tel que pour tout x € R, f(x) = e?*.
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d’apres oral

+ Exercice 30 ESCP 2008

Représenter dans le plan muni d'un repere (O, 7, ) '’ensemble des points de coordonnées (a, b) tels que a > 0,b >0 et
la série de terme général u,, = a”/(1 + b") soit convergente.

+4 Exercice 31

Soit f : R —]0, +oo[ une fonction décroissante. Soit u la suite définie par la récurrence
up=1 et VneN, Ups1 =Un+ [ (Up).

Justifier que u, — +oo.
n—oo

+4 Exercice 32

Soit f, une fonction de classe %2 sur [0; 1]. Pour tout n € N*, on pose u,, = f(1/n). Justifier 'équivalence entre les deux
énoncés suivants :

i f(0)=0=f(0).

ii) Lasérie ) u, convergence absolument.

+4 Exercice 33

Pour tout n € N*, on définit la fonction polynomiale P, (x) = x> — 2nx + 1 et u,, comme la plus grande racine de P,,.

1. Justifier que la suite (u,,) ,en+ st bien définie. Ftudier la convergence de la suite (1) pen® -
On pourra regarder la limite P,,(1+ 1/y/n) lorsque n — +oo et P, (1).

2. Ecrire un programme python qui prend en argument n € N* et renvoie une approximation a 1073 de u,.

+4 Exercice 34

Soit f:N — N vérifiant f(0) = f(1) =0et
vneN, fn+2)=f(n+1)+ f(n)+n.
Calculer f(666).

Transformation

+4 Q Exercice 35 d'Abel

Soient (1) ,en €t (V) neny deux suites. On suppose que (vy,) ,en €st décroissante de limite nulle et que la suite de terme
général S, = ¥ uy est bornée.
k=0

1. a) Justifier que pour tout ne N

n n-1
Y ugvk =Y Sk Wk~ Vk+1) +Snvn—Sovi.
k=1 k=1

b) En déduire la convergence de la série Y u,v;,.

2. Etudier la nature de la série ¥.(-1)"/n.

+4+4 Exercice 36

On souhaite déterminer les fonctions f de classe € vérifiant
VxeR  fP)=f(x)

avec f(0) =1, f'(0) = f"(0) = 0.
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1. Soit r € RY. Justifier qu’il existe M, € R tel que
Vxel-r;rl,  If@I<sM,, If' )IsM; et [f"(0)I<M,.

En déduire que pour tous ke Net x e [-r;r],ona If(k)(x)l <M,.

R +00 x3j
2. ATlaide d'une formule de Taylor, en déduire que pour tout x € R, f)= G
j=o0 o))
+44 Exercice 37 &
On définit la suite (1) nen par
1
UeR et VneN, uyy= e Un
n+1

1. Etudierla convergence de la série ¥ u,.

2. Justifier qu’a partir d'un certain rang, la suite () ,en €st décroissante.

Equivalents de sommes

+ Exercice 38 .
partielles

|
1. Justifier'équivalent: y — ~ In(n).
k=1 n—+oo

n 1
2. Pour a €]0;1]. Donner un équivalent de Y. oy
k=1

n
3. Donner Y k% pour a e R".

k=1
. d’apres I'oral
+ Exercice 39 ESCP 2009
+o0o
Soit f une fonction positive et continue sur R* telle que fde=1.
0
Montrer qu’il existe a € R;. tel que f(a) =e™“.
+4+4 Exercice 40
Pour tout entier n, on pose
/4 n/2
I, = f sin(x)"dx et J,= f sin(x)" dx.
0 0
Etudier les limites des suites (I,,) neny €t Un) nen-
+ Exercice 41 &

Ftudier la suite (u,,) sery dont le terme général est donné par
fl dr
Up=| ——.
"o 142+ m

d’apres l'oral

e o Exercice 42 HEC 2014

Soit (1) ey 1a suite définie par :

vneN, U, = f ! (tan x)"**? dx.
0

1. Montrer que la suite (u,) ,cn €St convergente.
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2. Calculer u;+2 + ;. En déduire la limite de la suite (u,) e €t un équivalent de u;, lorsque n tend vers +oo.

S Exercice 43 R§stes de
Riemann

Soit a > 1. Quelle est la nature de la série de terme général

un = Z — ?
k=n k<
> Exercice 44

Pour a € R*, on définit les fonctions f et g, sur R? et (R})” par

x y (x-y?
xy) =e*(x+y*+e") et Xy =42
floy)=e*(x+y +e’) ga(x,y) PR
Donner le nombre de points critiques de ces fonctions.
+ Exercice 45 Notation de

Monge

Soit f une fonction de classe ¢’ sur un ouvert & de R%. Pour (a, b) € R?, on note H(, ) la matrice hessienne de I'appli-
cation au point (a, b).

ros

st ] ’

Supposons que (a, b) € € est un point critique de f. Justifier que

Hea,p =

1. Sirt—s?<0, alors f(a, b) est un point col.

2. Sirt—s?>0, alors f(a,b) est un extremum local. Dans ce cas, si r < 0, alors f(a, b) est un maximum local et, si
r >0, alors f(a, b) est un minimum local.

+4 Exercice 46

Soient n € N\ {0; 1} et f la fonction définie sur R” par :

f(x1’x2;-'-)xn): Z xl‘x]‘.
1<i<jsn

1. Vérifier que f est de classe €2 sur R" et exprimer M la matrice hessienne comme combinaison linéaire de I, et ]
ol J est le matrice de .4, (R) ne contenant des 1.
2. Justifier que f n'admet pas d’extrema locaux sur R”.

3. a) Exprimer f(x) en fonction de la matrice hessienne M et de la matrice colonne X dont les coefficients sont les
coordonnées de x dans la base canonique.

b) En déduire les extrema de g définie sur R” \ {Og»} par

fx

(x) = —.
AT

+4 Exercice 47

Soient a, b et c, trois réels strictement positifs. On définit sur R3, la fonction f par
f, 9,2 =xyz.
Déterminer les extrema globaux de f sous les contraintes

ax+by+cz=abc, x=20, y=0, z=0.
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A dominante probabilité

+ Exercice 48

Soit X une variable aléatoire a valeur dans N telle que
VneN*, APX=n+1)=9PX=n)-2PX=n-1).

Donner la loi de X, préciser son espérance et sa variance, si elles existent.

+ Exercice 49

Soient U et V deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, «/,P) avec U et V suivant une loi
uniforme sur {—-1;0; 1}. Pour tout w € Q, on définit N(w) comme le nombre de racines du polynéme

Qo (X) = X% +2U(w) x + V(w).

1. Proposer un programme python qui simule N.
2. Donnerlaloide N.

<+ Exercice 50

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.
1. Calculer le minimum de la fonction a € R— E (X - a)?).

2. Soit f une fonction définie sur R telle que :
Vx,yeR,  |f0)-fy)|<lx-yl

Montrer que V(f (X)) existe et que V(f (X)) < V(X).

+4+ D Exercice 51

Soient A et B deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes avec A de loi de Pois-
son de parametre A et B de loi géométrique de parametre p €]0; 1[. On définit de plus la matrice aléatoire

M(A,B) = 1 B

IA]

1. Calculer la probabilité de I'évenement « M (A, B) est inversible ».

2. Calculer la probabilité de « M(A, B) est diagonalisable ».

d’apres I'oral

+4 Exercice 52 ESCP 2023

&

Toutes les variables aléatoires de I’exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (Q2, <, P). Soit un entier k > 1.
Soit T une variable aléatoire telle que T(€2) = [[1, k]]. On considére k variables aléatoires (X;);e1;4 qui suivent une
méme loi a valeurs dans N. On suppose que toutes ces variables aléatoires sont indépendantes. On définit enfin une

variable aléatoire Y par :
T(w)
Ywed, YW =) Xi(w).
i=1

1. Montrer que si, pour tout i € [[1; k]|, X; a une espérance, alors Y a une espérance.

2. Donner une expression de E(Y) en fonction de E (X;) et E(T).

+4 Exercice 53
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Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs dans [[1; n]]. Justifier que PX=Y) = %
avec égalité si et seulement si X et Y suivent une loi uniforme.

d’apres I'oral

* Exercice 54 ESCP 2009

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs strictement positives, indépendantes, de méme loi et admettant une
espérance. Montrer que

( X )_ EX)
X+Y) EX+Y)
+. Exercice 55 s

Soient X;,X»,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes toutes de loi de Bernoulli 28(p). On définit la
matrice aléatoire M = (M; ;) € .4, (R) par

1. Donner la loi de rg(M) et Tr(M).

2. Quelle est la probabilité que M soit la matrice d'un projecteur?

Méthode
d’inversion
SoientI =]a, b[ un intervalle ouvert non vide de R, ou1 a et b sont réels ou infinis. Soit X une variable aléatoire a densité
dont une densité f vérifie :

+ D Exercice 56

— f est continue et strictement positive sur I;

— festnulle en dehors de I.
Soit F, la fonction de répartition de X et G, la restrictionde Fa L.
1. Justifier que G réalise une bijection de I sur ]0; 11.

2. Soient U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0; 1[ et Y = G~1(U). Justifier que X et Y ont méme loi.

+ Exercice 57

Soient A € R} et U une variable aléatoire loi uniforme sur ]0; 1]. On lance une piéce équilibrée. Soit X définie par X = u?
sila piece donne pile et X = 1 — U? sinon. Justifier que X est a densité et donner une densité.

d’apres l'oral

- .
+ Exercice 58 ESCP 2022

Soit X une variable aléatoire positive, qui admet une espérance, de densité f définie sur R et continue sur R*. Montrer
que

+00
E(X) = f P> ) dr.
0

+4 Exercice 59

Soit f une densité d'une variable aléatoire X a valeurs positives. Dans chaque cas, donner un exemple explicite de
densité telle que :

1. X n'admet pas d’espérance.

2. X admet une espérance mais pas de variance.

3. Soit k e N*. X admet un moment d’ordre k mais pas d’ordre k + 1.
4

. Simuler en Python une réalisation de la variable X de la question 2.
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+4 Exercice 60

On consideére trois variables aléatoires X, Y, Z mutuellement indépendantes et de méme loi.

1. On suppose dans cette question que les variables aléatoires sont a densité et qu’elles possédent une densité bornée
sur R.
Calculer P(max(X,Y,Z) = X).

2. At-onle méme résultat pour des variables aléatoires discretes? Proposer un code Python illustrant cela.

d’apres I'oral

+4 Exercice 61 HEC 2013

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (2, «,P) et de mémeloi A(0, 1).
On pose:

0 X 0
M=]Y 0 O
0 0 O

1. Calculer PX=Y) et P(XY > 0).

2. Trouver la probabilité que la matrice M soit diagonalisable.

+4+4 Exercice 62

Soient Z, Xj, ..., X;;, n+ 1 variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi uniforme sur [0; 1].

1. Justifier que S, = in est une variable a densité et qu’il existe une densité f,, dont la restriction a [0; 1] est donnée
i=1

par:
n-1

VY xe€|0;1], fn(x)zm

2. CalculerP(Z>X; +X5 +...+Xp).

+4+4 Exercice 63

Soient Xj, Xp, X3 et X4, 4 variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur ]0; 1[.

1. Ecrire un programme Python permettant d’obtenir une valeur approchée de la probabilité que la matrice aléatoire

ci-dessous soit inversible.
X1 X

X3 X4|°

2. Calculer cette probabilité.
On pourra utiliser le fait que siU — 2/(10; 1) alors —In(U) — &(1).

+ Exercice 64
Soient Xj, Xy, ..., X,, n variables aléatoires admettant une méme variance 2. On définit la matrice M € ., (R) par
Vi, jell;nll, M;j=Cov(X;X;).

1. Justifier que pour tout X € .41 (R), IXMX = 0.

2. On suppose que pour tous i, j € [[1;n]] avec i # j, Cov [Xi,Xj) = a. En déduire que




+4 Exercice 65

Soient m € N* et N une variable aléatoire a valeurs dans [[1; m]].
m—1

1. Justifierque: E(N)= Y P(N> k).
k=1

2. Application.
Soient Xj, ..., X;;, m variables aléatoires de méme loi, mutuellement indépendantes et indépendantes de N. On
suppose de plus que X; admet une espérance et on pose

N
SN=) Xi=Xi +Xp +... + XN
i=1

a) Comparer Sy et milXi INsi)-
i=0

b) En déduire que Sy a une espérance et E (Sy) = E (X;) E(N).

+4 Exercice 66

Soient Xj, Xp, X3, trois variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parametre p. On considere les
trois points d'un repere orthonormé :

M; @ (L,X1), Mz: (2,Xp) et Ms: (3,X3).

1. Calculer la probabilité que ces trois points soient alignés?
2. Calculer la probabilité que M; M, M3 soit un triangle rectangle en M ?

+4+4 Exercice 67

Soit n un entier supérieur a 2. Soient u € R" \ {0} et X;, Xy, ..., Xj,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes
de loi normale.

1. Quelle est la probabilité que (Xj,...,X;) soit orthogonal a u (pour le produit scalaire canonique) ?
2. En déduire la probabilité que (Xi,...,X,) appartienne a F, un sous-espace vectoriel de R” fixé.

+ Exercice 68

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et admettant un moment d’ordre 2.
1. Justifier que P(X > 0) < E(X).
VX)

2. Montrer que si E(X) #0, alorsPX=0) < ——.
q (E(X)2

+ Exercice 69

Soient Z — 2([0;1]) et pour tout n € N*, Y, — % ([[1; n]]).

Comparer Y
lim E (arctan (—n)) et E(arctan(Z)).
n

n—+oo

<> Exercice 70

Soit (Xi,...,X;) un échantillon de variables aléatoires indépendantes de méme loi avec E(X;) = pet V(X;) = a2. On
dispose de deux estimateurs de  :

Xl + X2 X1 - X2

1 n
v ToXp,e, Xp) == ) Xi— .
nisy

Tl (XI)---an): 2
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Comparer les variances de ces deux estimateurs. Interprétez.

+4 Exercice 71

Soit (X;),en+ Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle de parametre A. On pose
n
S, = _EX,‘.

1. Soit n = 2. Vérifier que 1/S,, admet une espérance et la calculer.

2. En déduire un estimateur sans biais de A.

Python

<> Exercice 72

Ecrire un programme permettant de donner une valeur approchée a 0,001 de I'unique réel £ vérifiant £ = cos .

Approximation

<+ Exercice 73
de

On admet que pour tout n € N*
0< < L ot 2 ﬁ 4K
- — ou = .
Pn " Pn Uz

Ecrire un programme qui prend en argument un réel strictement positif e et renvoie une approximation de 7 a e pres.

Nombre de

+ Exercice 74 Hardy-Ramanujan

1. Ecrire un programme qui prend en argument un entier naturel # non nul et renvoie le nombre de facons (lorsque
cela est possible) de I’écrire comme la somme de deux cubes

n=a>+b> avec (a,b)eN?, a<bh.

2. Donner le plus petit nombre naturel qui peut s’écrire de comme somme de deux cubes de deux maniere différentes.

Suite de

+4 Exercice 75 . .
Tribonacci

On définit la suite (#,) ,en par
=0, H=1, =1 et VneN, itu13="Ip2+1nt1+ 5.

1. Ecrire un programme qui prend en argument 7 € N et renvoie la matrice ligne T,, = [£;,, tn+41, In+2].

2. Déterminer une matrice A telle que pour tout n € N, T,4+; = AT},. En déduire un second programme qui prend en
argument 7 et renvoie T,.

+4 Exercice 76

Un pion se trouve a l'origine de I'axe des abscisses. Il se déplace vers la gauche ou vers la droite d'une unité a
chaque fois de maniere équiprobable.
Ecrire une fonction python qui prend en argument 7 € N et qui simule son déplacement en renvoyant :

¢ un tableau a une ligne de n + 1 colonnes dont le coefficient en position k est la position du pion apres k dépla-
cements;

¢ un tableau a deuxlignes et 2n+ 1 colonnes ou1 la premiere ligne contient les entiers de —n a n, la deuxiéme ligne
indique le nombre de fois ol1 le pion est passé par cette case.
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Urnes

+4+4 Exercice 77 d’Ehrenfest

Soient N, n € N*. On dispose d'une urne numérotée 0 contenant N boules indiscernables et d'une autre urne vide
numérotée 1. A chaque étape de I'expérience on sélectionne de maniere aléatoire uniformément une boule (située
dans 'une ou l'autre des deux urnes) et on la change d'urne. Proposer une fonction Python prenant en argument
deux entiers N et n et renvoyant une simulation empirique de la proportion de boules appartenant a 'urne numéro 1
apres n étapes.

Etape k
° X boules
N —X boules
® © 6 6 0 ©
® 6 6 6 0 © o O ©
® 6 6 00 o o 6 6 06 0 o ©°
Urne 0 Urne 1

e Exercice 78 Anton et Emilie s
(e retour)

Anton et Emilie ont rendez-vous sur Paris dans un des cinq sites S, e
S2, S3, S4 et S5 et reliés par des routes, comme l'illustre le schéma s1

ci-dessous. Ils arrivent au rendez-vous a ’heure prévue, mais suite a /
un malentendu, Anton se présente au site S; et Emilie au site Sy. |

( s4 i |
IIs décident alors de partir ala recherche I'un de I'autre. Ils empruntent > 2 %
les différentes routes, avec les regles suivantes : ’

— apartir d'un site, chacun choisit de se rendre sur I'un des deux sites voisins, les deux possibilités étant équipro-
bables;

— les déplacements des deux personnes se font simultanément;

— tous les choix de déplacement se font indépendamment les uns des autres. Ils continuent a se déplacer ainsi
jusqu’a se retrouver éventuellement sur un méme site (ils ne se rencontrent pas le long des routes).

— Une fois retrouvés, ils ne se déplacent plus.

On montre que presque stirement, Anton et Emilie se retrouvent. Soit T, le nombre d’étapes nécessaires avant leurs
retrouvailles. Ecrire un programme Python qui simule T. En déduire une estimation de E(T).

Lexercice sans préparation a trés bien rempli son réle et a permis de sauver des oraux mal commencés, ou

\ oo
\ / de confirmer une prestation remarquable.

-
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Indications

?I

Sujetn® 1.

2.a) Raisonner par double implication. Justifier que f
admet une b.o.n (ey,...,e,;) composée de vecteurs
propres de f.

3.b) Justifier que S est inversible. Poser ensuite O =
MS™! et vérifier que O est orthogonale.

3.c) Introduire g et h, les endomorphismes associés a
O et S dans la base 98 et remarquer que pour tout
x€E, ||[g)| =lxl.

Sujetn® 2.

3.a) Quel est le lien entre le spectre de A et celui de A~1?
Utiliser ensuite la question 2.

3.c) Justifier qu'il existe A € R* tel que B = Al,.
Conclure.

4.b) Notons qy, ..., &, les valeurs propres de A et f,

., Pn les valeurs propres de B, on peut les supposer
ordonnées
o] S0 <<y,

B <Pr<-- <P

e Justifier que N(A+B) < a, +p;.
e Montrer que

I (A+B)X]|

=20 +Pg.
XeR™, X#0 11X 1+P
o, +
¢ En déduire que C(A+B) < 1 " En pour conclure.
x 1

Sujetn° 4.
1.c) Calculer H"!GH.
3.b) A l'aide de la formule du bindme, vérifier que

_|9),rpa-»
m = x .
p.q (p) p

avec la convention que () = 0si p > g.
3.c) M;(G) est une matrice trlangulalre.
4.a) Utiliser 1.c) et 2.b).

Sujetn® 5.
1.A.b) Si a € KerS, alors pour tout x € E, {(x, a)
direde a?
1.A.c) On pourra remarquer que dimE = dim Z(E,R).
1.B Ecrire pour x€E, x = z (x,€;)€;.

=0. Que

2. Appliquer la question 1 avec E = R, [x] et le produit
scalaire défini par

1
P, Q) =f0 P(HQ(A) 1.

3.a) Remarquer dans un premier qu'il existe M € R* tel
que pour tout 7 € [0;1], [P(£)| <M.

Sujetn® 6.
2.b) Notons (e;);eq1,2,3; la base canonique de R3. Expri-
mer p(e;) danslabase canonique al'aidede a, bet c.

36

4.a) Vérifier que MZ2=P-15.

4.c) Non. Vérifier que 0 est la seule valeur propre de f.

5.a) Vérifier que M3 = —M. En déduire f3.

5.c) Remarquer que go = id pour en déduire une appli-
cation h telle que g;oh=ho g, =id.

Sujetn® 7.

2.b) Justifier que 0 est valeur propre. Calculer u,(a)
pour trouver une seconde valeur propre.

3.a) Montrer que Im u = Vect(b).

3.b) Justifier que Keru = Vect(b)L.
Conclure sur I'égalité en partant de la décomposi-
tion E = Eo(u) ® E ().

3.d) Pour l'injectivité, regarder u, et u_g,.

4.b) Justifier qu’il existe A € R, a, € Vect(a)* tels que

fla)=

Justifier ensuite que si f est symétrique, a; = Og.

Aa+aj.

Sujetn° 8.
2.c) Justifier dans un premier temps que

Ker(T) = Ker(A).

2.e) Déterminer une matrice N nilpotente telle que
n-1
T= Y N*,
k=0

Calculer (I, — N)T. En déduire l'inversibilité de T,

puis de A.
4.a) Si X est une matrice colonne, vérifier que

n
XX =V(Y_ xiS;).
i=1

Sujetn® 11.
3.b) Prouver et utiliser 'encadrement de Rayleigh
X/ minSp(A) < "XAX < [X]|> maxSp(A).
4.b) Justifier que V2 f (%) = A avec les choix

a=e*>0, b=e’>0, c=e*>0.

Sujet n°® 13.
2.b) Justifier par croissance de f que pour tout k €

[[0;n—11]
8 o o2

En déduire que
O<su,<

F - 1.

4. Pour a = 0, utiliser un question précédente. Pour
a < 0, montrer que

nfolf(t)dt—f(%)$un



Expliciter ensuite le membre de gauche.

Sujet n° 16.
2. Rappel : si (&), (Bn) sont deux suites avec (B,),
strictement positive et

o ~Pn

alors la suite (ay), est positive a partir d'un certain
rang.
En déduire la croissance de (u;), a partir d'un cer-
tain rang.

3.b) Utiliser le rappel précédent.

3.c) Montrer que :

Vn>N, O0<su,<—- vy

Sujet n° 18.

3.b) Justifier que la variable discriminant est une va-
riable a densité. Que dire de P(A) = 0) dans ce cas?
4.a) Si X est la variable qui renvoie le nombre de ra-

cines. Expliciter E(X) a'aide de P(B).
4.c) Remarquer que P(U? <U) = 1.
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Sujet n° 20.
2. Appliquer l'inégalité de Markov a la variable aléa-

toire Y = e’X.

Sujet n° 22.

5. 2"*17  suit une loi uniforme sur [[0; a,]] ot par lec-
ture graphique ap =7=8-1,a3=15=16—-1..
Pour la preuve, on pourra procéder par récurrence.

6.Si U — 2 ([[1; m]]) avec m € N*, la fonction de répar-
tition de U est donnée par

Lz]

VteR", F()=—.
m

Exprimer la fonction de répartition de Z, a l'aide
deF.

Sujet n° 25.
3.a) Penser a la loi faible des grands nombres.
3.b) La réponse est dans la question 6!
4.a) Partirde V(Z,) <E(Z3).



Lettres grecques £

ﬁa;a QB ['y Ao Ee

delta epsilon
zeta eta l theta lota kappa

AAMpNv ESOQo

omikron

Hn P p ;macs/g Tt YU
Po Xy Yy Qo

1l est utile de connaitre les lettres grecques. Il est parfois difficile de suivre les étudiants lorsqu’ils confondent
o | deux lettres de leurs énoncés.
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