CHAPITRE ].

Révisions en analyse

Do not worry too much
about your difficulties in mathematics, 1
can assure you that mine are still greater.

ALBERT EINSTEIN

“ Suites et séries

Exercice 1. ¢ & Est-ce que les séries suivantes sont convergentes?
n 2n
cos(1/n) In(n+666)-In(n) | ] _ 1
1 sin(n/n) n
Z nltl/n’ 7. n% (@ €R).

Exercice 2. 4
Soient x un nombre réel strictement positif et () 1a suite réelle ainsi définie :

1+u,

2y/uy

Upg = X, VneN Uy =

1. Montrer que, pour n € N*, u, = 1.

2. a) Montrer que la suite (u,),>; est monotone et convergente.
b) & Déterminer la limite de cette suite.

3. On suppose maintenant que x # 1 et on considére la série de terme général v, = -1+ u,.
a) & Etudier la limite lorsque n tend vers +oo de v/ V.
b) & Que peut-on conclure pour la série de terme général v;, ?

¢) & En déduire que la suite (P,) ,en €St convergente olt

n
vneN, P,=]] u.
k=0

Exercice 3. 4 Suite de Sylvester
On définit la suite (s) ,en par la relation de récurrence

n
so=2 et VYneN, spq=1+]]s.
k=0

> Solution p.[g]

#RA1

d'apres EMlyon #RA2

> Solution p.

#RA3



1. a) Justifier que pourtoutneN, Sp+1=Sp(sp—1D+1 (%)

b) Démontrer la relation de récurrence d’ordre 2 suivante : pour tout n € N,

2
Sp+2 =Sn+1”" —Sn(Sp—1) (% %)

c) Préciser lalimite de (s;) sen.
2. Python
a) En utilisant la relation (%), écrire une fonction python d’entéte Sylvester d’argument n et qui renvoie la
matrice ligne [sg $1 ... Snl-
b) Reprendre la question précédente en utilisant maintenant la relation (% x).

3. Le code suivant permet de conjecturer la convergence d'une certaine série. Laquelle?

n=10, indice=np.linspace(0,n,n+1)

A=sylvetser (n)

B=np.zeros(n+1)

B[0]l=1/A[0]

for i in range(l,n+1):
B[i]+=B[i-1]1+1/A[i]

Editeur

# résultat
>>> B
array ([0.5 , 0.83333333, 0.97619048, 0.99944629, 0.99999969,
1. , 1. , 1. , 1. , 1. , 1. 1)

4. Prouver votre conjecture en montrant dans un premier temps que 1/(s, —1) = 1/(sp+1 — 1) = 1/s5.

n Intégrales et intégrales généralisées

Exercice 4. 4 Leréve du deuxiéme année
Lobjectif de 'exercice est d’établir I'égalité suivante :

1 +oo
f xdx= Y kK (o)
0

k=1

#RA4

1. Soit k:]0,1] — R définie par h(x) = —xIn x. Donner les variations de 4. Que dire en 0*?

2. & Soit n € N. Justifier I'existence d'une fonction continue R;, telle que

n u un+1 1l
YueR, — +R,(w) et 0<R,(u) s ——e'".
; 7 T Ra() W) < o
+00
3. Pour k € N, on définit J;. = f e “uf du.
0
a) Justifier I'existence de J.
b) & Calculer J.
1
¢) En déduire I'existence et le calcul de I, = / Fnxk dx.
0
On pourra effectuer le changement de variable u = —(k+ 1) In x.
4. a) Pour tout n € N, montrer que :
1 (-1 )k el/e
—-X
j{; x *dx= kzo T Iy +r, avec Osrnsm.

b) En déduire I'égalité (o).



> Solution p.[19]

Exercice 5. ¢4 adapté de I'écrit EDHEC 93 #RA5
Pour tout entier naturel non nul n, on note

1 1 LS} 1 1 LA |
Hy=1+-+...+—=) — et Sy=l+5+.+—5=) —
" 2 n k; k " 22 n? k; K2
On introduit aussi les fonctions f;, et g, définies sur R par :
n! n!

n X
fn(x):kglln(u%) et &= T Heti)
i=1

Enfin, on introduit les intégrales :

fll\/m

1 1
I,= f gnx)dx, Up= gn(x)dx et V,= f gn(x)dx.
0 0 1/vH,

Partiel
1. a) Lasuite de terme général H,, est-elle convergente? La suite de terme général S, est-elle convergente?
b) Pour tout nombre réel positif ou nul x, prouver les inégalités :
2

X
x—?sln(1+x)<x

c) En appliquant la double inégalité précédente a x = % montrer que

H, ~ Inn.
n—+oo

2. a) Exprimer g,(x) al’aide de f,(x) pour x e R.
b) En déduire, al'aide de la double inégalité (1), les inégalités :
fl/ vH: sn [1/VHr
0

e Mndy<U, <e?n e Hndy.
0

1
c¢) En conclure que U ~ =
) q " oo Hn

d) Montrer de facon analogue les inégalités : 0 <V, < e‘m%
e) Démontrer queV, =0 (HL,,) quand n tend vers I'infini.
3. Al'aide des questions précédentes, établir que
- b
"n—toolnn’
Partie IT

4. On considere la famille de polynomes (ey, e, ..., e,) de R,_;[x] définie par :

Vkell;n], er(X)=x+Dx+2)---(x+k-1(x+k)---(x+n)= H (x+1).
i#k

1<isn

a) Montrer que cette famille est libre. En déduire que c’est une base de E,,.

b) En déduire 'existence de coefficients A1, Ay, ..., A, réels tels que :

n
VxeR, nl=) Agep(x)
k=1



c) Calculer A en fonction de 7 et du coefficient binomial (}~}).

5. Déduire de la question 1 de la partie II la formule :

& n-1
In=n). (—1)k+1( )(ln(k+ 1) —In(k)).

6. Utiliser cette égalité et 'équivalent de I,, obtenu dans la partie I pour justifier I'équivalent :

Z(—n"“(Z)(ln(kﬂ)) N
k=1

n—+oo plnn’

> Solution p.

Exercice 6. 44 d'apres Ecricome # RA6

On considere la fonction f définie sur l'intervalle I = [0, %] par: f(x) = Ols — ainsi que la suite réelle (I,)) ,en suivante :

IO:E et VneN, In=fz[f(X)]ndx'
0

A - Etude de la bijection réciproque de f

1. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle ] que I'on précisera. On note f~! la bijection réci-
proque.

2. Donner sur le méme graphique I'allure des courbes représentatives de f et de £~

1y L N P S
vxe],  cos(f (x))—x et sin(f~'(@)=14/1 =z

4. @ Montrer que f ~1 est dérivable sur J\{1} et :

3. & Justifier que:

veenm,  (FY) W= ——e—

xvVxt-1
5. @ En déduire le développement limité en v/2 de f~! al'ordre 1.
B - Ftude de la suite d’intégrales

1. & Justifier que la suite (I,,) ,en+ st bien définie. Calculer I.

3 . 3 1 a b
Déterminer les réels a et b, telsque : Vi e R\ {—1,1}, = + .
1-2 1-t 1+t

&, En posant ¢ = sin x, déterminer I;.

&, Déterminer le sens de variation de la suite (I,) ,en* -

gk ®DN

a) & Montrer que :

L]

1 1 1

> -
cos(x)" dx n? osfx_1)"
4 n2

VrneN\{0;1}, Inzf

1
17,2
b) & En déduire le comportement de la suite (I,,) ,en+ lorsque 7 tend vers +oo.

6. & Montrer que :
w2"  n

VnenN, 1 = .
n+2 n+1 n+1 "

> Solution p.[L3]

Exercice 7. ¢44 d’apres EDHEC #RA7
Dans la suite, a désigne un nombre réel fixé supérieur ou égal a 1, et on pose :

teo gsint reo
I:f e MT dr et VneN, In:f e %" dr.
0 0

4



1. & Montrer que l'intégrale I est absolument convergente.

2. a) CalculerI.
b) & Pour n € N*, montrer que si I,,_; est convergente, il en est de méme de I, et trouver une relation entre
I,etl,—;.
¢) & Endéduire la convergence de I, et la valeur de I,, en fonction de 7 et a.
3. a) & Rappeler les formules de Taylor-Young et Taylor avec reste intégral. Préciser bien les hypothéses.
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sinus sur 'intervalle [0, x], montrer que :
x3 2n+1 x2n+2
VxeR" VmneN, sinx—(x——+-~+(—1)” 'S .
6 2n+1)! (2n+2)!
b) En déduire que :
L Lon )
I-{Ip— =+ +(-1)"—2—|| <KlIzps1,
(0 3! T 2l
K étant un nombre réel que 'on précisera en fonction de n.
) Endéduire: 1= li (1 1+ +(-1D" )
c¢) Endéduire:I1= lim (- ——+---+(-1)"———|.
n—+oo|\a 3ad (2n+ 1)a2n+l
4. a) Rappeler la définition de la fonction arctangente, préciser son graphe ainsi que ’équation de la tangente
en 0. Enfin, vérifier que pour tout x € R
Arctan(x) = f e
B o 1+12°
b) & Montrer que :
n 2k 1 t2n+2
VneN* Vtel0,1], Dt - —— =(-D)" .
¢) En déduire que :
n B x2k+1
VneN* Vxel0,1], -1 —Arctan(x)| < .
0.1 ,;)( Uy <2073
d) En déduire une expression trés simple de I en fonction de «a utilisant la fonction Arctan.
> Solution p.[T§]
Exercice 8. ¢4 Exemple d’'intégrales a parametres : lien entre les fonctions Beta et Gamma #RA8

A - Préliminaires

Soit @ la fonction définie par :

+00

VxeR?, @(x):f In(r) t* e ! dr.
0

Pour tout réel x > 0 fixé, on note @, : t € R} — In(¢) e L,

1. & Justifier que @ est bien définie.

w N

4, a)
b)

. Vérifier que la fonction ® est croissante.

. & Montrer que :

VteR, tr<e ' —1<te’.

&, Soit x € R}. Comparer ®(x/2),®(x + h) et ®(2x) pour tout h € [-x/2, x].
En déduire }lirrtl) ho(x+ h).

Dans la suite, on admet que la fonction ® est continue sur R} .

B - La fonction Gamma



Pour tout réel x € R}, on pose
+00
I'(x) =f e tdr.
0

1. & En utilisant I'intégrale de Gauss (I = ffo? e du= \/ﬁ), donner la valeur de I'(1/2).

I\

. & Justifier que pour tout réel x strictement positif, I'(x + 1) = xI'(x).

w

. Dérivabilité
a) Soit x € R}. Montrer que :

Vhe] - x,+ool, hox)<T(x+h)-T'(x) <h®(x+ h).

b) & En déduire la dérivabilité de I' sur R} et préciser I (x).

4. a) Comparer I'(1) et I'(2), en déduire qu'’il existe a €]1,2 tel que I' (&) = 0.
b) & En utilisant la question 2, donner un équivalent simple de I'(x) en 0%
c) Préciser la convexité deT'.

d) Alaide des derniéres questions, donner I'allure du graphe de T sur ]0;2[.

C - Lafonction Beta

4444 Pourtous x et y réels strictement positifs, on pose

1
B(x,y):f T la-nrtde.
0

[

. & Prouver la convergence de l'intégrale définissant B(x, y).

g

a) & Prouverque: VxeR!, VyeR! B(x,y)=B(y,x).
b) & Montrerque: VxeR!,VyeR! B(x+1,y)= ’—yCB(x,y+ 1).
3. Montrer que :
VxeRI,VyeR!, B(x,y+1)=B(xy)-Bx+1,7).
En déduire que : Bx+1,y) = a B(x,y)
que: Y = Xty Y.
4. Soient n un entier naturel non nul et x un réel strictement positif.

a) @ ATaide de I'inégalité de gauche de la question A-3, montrer que

t n
Vte|0;n], (1——) <e™ .
n

2 r\"
b) & Montrer que pour tout ¢ € [0; 1], on a (1 - —) e lg (1 - —) .
n

c) & En déduire que
n t n
[(x) = lim (1——) 1 dt.
0

n—oo n

5. & Montrer que :
n*n! n*n!
VxeRf, T()= lim ———— = lim ——.
n—+too x(x+1)...(x+mn) n—+oo Mmx+k
k=0

6. a) & Soit y € R}. Justifier que

B(n+1,y)n~ M puis B(x,y) ~ M

—+o00 n¥ x—+o00 xV ’

b) Soient x, y, deux réels strictement positifs.



i) & Vérifier que pour tout n € N*

B(x+n,y)_”‘1( x+k ) . Bx+n,yn? L(x+y)
B(x,y)  joo\x+y+k B(x,y) n—+oo T(x)
ii) @ Conclure en montrant que
INCIINGY]
B(x,)) = o
I'x+y
> Solution p.

Exercice 9. 444 Calcul de {(2) #RA9

On pose, pour tout entier naturel 7,
: :
Cn :f (cosx)?"dx et D, =f x%(cosx)?" dx.
0 0

1. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité : C,, = 2n—1) (C,,—1 — Cp).
On pourra écrire cos®™ x = cos xcos>™ ! x.

2. Etablir, pour tout entier naturel z» non nul, les égalités
Cn Cn—l

fz (sinx)?(cos x)*" 2 dx = = .
0 2n-—1 2n

3. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité : C,, = 2n—1)nD,_; — 2n2D,,.
Ducy_Da)
Cn—l Cn

1
4. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, I'égalité : —=2 (
n

: . 2
5. a) Justifier, pour tout réel x € [0, 7], la minoration: sinx > —x.
n

P . . . w2 Cn
b) En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration: D, < — .
4 2n+2
+00 7[2
6. Prouver'égalité : — = —.
8 k; 26

> Solution p.

Il 'y a pas de probleme, il n'y a que des professeurs.

JACQUES PREVERT
Poete francais (1900-1977).



js, 3 ° Y
i l =t Y Indications et solutions
RSN R |
Ly
& Indication de l’exercice p- alors f~! est dérivable en b avec

Pour la seconde série, déterminer un équivalent
simple de chacun des facteurs pour appliquer le cri-
tere d’équivalence des séries a termes positifs.

&; Indication de l’exercice p.

2.b) Soit ¢, la limite. Passer a la limite dans la relation de
récurrence pour obtenir une équation vérifiée par .
Ftudier ensuite la fonction :

fixeR" —2xy/x—-1-x

pour trouver 'unique réel ¢ tel que f(£) =0.

3.a) Vérifier que
Un+l _ Un— 1
Un 2/ Uy,

En déduire la limite du quotient.

3.b) Déduire de la limite précédente qu’il existe un en-
tier Ny tel que pour tout entier n = Ny,

1
0< vy < Ey"'

Conclure en comparant la suite (v,), a la suite géo-
métrique (1/2"),,.

3.c) Considérer In(P,,).

& Indication de I'exercice[d] p.[l

2. C’est une réécriture de la formule de Taylor-Lagrange.

3.b) Etablir une relation entre Jj et J;_; a 'aide d'une
intégration par parties.

& Indication de I'exercice[g] p.[

A.3.Pour x €], que dire de fo f~1(x)?
Pour la seconde relation, on rappelle que pour tout
teR,
cos(t)? +sin(n)? =1.

A.4. Rappelons le théoreme de dérivation de I'applica-
tion réciproque.
Soient f:I1—J,acletb= f(a).

Si — f est bijective et
i
— f est dérivable en a avec f’(a) #0,

1 1
@ P w)
A.5. Pour une fonction g dérivable dans un voisinage de
a, on dispose du DL al'ordre 1 :

(r ™ m

gx)=gla)+g' (@) (x—a)+o4(x—a).

B.1. Justifier que la fonction tangente est dérivable sur
[0; /4] et
1

cos?’

B.3. Effectuer un changement de variable

tan’ =

t=sin(x), dt=-cos(x)dx.
Ne pas oublier
sin?(x) + cos?(x) = 1

pour pouvoir se ramener a la question précédente.
B.4. Vérifier que
/4
Ly —1In= f F@)"(f(x)-1)dx.
0
Puis étudier le signe de I'intégrande.

B.5.a) Poser a, = J — # et justifier ensuite les inégalités
n/4 /4 /4
f fx) dxzf fx) dx?f fla,)dx.
0 ap an
B.5.b) Justifier 'existence de g €]0; 1] tel que

1
>

En déduire la limite.

B.6. Procéder par intégration par parties. Justifier de
plus que :

tan(x) /() f(0)" ' = £ - f(0)".

&, Indication de l'exercice p.

1. Pour I'étude en +oo, partir de I'inégalité :
VieR", |[sin()]<t.

2.b) Intégrer par parties pour obtenir

n
Iy ==I1.
(04



2.c) Justifier que pour tout n € N,

I n!
T gntls

3.a) On montre que pour tout n € N,
sin®? = (=1)"sin et sin®"*Y = (=1)"cos.
4.b) Reconnaitre une somme géomeétrique.

& Indication de I'exercicelg] p.Jpl

A.1. C’est une intégrale généralisée en 0 et +oco. Pour
tout x > 0, montrer que (%) est:
— négligeable devant 1/t lorsque ¢ tend vers +oo,
— négligeable devant t*/2~! lorsque ¢ tend vers 0*.

A.3. Pour I'inégalité de gauche, penser a un argument
de convexité. Pour celle de droite, étudier la fonction
g:teR— e’ —(e' - 1).

B.1. Effectuer un changement de variable u = v/7.

B.2. Faire une intégration par parties.

B.3.b) Revenir a la définition du nombre dérivé comme
limite du taux d’accroissement.

On trouve I’ (x) = ®(x).

B.4.b) Justifier que I'(x) ~01/x a l'aide de la question
X—
B.2.

C.1. Faire une comparaison avec des intégrales de Rie-
mann.

C.2.a) Faire un changement de variable u =1 - t.
C.2.b) Procéder par une intégration par parties.
C.4.a) Remplacer t par —¢/n.

C.4.b) Que diresi t € [/n;n]?

Etudier dans un second temps la fonction définie sur

[0, /n[ par:
t ?
fit— nln(l— —) + t—ln(l——).
n n
C.4.c) Partir de I’encadrement

2 n
(1—t—)e_ts(1—£) <e’!
n n

et de la limite

n
f e ' ldr — TW).
0 n—oo

C.5. Justifier que

n t n
f (1——) *ldr=n*Bn+1,x)
0 n

puis que
n

k
B(n+1,y)=n—:l_yB(n,y)=( UCTy))B(Ly) (¢)
k=1

C.6.a) Pour la premiere équivalence, utiliser la relation
précédente (o).
Pour la seconde équivalence, utiliser la fait que la
fonction
u—B(u,y)

est décroissante, pour écrire
B(n,y)=B(x,y)=B(n+1,y)
oun=|x|.

C.6.b)i) Pour la premiere égalité, ne pas oublier la ques-
tion C.3.
Pour I'équivalent, utiliser la question C.5.

C.6.b)ii) Utiliser

r
B(x,y) ~ Iy

x—+o0o xYV

qui permet aussi d’avoir un équivalent simple de B(x+
n,y) lorsque n tend vers +oo. Puis utiliser aussi

B(x+n,y)nY IF'x+y
B(x,y) n—teo T(x)
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