ECG 2 Pour le 9 septembre

TD

THEME : REVISIONS ALGEBRE - EXEMPLES D’APPLICATIONS LINEAIRES SUR R,,[x] ET R[x]

Partie A

Soient n € N* et R, [x] 'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur ou égal a n.

Soit a un réel fixé. On considere, pour k € [[0; nn]], 'application fj définie sur R,[x] par

fi®) =PP(a)

o1 P désigne la dérivée d’ordre k de P.

1.
2.

Justifier que pour tout k € [[0; n]], f est une forme linéaire sur R, [x]. _
On pose, pour j € [[0; n]], on définit le polynéme Q; par Q;(x) = (x — a)’. Pour tout k et pour tout j dans [[0; n]],
calculer fi (Q;).

. En déduire que ( fo, fi,--o fn) est une base de I'’espace vectoriel des formes linéaires sur R, [x], noté Z (R, [x],R).

. Soit b un réel différent de a et m un entier tel que 0 < m < n. On définit 'application g de R, [x] dans R par

g(P) =P (b).

Montrer que g est linéaire et donner les coordonnées de g dans la base (fp, ..., fn)-
Quelle formule retrouve-t-on?

Partie B
On note R[x] I'espace vectoriel des fonctions polynémes a coefficients réels. A tout P € R[x], on associe la fonction :

+00
(p(P):x»—»f e “P(x+ 1) dt.

. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[x]. On note D '’endomorphisme de R[x] qui a toute fonction polynéme

P associe sa fonction polynoéme dérivée P’.

. Montrer qu'il existe une suite de réels (a,) ,en, que I'on explicitera, telle que, pour tout Pe R[x], on a:

+00
@P) =) a,D"(P)
n=0
o1 D" désigne l'itéré n®™¢ de D, i.e. D’ =id, D> =DoD,....
On pourra utiliser la formule de la question 4.
Déterminer la valeur des (a,) en fonction de 7 et de ff;o e dt= V.

. Pour les cubes. Quels sont les vecteurs propres de ¢ ?

Partie C

On définit 'application linéaire
@:PeRy[x] — (P(—l);P(O);P(l)) eR3.

. Démontrer que ¢ est un isomorphisme et donner A = Matg « () ol & et €, désignent respectivement la base

canonique de R3 et R, [x].
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9.

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.

a) Pourquoi A est inversible?
b) ATlaide du calcul Python suivant, préciser les polynomes

L1=Lp_1((1,0,0)), Lg:Lp_l((O,l,O)), L3=Lp_1((0,0,1)).

import numpy as np

A=np.array( .... )
A_inv = np.linalg.inv(A)
print (A_inv)
[[ o. 1 0. 1]
[-0.5 0. 0.5]
[ 0.5 -1. 0.5]11]

Editeur

On définit de plus

O1:PeRy[x]—P(-1DER, Dy : PeRy[x]— P(0) €R, O3: PeRy[x]— P(1) eR.

On admet que les applications @, ®, et O3 sont des applications linéaires.
Justifier que la famille (<D1 ; Dy; <I>3) est une base de £ (R, [x],R).
On pose la forme linéaire

1
Y:PeRy[x] '—>f P(r)dteR.
-1

Justifier I'existence de a1, a2, a3 € R tels que pour tout P € Ry [x]

1
f P()dt = a1 P(-1) + a2 P(0) + a3P(1). (o)
-1

AT'aide du changement de variable ¢ — —t, justifier que o = a.

En déduire que la formule (¢) est valable pour x3 puis pour tout P € R3[x].
Préciser les valeurs ay, oy et as.

Soient a, b € R, a < b. En déduire que pour Q € R3[x],

b _
f Qoydr=2=¢ (Q(a) +4Q(M
a 6 2

+Q(b)).

On pourra s'aider d’'une bijection affine de [a; b] dans [-1;1].
Pour une fonction f': [a; b] — R, on peut approximer l'intégrale par

fubf(t)dt =A(f):= % (f(a) +4f(%b) +f(b)).

Ecrire un programme Python qui prend en argument f, a et b et renvoie A(f).
Améliorer le programme en suivant I’exemple des sommes de Riemann.

bas
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L]
Solution
Partie A Pour m = 0, on retrouve la formule de Taylor pour les
polynoémes
1. Soit k € [[0; nn]]. Soient P, Q e R, [x] et A€ R. n p) (g
P(b) =) o b-a)k.
fe®+12Q =@ +AQP (@ = K
- P(VU (a) + )\Q(k) ((l)
= frP) + A fi(Q) Partie B
; , N _2 i

par linéarité de la dérivation. Comme l'ensemble d’ar- 5. Soit x € R. Lapplication ¢ — e “P(x + t) est continue

rivée est R, fi est bien une forme linéaire.
2. Vérifier que

[0 sij#k
fk(QJ)‘{ jlosij=k
3. Soient Ag,A1,...,An € Rtels que

n
Aefk =0 2@, (21, R)-
=0

En évaluant en Q; la relation précédente pour un j €
((1; n]l fixe,

n
> Aefi@Qj) =0.
k=0

D’apres le calcul précédent, on a jI!A; = 0 puis A; = 0.
La famille (fo, ..., f») est donc libre. De plus

dim % (R [x],R) =dimR,[x] = n+ 1.

Il y a donc autant de vecteurs dans la famille que la di-
mension, c’est une base de Z (R, [x],R).

4. Enreprenantla question 1, on prouve que g estlinéaire.
Soient Ag,A1,...,An € Rtels que

n
g= > Aifi
k=0

De nouveau, en évaluant en Q j pour un certain entier
Jj fixé
n
g(Qj) = Akfk(Qj)-
k=0
Relation qui devient pour m < j :
j!
(j—m)!

(b-a " =Q" ) =\;- jt
et0=A;-j.sim> j. Finalement,|

1

TR

n
g= 3,
k=m

Les m premieres coordonnées de g sont nuls.

sur R et @(P)(x) est une intégrale généralisée en too.
De plus, a'aide des croissances comparées

g2 1
e " Px+1)=0+0 ? .
Les intégrales [, % dret /7L %2 dr de fonctions po-
sitives sont convergentes par le critére de Riemann. Par
le critere de négligeabilité,
@ (P)(x) est convergente.

Soit n le degré de P, la formule de Taylor, rappelée a la
question précédente, donne pour b=x+teta=x

Patn=) Lk
- K
Par linéarité des intégrales convergentes

+00 n P(k) +00
f e_tzP(x+ ndr=) (x)f e dr.
oo k=0 Kk J-oo

Sous cette derniére expression, on vérifie bien que
@(P) € R[x].

La linéarité de ¢ découle de la linéarité des intégrales
convergentes. En conclusion,

¢ est un endomorphisme de R[x].

Si on pose
l +o00 k _t2
ay = Ej;oo the " dr.
ona
n +00 )
PP =Y PP ) =Y PP (.
k=0 k=0

Expression qu'on peut réécrire sous la forme :

+00o
o® =Y aDFP).
k=0
Remarque. Noter que par parité, ap = 0 si k est un
nombre impair. 1l est possible de calculer les ay. par une
intégration par parties (c'est, a une constante pres, les
moments de la loi normale centrée réduite).
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7. Partons de I'équation d'un vecteur propre

+00
@@)=AP= ) a,D"(P).

n=0

+00 +00
< (A-ay)P=) ayD"®) =) a,D"(P)
n=1 n=2

car a1 =0, a2 #0.

Pour des questions de degré A = ag et P’ = 0. Finale-
ment les seuls vecteurs propres sont les polynémes de
degré au plus 1 (non nul).

Partie C

8. Soit P € kerg. On en déduit que P a trois racines alors
qu'il est de degré au plus 2. C’est donc le polyndme nul.
@ est injective, comme la dimension de 1'espace d’ar-
rivée égale celle de départ, c’est un isomorphisme. De
plus, on a

e(1)=(1,1,1)
¢x)=(-1,0,1)
cp(xZ] =(1,0,1).
1 -1 1
D’ol Matg ¢ (@)= | 1 0 0.
1 1 1

9. a) ¢ estunisomorphisme, donc A est inversible.
b) Alalecture des colonnes de A~}

1 1, 1
L1=0-1-=--x+=-x"==-x(x-1)
2 72 2
Ly=1-140-x+-1x2=1-x2
2_1

1 1
L3=0-x+-x+-x"==-x(1+x)
2 2 2

Notons que par construction
D (L)=1 P2(L1)=0 P3(L1)=0.

D) [L2)=0 ®o(2)=1 ®3(L2)=0.
@) (L3)=0 ®2(L3)=0 3(Lz)=1.

10. Comme la famille contient autant de vecteurs que la
dimension de £ (R2[x],R).

dim.Z (Ra[x],R) =dimRy[x] =2+ 1=3.

Il suffit de montrer que la famille est libre. Soient
A1,A2,A3 € Rtels que

)\1@1 + AZ(DZ + )\3(133 =0
c’est-a-dire
VPeR2[x], A1®1(P)+A2®2(P)+A3D3(P)=0

En évaluanten L1, Ly, L3 et en utilisant la remarque pré-
cédente, on obtient directement

Al=A2=A3=0.

La famille est libre, c’est une base.

11. Comme (@7, D2, d3) est génératrice de £ (R [x],R) et
que W est une forme linéaire, il existe oy, a2, a3 € R tels
que

Y =01P; + 0Py + a3 P3.

D’ol1 pour tout P € Ry [x]

1
f P(n)dt=w(P)
-1

=010 (P) + a2 @2 (P) + a3 P3(P)
=01 P(—1) + o P(0) + agP(1).

12. Le changement de variable affine t — —f donne

1 1
f P(t)dt=f P(-1)dt.
-1 -1

En appliquant la relation de la question 11 a ¢t — P(-1),

1
f P(-1)d7 = a1 P(1) + aaP(0) + agP(~1).

Or les coefficients (aj,a2,a3 ) sont uniques (car on a
une base), nécessairement

o] = Q3.

13. Par imparité pour P(x) = x8

1
f P(H)dt=0et a1P(—1)+a2P(0) +azP(1)
-1
=—a1+0+a3=0

On a donc égalité pour P(x) = x3.
Vérifions que cette égalité s’étend a R3[x] par linéarité.
Soit P € R3[x]. On peut écrire

P(x) = ax®+Qx) Q(x)€Ra[x]

Puis, en utilisant la formule pour x3 et Q :

1 1 1
f P(t)dt:af tsdt+/ Q) dr
-1 -1 -1

= a(oq (—1)3 + (x203 + 13)

+a1 (Q(=1) +a2Q(0) +azQ(1)
= o1 P(—1) + a2P(0) + azP(1).

14. Testons avec P=1,
1
f Lo()dt=a1-0+a2-1+a3-0=a2
-1

Or, on a aussi

1 1
f Lz(r)dt:f 1-x?dx
-1 -1

Pui 4
uis a2 = —.
273

De méme, on a

1 1
ng Li(dt=ay =a3.
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15. On effectue un changement de variable affine

_b-a b+a

= U+ ——
2 2
20-(+af2) _ - 2dt _
b-a - b-a
On obtient
b 1 (b-a b+a) b-a
oo [ oft 58255 52

b-a !~ ~
=T£1Q(u)du avec Q(0) € Ry [x]

Sy

—a

2
b-a(l 4 (a+b
- (§Q(“)+§Q(T

(1 Q(=1) +x2Q(0) + a3Q(1))

2

1
+ EQ(b))

D’ou le résultat.

16. def Delta(f,a,b)

D=(b—a)/6*(f(a5+4*f((a+b)/2)+f(b))
return D

17. Lidée est de subdiviser l'intervalle [a, b] en n sous-

segments comme pour les sommes de Riemann

import numpy as np
def Approx(f,a,b,n)
abscisse=np.linspace(a,b,n)
S=0
for i in range(n-1):
ai=abscisse[i]
bi=abscisse[i+1]
S=S+Delta(f,ai,bi)
return S

Remarque. Cette méthode est connue sous le nom de la
méthode de Simpson. Précisons : C'est Thomas Simpson
(pas l'autre ...), mathématicien anglais du 18éme siécle.
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