CHAPITRE 6

Variables aléatoires a densité

Ifpeople do not believe that mathematics is simple, it is only because
they do not realize how complicated life is.

JOHN VON NEUMANN

Mathématicien et physicien américano-hongrois (1903-1957)

“ Rappels : intégrales généralisées

1.1 Convergence et convergence absolue

DEFINITION intégrale généralisée en b

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b[ avec —oco < a < b < +oo.
Lintégrale généralisée (ou impropre) de f sur [a; b[ est notée |, f f(®)dz. Elle est dite convergente si [ ; () dt admet
une limite finie lorsque x tend vers b avec x < b. Dans ce cas, on pose

f fde= hm f(t)dt

x<b

Si la limite n'existe pas ou qu’elle est infinie, l'intégrale est dite divergente.

Remarques.
¢ La définition s’étend aux fonctions continues sur |a, b] avec —co< a < b < +oo.

e Si f est une fonction continue sur un intervalle ]a, b[ avec —co < a < b < +oo.
Lintégrale généralisée de f sur ]a, b| est notée [, f f(r)dt. Elle est dite convergente si pour un réel ¢ €]a, b|, les inté-

grales généralisées [ f(r)dret [, Cb f () dt sont convergentes. Dans ce cas, on pose

b c b
ff(t)dt:f f(t)dt+f f(pd.
a a c

THEOREME absolue convergence

b b
f f(t)dt est dite absolument convergente si f | f(2)|dt est convergente.
a a

De plus, si f [ () dt est absolument convergente, alors elle est convergente.
a




A Attention. La réciproque est fausse. Il existe des intégrales généralisées convergentes sans étre absolument
convergente.

1.2 Critéres de convergence

A l'aide du théoréeme de convergence monotone, on montre que, pour f : [a; b[— R une fonction continue posi-
tive, 'intégrale [ f f()dt converge si et seulement si I'application x € [a; b[ — [, ; f(t)dt est majorée.

PROPOSITION critére de comparaison et de négligeabilité
Soient f, g deux fonctions continues définies sur [a, b|.

e 8i | — f etg sont positives,
— pourtoutx€[a,bl, f(x) <gx),

b b
= f g(1) dzt est convergente, alors f [ () dt est aussi convergente.
a a

e Si | — g estpositive sur un voisinagedeb;
- f =0g);

b b
— f g(t)dt est convergente, alors [ f () dt est aussi convergente.
a a

PROPOSITION critére d’équivalence
Soient f, g deux applications continues définies sur [a, b|.
Si | — f etg sontde signe constant sur un voisinage de b,

*fbtg,

b b
alors les intégrales généralisées f fodtet f g(1)dt sont de méme nature.
a a

Remarque. En pratique, on compare souvent aux intégrales de Riemann.

ldt
* Lintégrale généralisée - est convergente en 0 si et seulement si a < 1;
0

+oodt
* Lintégrale généralisée f r est convergente en +oo si et seulement si a > 1.
1

1.3 Regles de calculs

Sous réserve de convergence, les propriétés de linéarité, de croissance de l'intégrale, I'inégalité triangulaire et la
relation de Chasles sont encore valables. Par contre, pour effectuer une intégration par parties, on se raméne a un
segment.



Méthode

THEOREME changement de variable
Soit f continue sur un intervallela; b|.

Si @ :10;B[— 1a; bl est une bijection croissante de classe 6",

alors les intégrales généralisées | f fwdu et ff @' (1) f(p(1)) dt sont de méme nature.

b p
Dans le cas de convergence, f fwdu= f ¢'(0) fp(n)dt.
a x

Remarque. L'énoncé s’étend au cas décroissant.

Rédiger un changement de variable dans le cas généralisé

dx.

+00 1
1= [
0 v1+e*
e Lafonction x € [0; +oo[— /1 +e* est continue sur R*, I est une intégrale généralisée en +oo. De plus,

1 1

VIter v ex/2’

Comme f0+°° e*'2 dx est convergente, par le critére d’équivalence pour des intégrandes positives, I est conver-

gente.
* Soit ¢ : x € [0;+00[— /1 +e*. La fonction ¢ est de classe €' et strictement croissante sur [0; +oco[ par compo-

sition. De plus,

(p(0)=\/§ et (p(x)x—> +00.

—+00

¢ est une bijection croissante de [0;+oo[ dans [V/2; +ool. Par le théoreme de changement de variable, les inté-

grales
TED 1 too ] 2¢dt e 2
dx et — = >——dt
0 Viter vz t2—-1 Jyz 2-1

sont de méme nature (convergentes) et égales.
e Calculons I'intégrale de droite par décomposition

w9 7 too ] 1 =1\ v2-1
dz = ————|dt=|In[— =-In .
vz -1 vz \t=1 t+1 t+1)| V2+1
Apres simplification 1=2In(v2+1).
Exercice 1
. L +o0 In(1)
v 4 Effectuer le changement de variable u = 1/t dans l'intégrale convergente f > dr.
Y 0 1+¢ p-4

1 ™ Que peut-on en déduire?

n Variables aléatoires a densité

2.1 Définition et premiéres propriétés



DEFINITION variable aléatoire a densité
SoitX une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q0, </ ,P). Notons Fx la fonction de répartition deX.
On dit queX est une variable aléatoire a densité si :

e Fx est continue sur R.

* Fx estde classe €' surR saufen un nombre fini de points.

Exemples.
e Si Fyx vérifie :
Vxe]l—o0;0[, Fx(x) =0, Vxe€[0;1], Fx(x)=x, Vxe€]l;+oo[, Fx(x) =1,
alors X est une variable a densité.
On dira dans la suite que X suit une loi uniforme sur [0; 1].
e Lesvariables aléatoires discretes ne sont pas des variables a densité.

Remarque. Soit X une variable aléatoire et Fx sa fonction de répartition. Nous avons vu que pour tous réels a, b avec
a<hb,
Fx(b) - Fx(@) =P([a<X < b]).

De plus, on montre que P([X = b]) =Fx(b) — lirrzFx(a).
a—)

a<b
Preuve. En effet, on a par exemple [X = b] = A [b—1/n <X< b]. La suite d'événements ([b—1/n < X < b]), .+ est décroissante
neN*

pour l'inclusion, le théoréeme de la limite monotone dans sa version probabiliste s’applique. Ainsi,
P([X=b])= lim P(Ib-1/n<X<bl)=Fx(b)~ lim Fx(b-1/n).

On conclut en rappelant que la fonction de répartition est croissante.

|
Si X est une variable aléatoire, Fx est continue. En particulier, pour be R : P([X = b]) =0.
Plus généralement, pour tous a, b € R
P([xelabl]) =P([Xe la;bi]) = P([Xela; bl] ) = P([X€ la;b1] ).
DEFINITION densité de probabilité

On dit qu'une application f : R — R est une densité de probabilité si elle vérifie :
— [ est positive sur R.

— [ est continue sur R sauf en un nombre fini de points.

+00o
— Lintégrale suivante est convergente et f fde=1.
—00

Exemple. Justifions que la fonction f: teR— définit une densité de probabilité.

1
(1 + £2)
e f est clairement une fonction positive.
* f est continue sur R en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.

e PourAeR",ona

A A dr
fofmdt:fo 1+

0 1 +00
De méme, pour B € R™, par parité de f, f f(nde it On a bien la convergence et 1'égalité f fnde=1.
B ——00 —00

A arctan(A) — arctan(0) n/2 1

= _— —_— -

0 b A—+oco T 2

arctan(t)

T

En conclusion, f est une densité de probabilité.



Exemples Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. 4 Montrer que I'application f définie sur R par :
Exercice 2 0 sit<0
,, f= 2
. te 2 sit=0
L p-4
)y~ est une densité de probabilité.
- 2. 44 On considere I'application f définie sur Rpar: f(1) = #1[0&00[([)-
a) Déterminer deuxréels a et b tels que: Vx>0, x21+x =4 %
b) &: En déduire la valeur de la constante A pour que [ soit une densité de probabilité.
PROPOSITION

densité de probabilité d'une variable a densité
SoitX une variable aléatoire a densité.

Toute application f : R — R a valeurs positives qui coincide avec Fx' sur R privé d'un ensemble fini de points est une
densité de probabilité. On dit que f est une densité de probabilité de la variable aléatoireX.

Preuve. Vérifions les deux premiers points de la définition :

— Par hypothese, f est une fonction positive. Notons toutefois que la fonction de répartition étant croissante, la dérivée Fg(
est positive sur son ensemble de définition. On s’assure donc seulement que f est positive aussi en les points o1 f et Fx' ne
coincident pas.

— Comme X est une variable 2 densité, sa fonction de répartition est €1 sauf en un nombre fini de points. Sa dérivée est donc
continue sauf un nombre fini de points.

— Le dernier point sera repris dans la démonstration de la proposition suivante.

PROPOSITION densité et fonction de répartition

Soient X : Q — R une variable aléatoire a densité sur (Q, o/ ,P) et Fx, fx respectivement la fonction de répartition et une
densité deX.

X X
* Pour tout x € R, l'intégrale f fx(¥)dt est convergente, et Fx(x) = f fx(@dt.
—00 —00

b
e Soienta,b€RU {—o0; +o0} tels que a < b, P([Xe [a;b]]) =f fx(®dt.
a

Preuve. Notons E = {x1,x2,--, X}, 'ensemble des points de discontinuité de fx avec pour ¢ ¢ E, fx(¢) = Fg((t). On impose |'ordre
X1 <X2<-:--<Xpm.

. Xi+1
e Prouvons le premier point. Soit i € [[1; m — 1]]. Etudions 'intégrale f l fx(®de.
X

Comme l'intégrande fx est continue sur ]x;;x;+1[, on est dans le cas d'une intégrale généralisée en x; et x;.1. Soient x,y €
1x;; xj+1[, 'intégrande est de classe €1 sur [x; 1, ainsi

y y
Fx(y)—Fx(x)zf FX'(t)dt:f fx(ndt.
X X

Or, la continuité de Fx sur R (en particulier, en x; et x;, ;) donne:

F —  Fx(x; et Fx(x) — Fx(x;).
x(y) Paends x(Xi+1) x0) = Fx ()

On en déduit la convergence de l'intégrale généralisée avec :
Xi+1
f fX(t)dt:FX(x,-+1)—FX(x,-).
Xi

X1
— De méme, pour tout x < x1, on a Fx(x1) — Fx(x) = f Jfx () dt. Comme Fx(x) x—>000,
X -~

x
f fx(®dt =F(x1).
—00



— Soit x € R. Il existe j € [[1; m]], le plus grand indice i tel que x; < x. Par télescopage
F(x) - F(x1) = (F(x) —F(Xj)] + (F(x]') —F(x]'_l)) + (F(xj_l) —F(xj_g)) +-++ (Flxp) —F(xp)).

D’apres les deux points précédents et la relation de Chasles :

X xj x]' X2 X
F(x)—F(x1)=f fxde+ fx(t)dt+f fx(t)dt+~~+f fx®de=| fx(nde.
Xj Xj-1 X1 X1

Xj-1

X X X X
Finalement, Fx(x)=| fx(®dt+F(x1) :f fx(t)dt+f le(t)dt:f fx(@®ade.
X1 X1 —00 —00

¢ Soient a, b € R. Nous avons vu que :

P([xela;b]]) =P([Xela; bl]| = Fx(h) - Fx(@).
De nouveau, la relation de Chasles donne :

b a b
P([Xe [a;h]]) :f fX(t)dt—f fx(t)dtzf fx(odt.
—00 —00 a

|
+oo
Remarque. En particulier, on aP([X=x]) =P([X>x])=1-F(x) = f f(de.
X
Exemple. Reprenons la densité f de la méthode précédente et calculons la fonc-
tion de répartition F. Pour tout x € R,
F fx 0d fx dz arctan(f) yx
x) = fdt = = |
mf —ooTt(1+ 12) n —o0
B arctan(x) — tEI}loc arctan(t) B arctan(x) 1
B n B b 2
Exercice 3
e 4 Calculer P(X2 —X < 0) lorsque X est une variable aléatoire qui a pour densité la fonction f
Y6 1 .
' définie sur R par f(#) = PE

- w1+ £2)

A Attention. Il ne faut pas confondre fonction de répartition et densité.
Rappelons qu'une fonction de répartition est une fonction croissante de limite 0 et 1 en —oo et +oo. Le lien est, pour

tout ¢ € R, sauf un nombre fini,
(0 =Fx'(0).

La densité d'une variable X n’est pas unique alors que la fonction de répartion I'est.



Interprétation graphique Tracgons la courbe représentative d'une densité.

Laire comprise entre la courbe, I'axe des abscisses et les
droites d’équation x = a, x = b correspond exactement a
la probabilité que la variable aléatoire prenne les valeurs
comprises entre a et b.

A

b
Airezf fde=p([a<x<b]).
a

Lorsque a — —oco et b — +00, on retrouve bien

e

»
o

+00
a b f fHde=1=P(Q).

De nouveau, on constate que pour une variable aléatoire continue, pour tout a € R, P( [X= a]) =0.

PROPOSITION la densité caractérise la loi

SoientX etY deux variables aléatoires a densité sur (Q, </,P) et f : R — R une application.
Si f est a la fois une densité deX etY, alorsX etY ont méme loi.

Preuve. On rappelle que deux variables aléatoires ont méme loi lorsqu’elles ont méme fonction de répartition. Or, pour x € R, et
d’apres la proposition précédente

X X
Fx(x)zf f(t)dtzf f(t)dt =Fy(x).

Deux variables aléatoires a densité, ayant la méme densité de probabilité, ont méme loi.

]
Remarque. En pratique, donner la loi d'une variable aléatoire a densité est équivalent a donner
P([X €la,b] ]) pour tous a, be R,
C’est aussi équivalent a donner la fonction de répartition ou une densité de probabilité.
PROPOSITION conditions pour une variable a densité

Soit f : R — R une fonction.

Si | — Lafonction f est positive.
— La fonction f est continue sur R, éventuellement privé d’'un ensemble fini de points.

+00
—f f(ndr=1.

Alors il existe une variable aléatoire X dont f est une densité de probabilité.

Résultat admis.

Exemple. Loide Gumbel
La fonction définie sur R par : B
VxeR, flx)y=e*°
est densité de probabilité. En effet, il est clair que la fonction est positive et continue sur R (par composition). Or pour
tous A, BeRavec A< B,

B B x B x _x1B
ff(x)dxzf e ¢ dxzf e e’ dxz[—ee ] — 1.
A

A A



Méthode

+00
Ce qui justifie la convergence et I'égalité f fde=1.
—00

2.2 Cas des variables du type Y= ¢((X)

Comment montrer qu'une variable aléatoire est a densité et obtenir une densité?

Soit X, une premiere variable aléatoire a densité et ¢ : R — R, une application. On pose Y = ¢(X). Pour justifier
que Y est une nouvelle variable aléatoire, on peut procéder comme suit :

— On précise Y(Q2), 'ensemble des valeurs prises par'Y.

— On exprime la fonction de répartition de Y en fonction de celle de X. En particulier, on cherche pour tout
t € Y(Q), la probabilité P([Y < 7]).

— Ensuite, on s'assure que Fy est bien continue sur R et de classe €' sauf en un nombre fini de points (noté
dans la suite D).

— On calcule la dérivée Fy’ sur R\ D afin d’avoir une densité de Y.

A Attention. Dans le cas général d'une application ¢, rien ne garantit que Y = ¢(X) reste une variable aléatoire a
densité, ni méme une variable aléatoire (voir par exemple 'exercice 22, 22).

<> Un exemple avec la loi de Laplace
Soit A € R. On suppose que X: Q — R est une variable a densité et que I'application f:R — R
Exercice 4 définie pour tout réel ¢ par f(£) = Aexp(—|t|) est une densité de X.

1. Quelle estla valeur de A ? Préciser le graphe de f.
59 2. Déterminer la fonction de répartitionde X.  Indication. On distinguera x <0 et x = 0. p-
3. OnposeY=3X-2.

a) Etablir une relation entre Fy et Fy, les fonctions de répartition de X et Y.

b) Vérifier que Y est une variable aléatoire a densité et préciser une densité.

Généralisons I'exercice précédent.

Exemple. Calcul delaloideY =aX+b en fonction de laloideX
Soient X une variable aléatoire a densité et a, b € R.
Pour donner la loi de Y = aX + b, nous avons vu qu'’il suffit de donner la fonction de répartition ou une densité de Y.

Soit t € R.
t—>b t—b
[Xs— =Fx|—].
a a

e Pour a > 0.
Rappelons que Fx est continue et, sauf en un nombre fini de points, Fx est de classe €' sur R. Par composition, Fy
est continue et de classe ¢! sauf en un nombre fini de points sur R. Y est donc une variable aléatoire 4 densité. Fy est
dérivable sauf en un nombre fini de points avec :
t—-b
-

. Passons au complémentaire,

[X<Lf])=1—1ﬂx(%b).

t-b

Y<i=|Xs—| = Fy(n=P([Y<1?])=P

1 t-b 1
f@®=F ()= ZFX, (7) = Efx

Relation que 'on peut étendre a tout réel ¢ pour définir une densité de Y.
t—b

e Pour a <0.0On amaintenant [Y< ] = [X=> —
— a

Fy()=P([Y<1?])=P

[X;t;ab)zl—P

8



Car, la variable aléatoire X est a densité, P

[x<%b ):P

t—b
[X < —]) Par dérivation, on a, pour tout réel ¢ (sauf
a

un nombre fini),

1 t—-b\ 1 t—b
fr(t)=-F (1) = —;Fx’ (—) = —fx(—)-

a —a a

De nouveau, on étend cette égalité a tout réel 7.
En résumé, on obtient dans tous les cas

1 t-b
VteR, )= mfx( )

a

44 Soit X une variable aléatoire a densité suivant une loi uniforme sur [-1;1]. C’est-a-dire,
une densité de X est donnée par f=1/2-1|_1.1}.
1. Justifier que U = |X] est une variable a densité et donner une densité.
Exercice 5 2. Faire de méme avec V=X2.
179 3. Cas général. [
o Soit Z une variable aléatoire réelle a densité f continue sur R. Justifier que Y = Z2 est
t 9 une variable aléatoire réelle admettant une densité nulle sur R~ et donnée sur R} par
1
0= —=(fVD+f=VD).
g0 == (WD +f=VD)

(P
r)

=)

“d
9

2?

Hasard et mécanique quantique Le saviez-vous ¥

La mécanique quantique est une partie de la physique qui étudie I'infiniment petit des particules (niveau atomique ou
subatomique). Elle se développa au début du XX¢ siecle. Cette théorie, d'une redoutable efficacité dans ses prédictions,
fait pourtant une place importante au hasard.

Suivant le principe d’incertitude de Heisenberg, il n’est pas possible de connaitre a la fois la position et la vitesse d'une
particule. Ainsi, au lieu d’étudier la position exacte de la particule, on regarde la probabilité de présence dans une certaine
zone.

Par exemple, 'équation de Schrodinger décrit I’évolution de 'onde de probabilité W (r, f) d'un électron se déplacant dans
un potentiel V(r, 1) :
2

-n?_,
—V +V(, 1)

.0
ih—WY(r, )=
ot 2u

Y(r,1).

La quantité | ¥ (r)|2 donne la densité de probabilité de trouver I'électron en un point r.
Albert Einstein s’opposa a cette nouvelle approche de la physique. Il refusait que les lois de la nature puissent faire appel
directement au hasard.

Gott wiirfelt nicht (Dieu ne joue pas au dés). EINSTEIN.

n Espérance d’une variable a densité

3.1 Définition



DEFINITION espérance dans le cas a densité

SoitX une variable aléatoire a densité fx sur un espace probabilisé (Q0, </, P).
On définit Vespérance deX, sous réserve de convergence absolue, comme le réel

+00
EX) =f tfx(®dt.

A Attention. Comme pour les variables aléatoires discretes, il ne faut pas oublier la convergence absolue.

Exemples.
¢ Considérons X une variable a densité dont une densité est précisée par :

1 si tel0;1]
VieR = .
teR, f) { 0 sinon.
+00
La fonction f est continue par morceaux, nulle en dehors d'un segment. Lintégrale f tfx(t)dt converge donc ab-
—00
solument et X admet une espérance avec
+00 1 1 210 1
EX) :f tf(t)dt:f tf(t)dt:f tde=|—| ==
oo 0 0 2|, 2

1
* Reprenons I'exemple d’une variable aléatoire Y de densité f: t € R — Ee" f,
+o0

Par les croissances comparées et le critere de négligeabilité, il est clair que f tf (1) dt est absolument convergente.

—00
L'espérance existe. La densité f est une fonction paire, donc f € R— £ f(f) est impaire. Il vient

0 +00
ftf(t)dtz—/ tf(r)dt, puis, E(Y)=0.
o) 0

A Attention. La condition de parité de la densité n’est pas suffisant, il faut aussi que 'espérance existe comme
le montre 'exemple suivant.

¢ On dit que Z suit une loi de Cauchy, lorsque Z admet pour densité :

VieR, fz(t)zm.

+oo dr
On al'équivalent ¢ f7 () o 1/(m?). Or, I'intégrale de Riemann f - est divergente. Les fonctions sont positives sur
(e o)

1
+00

[1; +o0l, le critére d’équivalence s’applique, f tfz(t)dt diverge.
1
+00
L'espérance de Z n’est pas définie puisque l'intégrale généralisée f tfz(t) dt ne converge pas (absolument).

—00

<> Loi de Pareto

Soient a € R} et X une variable aléatoire de densité f définie par :
Exercice 6

1 _ l+a
- f=—=t""« si te[l;+oo[ et f(t)=0sinon.
$— a -9

| & 1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
@ 2. Calculer P([0 <X <1+a]) en fonction de a.

3. Pour quelles valeurs de a, X admet-elle une espérance? La calculer quand elle existe.

10



3.2 Regles de calculs sur I'espérance

Les résultats suivants sont identiques au cas des v.a discrétes dénombrables.

PROPOSITION linéarité de 'espérance

SoientX etY des variables aléatoires a densité admettant une espérance. Alors pour tous A, | € R, la variable aléatoire

AX + uY admet une espérance eton a :
EAX + uY) = AE(X) + pE(Y).

Vocabulaire. Soit X: Q — R une variable aléatoire a densité sur (Q, </,P). On dit que X est centrée si X admet une

espérance et E(X) =0.
D’apres la proposition précédente, la variable aléatoire X — E(X) est toujours une variable aléatoire centrée.

PROPOSITION existence par domination

SoientX etY sont deux variables aléatoires sur un méme espace probabilisé.

Si | — XIsY.
— Y admet une espérance.

Alors, X admet une espérance et |EX)| < E(Y).

Exemple. SiX estune variable aléatoire bornée, alors X admet une espérance.

PROPOSITION positivité et croissance de 'espérance

SoientX, Y des variables aléatoires a densité admettant une espérance.
e Positivité de l'espérance : siX = 0 presque siirement, alors E(X) = 0.

e Croissance de l'espérance : si X <Y presque siirement, alors E(X) < E(Y).

3.3 Formule de transfert

THEOREME de transfert

SoientX une variable aléatoire admettant une densité fx nulle en dehors dela, b[ avec (a,b € RU {+oo}) et :]a, b[— R
une fonction continue sauf éventuellement en un nombre fini de points. On a l'équivalence entre

i) Lawvariable 9(X) admet une espérance.

b
ii) Lintégrale f @(1) fx(t)dt converge absolument.
a

b
Et en cas de convergence absolue, E(pX) = f @) fx(r)dr.
a

Preuve. Dans le cas bijectif et €.
Supposons que la fonction ¢ est de classe €1 sur R avec pour tout ¢ € R, ¢'(¢) > 0. On suppose de plus que Fx est de classe %!

sur R et fx est une densité de X continue sur R.
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e Lavariable Y est a densité, puis calcul d’'une densité.
Dans un premier temps, vérifions que Y = @(X) est une variable a densité et précisons une densité.

— LensembleY(Q).
Par le théoréme de la bijection, ¢ est strictement croissante et réalise une bijection de R dans I'intervalle ouvert @(R) =], B[ (avec
a€RU{—oo} et p € RU {+o0}) et la réciproque ¢! est continue, strictement croissante de Ja, B[ dans R. En particulier

Y(Q) cp®) =]a, Bl.

— Lien entreFy et Fx.
Soit  €]a, B[. Comme ¢ est bijective et strictement croissante

Fy(t) =P([Y < 1]) = P(@(X) < 1) = P(qu)_l(t)] = Fx ((p_l(t)) (%)
De plus, pour ¢ =f, Fy(f) =1 et pour ¢ < a, Fy(f) =0.

— Continuité et dérivabilité de Fy.
Par composition, Fy est continue sur Jo, (. Si a € R, la fonction Fy est aussi continue sur ] — oo; af. De plus, par composition des
limites
— ! —
¢ () — -oo

t—at

donc Fx (@~ '()) — 0=Fy(w.
N FY(x)x_.oo() t—at

——

Ce qui prouve la continuité en a. De méme si p € R. Finalement, Fy est bien continue sur R.
De plus, par le théoreéme de dérivation des applications réciproques, on justifie la dérivabilité de ¢! sur Ja, B[ avec

VieR (tp_l),(t):;
o' (0~ 0)
A partir de la relation (), on justifie par composition que Fy est de classe ¢! sur Ja, B[ et Y est une variable a densité.

— Expression d'une densité.
Une densité est donnée par dérivation d'une fonction composée

_ _ fX((P_l(t))
v Bl f =F/ )= ' By (7! == -
relo;Pl y () =Fy (1) (‘P ) (£)-Fx ((P (t)) ,( —1(t)]

De plus pour ¢ ¢]a, B[, fy(¢) = 0. En particulier pour x € R, on obtient

KoM ew)) 1
Fr(ow) = o) P KO ®

¢ Existence et calcul de I'espérance.
p
La variable Y admet une espérance si et seulement sil'intégrale I = f t fy(t) dt est absolument convergente. Effectuons le chan-
(04

gement de variable 1 = @(x) de classe 6! et strictement croissant. I est absolument convergente si et seulement si I'intégrale
suivante l'est aussi

+o0o dt
f Q) fy(e@®)e' (x)dx car — =¢'(x).
(o] dx

Or, en utilisant (e), cette derniere se simplifie par
+00o
f P(x) fx(x)dx.
—00

Ce qui justifie bien I’équivalence entre i)et ii). On conclut en rappelant qu’en cas de convergence, les intégrales sont égales :

8] +00
E(Y) :f tfy(t)dt:f @(x) fx(x)dx.
04

—00

12



<> Applications

Exercice 7 1. SoitX, une variable 4 densité admettant une espérance et a, b € R. Al'aide de la formule
d de transfert, montrer que aX + b admet une espérance et
Pagm
’.\f E(aX + b) = aE(X) + b. p-E9
o

< 2. Soit X une variable aléatoire a densité dont une densité est donnée par f = 19.1[. Justi-
fier 'existence de I'espérance E(In(X)) et la calculer.

n Moments et variance d'une variable a densité

41 Moments

Pour tout entier naturel s, le moment d’ordre s d'une variable aléatoire X est le nombre n1,(X) défini par :
ms(X) = E(X®).

En particulier pour s = 1, on retrouve 'espérance m; (X) = EX).
Dans le cas d'une variable aléatoire a densité, et sous réserve d’absolue convergence, la formule de transfert donne :

+00
ms(X) = f x° f(x)dx.

o0

4 On définit la fonction f sur R par
E ice8
Herelee f=| T sio<x<1
o 10 sinon.
(5 p-[29]
I & 1. Vérifier que f est une densité de probabilité.
v 2. Soit X une variable aléatoire de densité f.
Montrer que X admet des moments a tout ordre et les calculer.

Remarque. On montre que si X a un moment d’ordre r alors, X admet un moment d’ordre s pour tout entier s < r.

Exercice 9 +4
_ar 1. Prouver la remarque précédente. 7
o p.
&~ 2. Soit r € N*, construire une variable aléatoire a densité admettant un moment d’ordre r
1; & mais pas de moment d’ordre r + 1.
4.2 Variance

De nouveau, les résultats qui suivent sont calqués sur le cas des variables discretes.

DEFINITION variance et écart-type
SoitX une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.

* On appelle variance d’'une variable aléatoireX, la quantité V(X) = E((X— E(X))z).

* On appelle écart-type deX, la quantité o (X) = VVX).

Remarque. La quantité o(X) est bien définie car (X— E(X))2 = 0. Dong, par croissance de I'espérance, V(X) = 0.
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Lécart-type permet de quantifier les écarts par rapport a la moyenne. Un écart-type fort traduit un « grand éloi-
gnement » des valeurs de X par rapport a sa moyenne.
En reprenant les preuves dans le cas discret, on prouve les deux énoncés suivants.

PROPOSITION propriétés de la variance

SoitX une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.
* V(X) =0 si et seulement si X est une application presque silrement constante.

e Pour tous réels a, b,
V(aX+b) = a*VX) ; o(aX+b) =|aloX).

Vocabulaire. Soit X une variable aléatoire. Nous avons vue qu’'une variable aléatoire X est dite centrée si E(X) = 0. Elle

est dite réduite si 0(X) = 1. La variable aléatoire Y = %)80 est centrée, réduite.

En pratique, on calcule la variance avec :

THEOREME formule de KOENIG-HUYGENS

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.

V(X) =E(X*) -EX)*.

Exercice 10

N 4 Prouver cet énoncé. p.#?

“ Simulation avec Python

5.1 Rappels : les histogrammes

Un histogramme donne une idée graphique de la répartition des valeurs d'un échantillon E = {x;,..., x,}. Pour
cela, on découpe I'ensemble des valeurs possibles en un certain nombre d’intervalles. Notons p € N* le nombre
d’intervalles choisis. Ces intervalles doivent étre deux a deux disjoints, et leur réunion est égale a (ou contient) 'en-
semble des valeurs possibles. Plus précisément, en notant a, dy, ..., ap+1 € R, les bornes de tous ces intervalles avec
a<az<---<dps,ona

p
cUlai;ainl
i=1

Lintervalle [a;; a;+1[ est une classe. On peut ainsi définir |'effectif 7; d'une classe comme le nombre d’éléments de E
appartenant a la classe puis sa fréquence f; comme le rapport de I'effectif sur le nombre total d’éléments de E.

Ensuite, le graphique est obtenu en tracant, pour chaque i € [[1, pll, le rectangle de base [a;, a;+1] sur I'axe des
abscisses, et

— d’aire égale a m; (on parle d’histogramme en effectif) ;

— d’aire égale a f; (on parle d’histogramme en fréquence).
Dans ce cas, la somme des aires des rectangles est égale a 1.

¢ Exemple 1. Répartitions du nombre d’habitants
Le site de L1.N.S.E.E (Institut national de la statistique et des études économiques) contient de trés nombreuses sta-
tistiques en libre acces. On y trouve par exemple la liste du nombre d’habitants par département.
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Editeur

Editeur

# L désigne dans la suite la liste

# du mombre d’habitant par département

# Création d’un tableau avec les intervalles de
longueurs 200 000 (habitants)

inter =np.linspace(0,2.8%10%%6,15)

plt.hist (L, bins=inter)

plt.xlabel (’Nbre habitants (en millions)’)

plt.ylabel (’Nbre de départements ’)

plt.show ()

Nbre de départements

10 15 2.0 25
Nbre habitants (en millions) 1e6

Donnons un second exemple lié aux probabilités. Dans la suite, on construit 'échantillon a partir de plusieurs
simulations d’'une méme variable aléatoire.

* Exemple 1. Simulation d’une loi uniforme
La fonction Python ci-dessous prend en argument un entier naturel m non nul et tire m réels uniformément dans

[0; 1], puis affiche I'histogramme.

L= np.random.rand (1000)

plt.hist(L, bins=20, density=True)
# Création de l’histogramme
# avec 20 classes

plt.show ()

Editeur

Expliquons les commandes :
e density=True : Trace I'histogramme en fréquence.

° bins=... :Sionmetune valeurentiére en argument, on définitle nombre de classes. Sinon, c’est une liste (ou
un tableau) qui définit les différents intervalles des classes.

e rwidth=... :Largeur relative de la barre par rapport a l'intervalle (facultatif).

Dans ce dernier exemple, il est utile de rajouter la courbe représentative d'une densité. Plus I’échantillon est im-
portant, plus on a de chance que I'histogramme « se rapproche » de la courbe.

plt.clf () -
L= np.random.rand (1000) 121 == densite
classes =np.linspace(0,1,10) ol
plt.hist(L, bins=20, demnsity=True) # Création de 08
l’histogramme
0.6 1
x=[0 s 1] 0.4
y=[1,1] ol
plt.plot(x,y,linewidth=5,1label="densite") ’
plt.legend () 0.0
plt.show ()
5.2 La méthode d’inversion : illustration avec la loi de Cauchy

Lidée repose sur I'énoncé suivant :
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Editeur

Editeur

Si | — U suitlaloi uniforme sur]0;1[.
— Xest une variable aléatoire a densité dont la fonction de répartition F est une bijection de ]a; b[
avec —oo< a< b < +oosur]0;1].
Alors La variable Y = F~ (U) suit la méme loi que X.

Exercice 11

p-27

4 % Prouver I'énoncé précédent.

Exemple. On dit qu'une variable aléatoire X a densité suit une loi de Cauchy si une densité est donnée par

f:teR

TR+

1

arctan(x) . . .
—_—+ E La fonction F est strictement crois-

On a vu que la fonction de répartition est définie sur R par F(x) =

sante, continue de R dans ]0; 1[. Le théoréme de la bijection s’applique

Vtelo;1,  F'(r) =tan(n(t-1/2)).

Ci-dessous, un histogramme d’un échantillon obtenu par simulation d'une loi de Cauchy par la méthode d’inversion.

plt.clf )
U= np.random.rand (50000)
L=np.tan(np.pi*(U-1/2))
inter=np.linspace(-5,5,100)
plt.hist(L, bins=inter, density=True)
de l’htstogramme
x=np.linspace(-5,5,200)
y=1/(np.pi*x(1+x*%2))
plt.plot(x,y,linewidth=5,label="Densité")
plt.legend ()
plt.show ()

# Création

Exercice 12

p-27

44 % Expliquer I'intérét du code suivant? Qu'illustre-t on sur la loi de Cauchy?

Liste=100*np.linspace(5,100,10)
E=[]

for m in Liste

U= np.random.rand(int (m))
L=np.tan(np.pi*(U-1/2))
e=sum (L) /m
E.append (e)
plt.plot(Liste,E)
plt.show ()

2000 4000 6000 8000 10000
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5.3 La méthode par rejet

Soit X, une variable a densité et f, une densité. On suppose que f est bornée et a support borné. C'est-a-dire, qu'il
existe Ke R*, a, b € Ravec a < b tels que

VxeR, 0<sf(x)sK et f(x)=0si x¢[a;bl.

Rappelons que I'aire comprise entre la courbe, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = a, x = b correspond
exactement a la probabilité que la variable aléatoire prenne les valeurs comprises entre a et b.

b
Aire:f fde=p(la<x<b])
a

K
) [ J
Ainsi, pour simuler la variable X, on peut tirer un
point au hasard sous la courbe représentative de f °
de maniére uniforme. On prend alors pour réalisa- ° L
tion I'abscisse de ce point. °
Précisons que pour tirer un point sous la courbe, on
tire un point au hasard dans le rectangle [a; b] x [0; K]
al’aide de deux lois uniformes. Si ce dernier est sous 0
la courbe, on le garde. Sinon, on recommence.
a b
Exercice 13
-~ 4 Quelle est laloi du nombre d’essais avant de tirer un point qui est bien situé sous la courbe 7
- @ D.
\. &7 de f? B
i —
4 Exemple : Simulation par la méthode de rejet
Soit X une variable aléatoire dont une densité f est définie sur R par
Exercice 14 =] 6xa-0 sixeo
> - 0 sinon.
- .27
1 1. Tracer le graphe de f. Quelles valeurs choisir pour a, b et K?
& 2. a) Comment tirer un point au hasard dans le rectangle [a; b] x [0;K] a I'aide de la
commande random?
b) En déduire un programme Python qui simule la variable X.

Exemples. Voir aussi I'exercice 22, page 22 pour une généralisation de I’exemple précédent a toute loi Beta. Pour un
exemple ol le support de la densité n'est pas a support borné, on pourra voir I'exercice 22, p.?? avec une simulation
des lois normales.
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4 r\ ) -
N\ Exercices ')
1 —

Révisions : intégrales sur un segment
Exercice 15. ¢ Sommes de Riemann

na+l

n
Justifier que pour o € R} K~ .
que p : k; phoo ar T

> Solution p.

Exercice 16. ¢ “ Lemme de Riemann-Lebesgue
L
Soit f: [0;71] — R de classe €. Justifier que f f(@)sin(nt)dt My 0.
0 —+00

> Solution p.

Exercice 17. 4+ Variante des intégrales de Wallis avec la fonction tangente

/4
Pour tout n €N, on pose Up = f (tan )" dt.
0
1. Calculer ug et u;.
2. Vérifier que tan’ =1+ tan?. En déduire quepourtoutneN, uUpi2+up= n%
3. En déduire une fonction Python qui prend en argument 7 et renvoie uy,.
4. Etudier les variations de la suite (u5). En déduire la convergence de la suite (u;,) et calculer la limite.

1
5. Effectuer le changement de variable x = tan ¢ dans 'intégrale définissant u;,, puis en déduire |uy| < ot
n

>> Solution p.

Révisions : intégrales généralisées
Exercice 18. ¢4 Intégrale a parametre : voir ECRICOME 2009, exercice 2.

dr

+00
Exercice 19. 4 Pour tout n =2, on pose uy :f —_—.
1+t+1t"

Etudier la nature de la série de terme général uy,.
> Solution p.[29]

1

—dt. D'apres oral ENSAE 2025
1+t~

+00
Exercice 20. 4 On pose f: x»—»f
1

1. Trouver le domaine de définition de f.
2. Exprimer f(x) + f(x+ 1) en fonction de x.
3. En déduire un équivalent de f en +oco.
> Solution p.[29]

+00
Exercice 21. 4 On pose pour neN,Jy, =f t"e~tdr.
0

1. Justifier que Jj, est bien définie pour tout n € N.
2. FEtablir, pour tout n € N, une relation entre J; etJ,;41.
3. En déduire J,, pour tout n € N.
> Solution p.[29]

Exercice 22. 4 Soit f une fonction continue bornée sur [0, +ool.
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1. Démontrer que les intégrales I et ] sont convergentes olt

+00 (x) +oo f(1/x)
I:f _fx dx et ]=f —f xd
0 0

X
1+ x2 1+x2

2. Vérifier que I=7.
n

+00 dx /‘+oo X
0

3. Application. Pour n € N, calculer f —— dx.
(1+x2)(1+x™)

—F— et
0 (1+x3)(1+x™M
>> Solution p.

+00
Exercice 23. ¢4 Soit f : R — R continue telle que f f(©)dt converge.
0

1. Donner un exemple ot f(#) #— 0. Un graphe suffit...
t—+o0

+00
2. Vérifier que la conclusion f() Py 0 devient vraie si I'on suppose en plus que f de classe ¢! avec f f'(®dt conver-
—+00 0

gente.
> Solution p.[30]

+o0 +0oo
Exercice 24. 444 Soit f: R — R continue telle que les intégrales fodret f f(—1/1) dt soient convergentes.
—0o0 —00

1.  a) Effectuerle changement de variable u = -1/t sur
+00 0
fe=1/rde et f fa-1/1de.
0 —00

b) En déduire

+00o +00 1 1
2[00 =1/ dtzﬁoo (1+t—2)f(t—;]dt.

¢) ATlaide d'un nouveau changement de variable, établir I'égalité

f:of(t)dtzﬁ:of(t—;]dt.

+00 5 *00 o 2
2. Application. Sachant quef e Udr=/n, calculerf e~V gy,
0

—00

> Solution p.

Exercice 25. ¢ 44 Soit P € R[x] non constant. Justifier que I'intégrale

+00
f cos (P(1))dr
0

est convergente si et seulement si degP = 2.
> Solution p.[3]]

Variable aléatoire a densité

Exercice 26. <> Vrai ou faux?
Toute variance de variable aléatoire réelle a densité est strictement positive.
> Solution p.[32]

Exercice 27. 4 Autour de laloi de Cauchy

Une variable aléatoire a densité suit une loi de Cauchy si une densité est f: te R — m
b

1. Préliminaires.
a) Simplifier arctan(¢) +arctan(1/¢) lorsque ¢ € R*.
b) Donner la fonction de répartition d'une loi de Cauchy.

2. Soit X une variable aléatoire a densité suivant une loi de Cauchy. On pose Y = 1/X.
a) Calculer P([Y <0]), puis, pour tout x € R, P([0 < Y < x]).

b) Montrer que Y suit encore une loi de Cauchy.
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3. Un tireur envoie sa balle sur un demi-plan droit. On suppose que I'angle © entre le trajectoire et 'axe (Ox) est une variable

T
aléatoire suivant une loi uniforme sur | - = —|.

Justifier que la position Z de la balle sur la cible (d’axe x = 1) suit une loi de Cauchy.

> Solution p.

\

(Ox)

Exercice 28. <> Soient ae€ R et f:R — Rla fonction définie par
f(x) = ae* ",

1. A quelle(s) condition(s) f est-elle une densité de probabilité?
2. SiX est une variable aléatoire réelle admettant f pour densité, quelle est la loi de la variable aléatoire Y = eX?

> Solution p. 22

Exercice 29. 4 Soit U une variable aléatoire loi uniforme sur ]0;1]. On lance une piéce équilibrée. Soit X définie par X = U2si
la piece donne pile et X = 1 — U2 sinon. Justifier que X est a densité et donner une densité.
> Solution p. 22

Exercice 30. 4+ Loi de Weibull, taux de panne
Soient c € [1; +oo[ et X une variable a densité dont une densité f; est définie sur R par

— _C .
g~ §ir>0

fon=1%¢
o sit<0’

1. Préciser la valeur de o.
2. a) Vérifier que pourtous s, t € [RI
PX=$) 2Pz X=s+1)
On pourra admettre que pour x e R* (1+x)¢ =1+ x¢.
b) Que dire pour c=17?

> Solution p. 22

Exercice 31. 4 Soit X une variable aléatoire a densité avec une densité de probabilité f paire.
1. Préciser P([X=0]).

2. On note F la fonction de répartition de X. Justifier que x € R — F(x) — % est impaire.

+o0o
3. On suppose que f tf(t)dt converge. Démontrer que X admet une espérance et la calculer.
0

> Solution p.[33]

Exercice 32. 44 Soient X et Y deux variables a densité. On suppose que X et Y admettent une espérance et des densités
strictement positives sur R.

1 — 1.% Soit Fx la fonction de répartition de X.

Quelle est la loi de Fx 1 (U) ot U — 2([0;1]) 2
2. La figure ci-contre est la représentation graphique
Fx des fonctions de répartition de X et Y. Quelle est la
variable dont I'espérance est la plus grande? Justi-
fier.

Fy
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> Solution p.

Exercice 33. ¢ Nouvelle expression de I'espérance
Soit X une v.a a densité. On note f une densité de X, et F sa fonction de répartition. On suppose que f est continue sur R et que
f=0surR™.

1. Montrer que pour tout x € R,

X X
f (1-F()dt=x(1-F(x)) +f tfmde. (o)
0 0
2. On suppose dans cette question que X posseéde une espérance.

+00 +00o
a) Montrer que pour tout xe R}, 0< x f(t)dtsf tf(r)de.
X X

b) En déduire que x(1-F(x)) — 0.

X—+00
+00

+o00
¢) ATlaide delarelation (s), montrer que I'intégrale f (1-F(»)dt converge, et que f (1-F(»)dr =EX.
0 0

3. On étudie la réciproque.

+00
On suppose dans cette question que l'intégrale f (1-F(1)dr converge.
0

X
a) Montrer que I'application ¢ : x — f tf(t)dt est croissante sur Ry .
0

b) Montrer en utilisant (e) que ¢ est majorée.
¢) En déduire que E(X) existe et que

+00
EX) =[ (1-F(n)dr.
0

4. Adapter le raisonnement pour montrer que si X admet un moment d’ordre 2, alors
+00
E(X?) = zf t(1-F(n)d.
0

> Solution p.

Exercice 34. 444 Soit F la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité X. #1LD29
1. Montrer que la fonction g définie par:
VxeR, g(x)=F(x+1)-F(x)
est une densité de probabilité.

2. SoitY une variable aléatoire admettant pour densité de probabilité g.
Montrer que si X admet une espérance alors Y en admet également une et dans ce cas E(Y) = E(X) - %

> Solution p.

Exercice 35. 4+ Soit X une variable aléatoire admettant une densité f continue sur R et un moment d’ordre 2. Caractériser la
valeur du réel a qui minimise I’expression

+00
@(a) = E((X— a)z] :f (t— a)zf(t)dt.
(o0}

> Solution p.

Exercice 36. ¢ 44 d'apres HEC 2016
> Solution p.
+00  dyx
VA +x)
b) Soit V une variable aléatoire telle que V(Q) = [0,1/2[ suivant la loi uniforme sur [0,71/2[ (une densité est donnée par
7% 1{0,7/2))- On pose : X = tan? (V). Montrer que X est une variable aléatoire a densité.

1.  a) Justifier la convergence de I'intégrale
0

} i —L__ six>0 . -
¢) En déduire que la fonction f: x — “ﬁ(()1+x) ) est une densité de probabilité.
sinon

2. a) Compléter le code python de la fonction simulX suivante de sorte que son application a I'entier N (N = 2) fournisse
une matrice ligne contenant N simulations indépendantes de la variable aléatoire X.
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import numpy.random as rd

import numpy as np

def simulX( ... ):
u=rd.rand (N)
x=np.ones (N)

Editeur

for i
x[il=
return

b) Apres avoir affecté une valeur entiere supérieure ou égale a 2 a la variable N, on exécute les commandes suivantes.
Trouver la loi d’'une variable aléatoire dont la valeur de c est, en fin de boucle, une simulation.

N=100
c=0
x=simulX (N)
for i in range(N):
if x[i]>1
c=c+1

Editeur

Exercice 37. 44 Soit f la fonction définie sur R par :

eIl

VxeR, fx) = 7

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.
On note X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, </, P) dont f est une densité de probabilité.

2. Soit m € N*. Montrer I'existence du moment d’ordre m de la variable X. Donner la valeur de I'espérance de X.

3. Pour tout entier n non nul et tout réel x, on pose :

X
Hn(x)zf f(t)(1+te‘”“']dt.

Montrer que Hy, est une fonction de répartition.
4. Soit Xj; une variable aléatoire définie sur (Q2, «#,P), dont H;, est la fonction de répartition. Vérifier que pour tout réel x

Hp(x) njooF(x)

ou F est la fonction de répartition de X.
> Solution p.[36

Exercice 38. 44 Soient Z— %([0;1]) et pour tout n € N*, Y, — %([[1; n]]). Comparer

n—+oo

lim E(arctan ) et E(arctan(2)).

>> Solution p.
Exercice 39. ¢ Un exemple détaillé

1. n pose pour tou — 1, 1], = n .
O 1 tre . t —_ —_
a) JUStlﬁeI que g estune bl]eCthIl de ] 17 1[ dans R.

b) Donner une expression simple de g1 (x) pour tout x € R. Justifier que g~ ! est de classe €1 et donner g_ll.
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. Soit ¢ la fonction définie par: Vx € R, ¢(x) = €

c) Soit X — %([-1;1]). On définit la variable T = g(X).

i) Prouver que pour tout x € R, Fr(x) = Fx(g ™1 (x)).

ii) En déduire que T est une variable aléatoire a densité. On précisera une densité.
a) Justifier que U = [X] est une variable a densité et donner une densité.

b) Faire de méme avec V = X2,

> Solution p.

Exercice 40. 44 On consideére 'application f définie par:

e—t

VteR, (t) = ———.
! (et +1)?

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

. Soit X une variable aléatoire réelle qui admet f comme densité. Déterminer F, la fonction de répartition de X.

X

-1
etY= .
eX+1 *X
a) Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur ] — 1;1[ et déterminer sa bijection réciproque.

b) DéterminerlaloideY.
> Solution p.[3§]

Exercice 41. ¢ 44 Médiane(s) d'une variable aléatoire.

Soit X une variable aléatoire a densité sur un espace probabilisé (Q, </, P) et admettant une espérance.

1.

1
Justifier qu'il existe unréel mtelque  P(X<m])=-.
Un tel réel est une médiane deX. Notons dans la suite, 4 (X), 'ensemble des médianes de la variableX.

2. Déterminer la oules médianes d’'une variable aléatoire X de loi exponentielle & (A). Est-ce que I'’espérance de X est une médiane ?

3. Dans la suite, on souhaite déterminer les réels a qui minimisent la fonction ¢ définie sur R par :

+00
YaeR ¢ =E(x-d|) =f t—alf(1)dt.
—00
a) Justifier que ¢ est une fonction convexe.
X
b) On définit la fonction G sur R par G(x) = f tf(r)dt. Justifier que G est dérivable sur R et préciser sa dérivée.
—00

¢) En déduire que ¢ est dérivable sur R et exprimer ¢’ & 'aide de la fonction de répartition F de X.

d) Conclure sur les réels qui minimisent ¢.

. Démontrer que 'ensemble des médianes d'une variable a densité X est un segment.

Une partiel deR est un intervalle si pour tous x, y €1, le segment [x; y] c L.
> Solution p.[39]

Exercice 42. ¢4 On définit sur R les fonctions f et g par

. . 1 —Inx)?/2
2nl >0 —= six>0

VieR [ :{sm( nin(x)) six ot gtn :{x\/ZTr
0

0 sinon sinon.

. & Soit n e N*. Al'aide du changement de variable u = In() — n, justifier la convergence et I'égalité

+00
f " f(r)gr)dr=0.

—00

. Soit Y — A(0;1). Vérifier que X = eY est une variable aléatoire a densité dont g est une densité.

3. Pour toutréel A €] —1;1[, on définit la fonction &) = (1+ Af) - g. Vérifier que h) est une densité de probabilité.

-

a) Justifier que X admet des moments a tout ordre.
b) SoitY) une variable aléatoire dont une densité est donnée par k). Démontrer que Y) admet des moments a tout ordre et :

VneN*, E(Y\")=E(X").

> Solution p.[40]
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p-Bl

Chap9EXO1

Exercice[l]

Le changement de variable u = 1/¢ est de classe € sur
10; +o0[ dans ]0; +oo[ et strictement décroissant. Donc

f*oo In(t) fo In(1/u) ( du)
dr= [ —0 (<t
0 1+ 12 +oo 1+ (1/w)? u?
+00 +00
:[ In(1/u) du:—f In(u) du.
0 u2+1 o 1+u?
o In(r)
1+2°

0.

Deslors f
0

Remarque. f:t —1In(t)/ (1+ tz) est continue sur R} avec

1
f(t) ~o+ ln(t) et f([) = O+00 (m) .

Donc par le critere d’équivalence et de négligeabilité, l'inté-
grale est bien convergente.

p-H

Chap9EXO1b

Exercice[2]

1. — Lafonction f est clairement positive.
— Comme f est nulle sur R, elle y est continue. De plus,
par composition, f est continue sur R} . Ainsi f est continue

sur R*.
Remarque. On peut montrer que f est continue en 0 car

tlgg,f(t) =f0) = tlirgj(t)-

Mais cette vérification est superflue pour une densité.
— SoitAeR}

A A A,
f f(t)dt:f f(t)dt:f e %4y
—00 0/ 0
_ [_e—t2/2]‘§ — A2
1.
A—+oco

+00
On en déduit que f f()dt est bien convergente et vaut
—00

1.
Finalement f est bien une densité de probabilité.
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p-[@l

Chap9EXOlc

Exercice[3]

On a

P(x*-X < 0] =P(X(X~1)<0)
= P(Xe]0;1D.

=P(X€]0;1]) (carXestadensité)

1>(x2 -X< 0] = Fx(1) - Fx(0).

Or la fonction de répartition a été explicité a I’exemple pré-
cédent. Il vient

arctan(t) 1
—_— + p—

VieR,  Fx(n)=

7
D’ou )
P (XZ -X< 0) = p (arctan(1) — arctan(0))
1(m 1
=_|=—0]==.
n(4 ) 4
Exercice[d] p-E
Chap9EXO2
1. Soit A€ RY.
A A A
ff(t)dt = )\/ e_mdt:)\f e fdt
0 0 0
—-nA —A
= Al-e t]oz)\(l—e ]
A
Ainsi fde — A
0 A—+oo

0
Par parité de f, on a aussi f f()dt = A. La condition
—0o0

+oo

f(®)dt=1impose donc

—00

0.5

|1

2. Soit Fx la fonction de répartition de X. On a pour x <0,

t X

x x el X e e
F = t d[:f —dt:f —dt=—.
() ﬁ Jwde= [ — =



Pour x=0,ona

X 0 X
Fx(x) = f f(t)dt:f f(t)dt+f f(odr
—00 —00 0
1 1

xe~! 1
= —+| —dt=-+=(1-e7%).
2 Jo 2 2 2

3.(a) Soit x € R, on a par définition

Fy(x) =P([Y< x]) =P([3X-2 < x])

:P(Xs XTJFZ)

Finalement

Fy(x) :FX(X\%Z).

3.(b) Précisons que Fx est continue sur R et de classe €' sur
R*. Par composition, Fy est continue sur R et de classe €’
sur R\ {-2}. Par définition, Y est une variable aléatoire a den-
sité.

Pour tout t € R\ {-2},

t+2 2 t+2

2
SN PPN i Wl S Sl
fy(®)=Fy (t)—3Fx( 3 ) 3fX( 3 )-

On étend cette égalité a r = —2. Une densité de Y est donnée
par:

VieR, iz]

3

1
fy(n = Zexp( -

Exercice[5]

p-Bl

Chap9EXO3

.Ona
U@ =[0;1].

Notons que pour tout réel x <0,

Fy(x) = P([U < x]) = P([IX < x]) = 0.
Puis pour tout x = 1,

Fy(x) =P([U<x])=P([IXI<x])=1.
Soit x €]0;1[. On a

Fy(x)

P(IX|<x) = P([~x<X<x])
Fx(x) — Fx(-x).

On vérifie que Fy est continue sur R et de classe ¢! sur
R\ {0;1}. La variable U est donc une variable aléatoire a den-
sité. Si fiy désigne une densité de R. Pour tout ¢ € R* \ {1},

fu® Fy' (1) =F/ (1) +F/(-1)
KO+ fx(=0

1.

si te€(0;1]

Résumons .
sinon.

1
fu@® —{ 0

On constate que fyy s'identifie & une densité de la loi uni-
forme %(g,1;. Comme la densité caractérise la loi :

U‘_’%[O;IL
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2. De nouveau, donnons la relation entre les fonctions de ré-
partition de V et de X. V est une variable aléatoire positive,
donc Fy est nulle sur R™. Pour x € R™,

Fy(x) = P(1X* < x1)
=P([IXI<vx]) (v croiss.
=P([-vVx<X< Vi)
=P([-Vx<X<Vx]) Xadensité
= Fx (V) - Fx(-V/%).

Notons que si x = 1 alors Fy(x) = 1. Si x €]0; 1[, +v/x €] - 1;1]

et:
Fy(x) = Fx(Vx)-Fx(—vx)
= (Vx+1)i2—(-vx+1)/2
= Jx
Résumons :
0 six<O
Fv(x):{ Vx  osix€e]0;1]
1 sinon.

Fy est continue, de classe €1 sur R\ {0;1}. V est une variable
aléatoire a densité. Une densité est donnée par :

1
fv(x):{ IV si x€]0;1[
0 sinon.

3.0naZ(Q) cR". En particulier, pour t € R™,
Fz (1) = P([Z < t]) =0.

Soit r € R*.
Fz()=P(1Z<1])

=p([X* <)
=P(-Vi<X<Vi).
Comme X est une variable a densité
Fz(1) =P(-Vi<X< Vi)
= Fx(\/;) - Fx( - \/;)
La fonction Fz est €1 sur R} (par composition) et sur R
(constante). De plus, par continuité de Fx en 0
lim Fy(1) = InFx(0) — Fx(0)
t—0+
=0
=Fz(0) = lim Fz(t).
7(0) A 7.(1)

F; est donc continue en 0. De plus, par composition avec la
fonction racine carrée, Fy est dérivable sur R} avec

(0= S F (VD) + (-5 (=D
1
= Z—ﬁ(f(\/?) +f(=VD).

D’oti le résultat.

Exercicelf]

p.[[0]

Chap9EXO4

1. La fonction fx est bien continue, positive sur R. Justifions la
convergence et le calcul de

+00 1 +00 1+a
f(t)dt:—f " dr.
1

—00 o4



SoitA>1.C0mme%=1+é#l,ona

t*l/u A

A 14
f T dt= | ——
1 -1/«

+00
f(ndr=1.

—00

1 Al/(X

T

—
1/a0 A—+oo

1

Il vient :

‘ f estbien une densité de probabilité. ‘

. Calculons
P([O <X<1 +0(]) =
0

1+a
=| 1-1+~ Ve
1

. Etudions la convergence absolue de

+oo 1 [t l+a
f l‘f(t)dt=—f t-t” o dt.
o] 1

o

1 t*l/u

o

-1/a

Comme la fonction est positive sur [1; +oo, la convergence
absolue équivaut a la convergence.

On est dans le cas d'une fonction continue sur [1, +oo[ avec
tf(r) = é t_é. On reconnait une intégrale de Riemann de
parametre 1/a. Il y a convergence de I'intégrale généralisée
en +oo si, et seulement, si 1/a > 1, c’est-a-dire
Dans ce cas,onapourA>1

A L A1
f -t a dt:f Cadt
1 1

A

En conclusion :

Exercicel[7] p-

Chap9EXO5

. Soient a, b € R. Pour tout t € R

|(at+Db) fx ()] < lal- |t fx (D] +1bl fx (D).

Or, par définition d'une densité de probabilité, I'intégrale
+00

fx(dt
(o)

converge (et vaut 1) et, X ayant une espérance, l'intégrale

+00
f [t fx (D dt
—00
est aussi convergente. Par linéarité, 'intégrale
+00
f lal- |t fx(8)| + Dbl fx (1) e
—00

est convergente. Par le critére de majoration

+00
f |(at+b) fx(0)] dt
—00
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estdonc convergente. D’apres le théoreme de transfert, aX+
b admet une espérance. Dans ce cas,

+00

E(aX+b):f (at+Db) fx()dt

+00 +00

:af tfx(t)dt+ b[ fx([)dt
—00 —00

= aEX) + b.

1
2. Lintégrale f In(#) dt est convergente avec
0

1
f In(f)dt=-1.
0

(Voir exercice suivant si besoin). Lintégrande étant de
signe constant, l'intégrale est aussi absolument conver-
gente. D’apres le théoreme de transfert, In(X) admet une es-
pérance et

E(InX)) :f

-1

+

1 1
In(#) ~f(t)dt:f In(r)dt=-1.
0

Exercicelg] p-

Chap9EXO6

1. Dans un premier temps, pour € € R} .

1 1
f f(t)dt:f —~In(t)dt
€ €

=[-tIn() + 1]}

€
— 1
e—0"

al’aide croissances comparées. Ensuite

— Lafonction f est positive sur R.

— Lafonction f est continue sur R\ {0;1}.

— D’apres le calcul préliminaire, 'intégrale [ f(£)dr est
donc bien convergente et

+00

fde=1.
(e.o]

On a donc bien une densité.

2. Soit n € N. Soit € € RY. A I'aide d'une intégration par parties

avec des fonctions ¢!

n+1

In(1)

1
f t"In(p)dt =
€ n+1

1
lt”+1 1
_f e
e e n+ t
1 1 1 1
:—[t"+lln(t)] ——f "dr
n+1 € n+1Je

Apres passage a la limite (croissances comparées), il y a
convergence et

1
t"In(hdt=-———.
fo n( (n+1)2

Comme l'intégrande est de signe constant, la convergence

absolue équivaut a la convergence. Le théoréeme de transfert
s’applique, X admet un moment d’ordre n et

+00 1
E(X")=f t"f(t)dt=f () dr = —
- 0

0o (n+1)2°



Exercice[d]

-3

Chap9EXO7

1.» Rédaction 1.
Soient s, r € N avec s < r. Pour tout réel x, en distinguant
[x|<let|x|=1,0na

o<|x*<1+|x|"

Or les intégrales de fonctions positives

+00

+o00
fx)dx et f |x|” f(x)dx
o0 —00

sont convergentes, donc par linéarité, I'intégrale

+00
f (1+1x") f(x)dx
—00

est convergente. Par application du critére de comparaison,
I'intégrale

+00
f |xI® f(x)dx
—00

est convergente. La variable X admet bien un moment
d’ordre s.

e Rédaction 2.
En distinguant les cas [X| = 1 et |X| < 1, on montre que

XS<1+X".

Or [X|" admet une espérance car on se place dans le cas o1 X
admet un moment d’ordre r. 1 admet aussi une espérance.
Par conséquent 1+ |X|" admet une espérance par linéarité.
Par le théoréme de domination, |X|* admet une espérance.
C’est-a-dire X admet un moment d’ordre s.

2. Soit r € N*. On peut considérer la variable a densité X ad-

mettant pour une densité
+00 1
avec ar=([1 ﬁdt)

On vérifie a 'aide des intégrales de Riemann que X admet
un moment d’ordre r mais pas d’ordre r + 1.

Osix<1 -1

f(x)z{ %six?l

Exercice[T]]

Chap9EXO8

Ona
Y(Q) <la; b.

— Pour t<a, F(¥)=0.
— Pourt=b,F(t)=1.
— Soit t€la;bl.

Fy(t) =P(Y< )
=p(F'W <1
=P(U<F()
=Fy(F®).

F croissante

p-[16]
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Or, on rappelle que pour une loi uniforme sur [0; 1],

0 six<O
VxeR, Fyx)={x sixel0;1]
1 six=1.

Ici, F(¢) € [0;1] et on a simplement
Fy () =F(p).

Les variables X et Y ont méme fonction de répartition,
comme la fonction de répartition caractérise la loi, X et Y
ont méme loi.

Exercice

p.[16]

Chap9EXO9

Ce code illustre le fait que la loi de Cauchy n’a pas d’es-
pérance. En effet, le calcul des moyennes empiriques sur des
échantillons de taille de plus en plus importante ne semble
pas montrer une quelconque convergence.

Exercice p-
Chap9EXO10

La probabilité de tirer un point dans la bonne zone est

_ Aire sousla courbe 1

B T Kb-a)
Le nombre d’essais correspond au rang du premier succes
dans une infinité d’expériences de Bernoulli mutuellement
indépendantes. On sait alors que X suit une loi géométrique
de parametre p :

Aire totale

XH%(K(b—a))'

Exercice p-

Chap9EXO11

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x=np.linspace(0,1,200)
y=6*x*(1-x)
plt.plot(x,y)
plt.show ()

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2.a) Pour tirer un point au hasard (x, y) dans le rectangle, on

peut écrire :

x=(b-a)*rd.random() +a
y=Kxrd.random ()



2.b) Adaptons la méthode avec

K=3/2, a=0, b=1

def f(t):

return 6*t*(1-t)
def simurejet ():
K=3/2
x=rd.random ()
y=K#*rd.random ()

while y>f(x):
x=rd.random ()
y=K*rd.random ()

return x

Pour tester le programme, on peut créer un échantillon et
comparer la répartition avec une densité de la loi.

plt.clf ()
m=2000 # taille échantillon
Ech=np.zeros (m)
for i in range(m):

Ech[il=simurejet ()
inter=np.linspace (0,1,100)
plt.hist (Ech, bins=inter, density=True)
# Création de l’histogramme
x=np.linspace(0,1,200)
y=£f(x)
plt.plot(x,y,linewidth=3,label="Densité")
plt.legend ()
plt.show ()

e Densité

Exercice[T5] p.
Chap9EXO12

Pour une fonction f continue sur [0;1], le théoréme de
convergence des sommes de Riemann donne

( ) ff(t)dt

Pour o € RY, on considere la fonction continue ¢ € [0;1] —

1%, Par suite
1n 1
t dr=

lim —
n—+oon k 0

n-1 (ot 1

na+1 2:

1

a+l

a+1 0
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On en déduit I'équivalent.

Exercice[I6]

p-[1§

Chap9EXO13

On a par intégration par parties avec des fonctions de

classe €1
1
(——cos(nt))
n

1,
+—f [ (®)cos(nt)dt.
nJo

1

T
f f@sin(nt)dt =
0

0

On constate que le crochet convergence lorsque n — +oo
car la fonction cosinus est bornée. De plus, par l'inégalité
triangulaire

L
U f'(t)cos(nt)dt
0

L
sf |f’(t) cos(nt)| dr< nmaXUf’l).
0

D’ot1 le résultat par le théoreme d’encadrement.
Précisons que le maximum de | f| est bien défini puisque que
| f| est continue sur un segment.

Exercice[l7]

p.[1g

Chap9EXO14

1. Par définition
/4 Tt
170 :f 1dr=—
0 4

/4 /4
ulzf tantdr=[—In|cost],
0

1
=-In(1/v2) = —ln2.

2. La fonction tangente est dérivable | 5; 2 en tant que quo-
tient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’an-
nule pas. De plus, par formule de la dérivée d'un quotient,
pourtoutx€|%; 3,

2

cos? x — (—sin?

, sin® x)
tan' (x) = 5
COS° X

sin? x

=1+ =1+tan?x.

cos? x

Soit n € N. Alors par linéarité de I'intégrale
/4 2
Upto + Un :f ((tan 1"t + (tan t)”) dt
0

/4 9
:f (tan t+1) (tant)"dr
0 N——

O
(tan )"+ ]HM
n+1 0
N _ 1n+1_0n+1 1
D’ou un+2+un—T—m.

import numpy as np

def suite(n):
U=np.zeros ([1,2*n+1])



U[0,0]=np.pi/4

U[0,1]=np.log(2)/2

for i in range (2*n-1):
UL0,i+2]=1/(i+1)-U[0,1i]

return U

4. Soit n € N. Alors pour tout ¢ € [0;/4], on a 0 < tant? < 1.
Donc

n+1

0<(tant) < (tanp)™.

Puis par croissance de I'intégrale

n/4 n/4 1 n/4
f odts[ (tan)™* dtsf (tant)™ dr
0 0 0

d’ol1 0 < uy4+1 < uy. La suite (uy) étant décroissante et mi-

norée par 0, elle converge d’apres le théoreme de la limite

monotone (et sa limite est positive). Notons ¢ = liril Up.
n—+o0o

Alors
Upto — ¢
n—+oo

donc Upt2 +Uup, — 20.
n—+00

1

_—

Comme 0,
n+1 n—+oo

on obtient par unicité de la limite 2¢ = 0 soit £ = 0. En
conclusion,

up, — 0.
n}’l"OO

5. Le changement de variable x = tant soit ¢ = Arctanx est
possible car [0;1] — [0;t/4],x — arctanx est une fonction
de classe €. Onadx = (1 +tan? t)dt = (1 + x?)dt soit dt =

—dx_ &0t pour tout n e N

1+x2°
1 ,n
X
unzf 2dx
0 1+x
xn

Comme 0 < 2 S x™ pour tout x € [0;1], il vient par crois-
sance de I'intégrale

1 1
0<up sf x"dx= ,
0 n+1
it unl < —
soi unl < .
"+l

Exercice[I9] p.[19

Analyse9

Lidée est la suivante : au voisinage de +co, 1+ t + t" est
équivalent a t". De plus

+oo 1 1
[ Lt
1 tn n-1
ce qui est le terme général d'une série divergente. Donc, Y. up,

a des chances de diverger. Essayons donc de comparer uy a
cette quantité.

Comme t=1,t"=1ett" = t,donc 1+ ¢+ " <3¢t", ce qui
implique
1 1
—_
1+t+1t" 3t

29

+00 1

L 3m-1°

-1
3(n-1)tn-1

+00 1
De plus —dt=
P fl 3

Ainsi, u, = ﬁ, donc Y u;, diverge car la série harmo-
nique }_ 1/n diverge.

On ne peut pas intégrer des équivalents, mais le faire au
brouillon peut donner une idée du résultat possible. Ici, anti-
ciper la divergence permet de rechercher une minoration au
lieu d’'une majoration de uy,.

Exercice[20]

p.[[3

QSPENSAE2025MaximeClemence

. Lintégrande est continue sur [1; +oo[, I'intégrale est généra-

lisée en +o0o. Comme
1 1
(1L+Ot* t—+oo pX+1’

en appliquant les critéres de Riemann et d’équivalence de
fonctions positives, on en déduit la convergence si et seule-
mentsi x+1> 1. Le domaine de définition est

Df =Rj.

. Soit x € R

1 1
+ d
A+nt* A+0t* o

+00 1
= ——(1+dx
fl a+ t)t“l( )
+oo ]
:_[1 tx+l dx
_f+oo 1
- 1

tx+1

+00
f(x)+f(x+1):f1

1
dxf(x)+f(x+1) = T

. En revenant a la définition, on constate que f est une fonc-

tion décroissante. Ainsi pour x > 1

fO+fx-D=2f(x)=fx)+ f(x+1).

1
x—1

1
puis =22f(x)=—
X

X
Ou encore 1 =2xf(x) = 1.
x—

On conclut par le théoreme d’encadrement

1
flx) ~ —.

2xf(x) it 1 puis ol

Exercice[2]] p-

Chap9EX016

1. La fonction t+— t"'e~! est continue sur R*. Uintégrale J, est

généralisée en +oo. On a t""*2e~! = 0, c'est-a-dire,
o0

La fonction t — 712 est positive sur [1,+oo[ et ff’c’o%

converge. Donc d’aprés le critere de négligeabilité,

Jn converge.



2. Soient n € N et A € R}. On effectue une intégration par par-
ties avec

u:t——e !
vt 1 et

Les fonctions u et v sont de classe € sur [0,A].

ut—et

Vit (n+ D"

A 1 1 A A
f lemldr = [e_tt"Jr ] +(n+1)f t"e~tdr
0 0 0
Apn+l A
=e AT +(n+1)[ Me~t ds.
0

Or, par croissance comparée,

e—AAn+1 — 0.
A—+o00

Donc, quand A tend vers +oo, I'égalité précédente donne
Jn+1 =+ D]y

3. Montrons par récurrence que, pour tout n €N, J,; = nl.
— Initialisation. On a

lim —e®+1=1=0.

) 1A
Jo= lim [-e t]ozAHMO

A—+oc0
— Heérédité. Soit n € N. Si ], = n!, alors
Jnr1=m+D]p=m+1DL

— Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout
neN,J,=nl

p-[18]

Chap9EXO17

Exercice[22]

1. Soit M > 0 tel que |f(#)] < M pour tout ¢ € R,. La fonc-

; _ fw
tion x 172

‘f(X) <M
1+x2 | = 1+x%°

est alors continue sur [0, +oo[ et elle vérifie

Or, l'intégrale

+00 dx
fo 1+x2

est convergente en +oo. Par le critéere de majoration, I'inté-

grale
+0o
f ) dx
o 1+x2

R 1 .
converge. De méme, x — % est alors continue sur
10, +o0 et le critere de majoration permet une nouvelle de

justifier la convergence de

f+oo fanm o
0

1+ x2

en +oo mais aussi en 0.

2. Effectuons le changement de variables u = 1/x de classe €’
sur R} avaleurs dans R} strictement décroissant. On trouve

*oo f(x) f+°° f/w -1 f+°° f/x)
dx=- —du= d
fo 1+22 0 1+# Pl T
C’est-a-dire

I=].
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3. On applique le résultat des questions précédentes avec

flx) = ﬁ (qui est bien continue et bornée sur [0, +oo[).

On trouve

+00 dx +00 xn
f S S— f S S
o (1+x2)A+x™ Jo  (1+x2)Q+x™)
Par somme

=147 f+°° 1+x" f+°° dx b
= = — x: —_— = —
o (1+x3)Q+x™ o 1+x% 2

Ces deux intégrales sont donc égales a %.

Exercice p-M9]
Chap9EXO18

1. Contrairement au cas des séries numériques, la conver-
+oo

gence de l'intégrale généralisée f(®)dt n'implique pas

0
. lirP f(#) =0. Donnons le graphe d'un contre-exemple :
—+00

2
1.5
Aire Aire Aire Aire
1 = =1/4 =1/9 =1/16
0.5
‘ t + t t t
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Par identification de I'intégrale avec I'aire algébrique sous la
courbe,

+00 too ]
ndr=Yy —.
[ ra g

Ily a donc bien convergence de cette intégrale, mais

f@ # 0.

t—+o0o

Lalimite de f en +oo n’est pas définie.

Aire = 1/k?

v

A
\ 4



Remarque. Cet exemple, montre que la notion de diverge
grossiere n'a pas de sens pour les intégrales généralisées.

2.SoitAeR}.

A +00
f(A)—f(O)zf flmdt — f f(ndz.
0 A—+oc0 Jo

On en déduit que f admet une limite finie en +oo. Notons
¢, cette limite. Montrons par I'absurde que ¢ = 0. En effet si
¢ #0, alors
f ~ o
t {oe]

—+
+00
Or ¢dt est divergente (et 'intégrande est de signe

0
constant). Par le critere d’équivalence,
+00

fode
o0

est divergente. Absurde, finalement

S0, 720

Exercice p-

Chap9EXO19

1.(a) Effectuons le changement de variable u = —1/¢ de classe
%! et strictement monotone. Les intégrales sont de méme
nature (convergentes) et

+00

0 du
f(t—l/t)dt:f f(—l/u+u)—2
—00 u

0 1
:f — fu-1/w) du.
oo U

+00

0 1
De méme f f(t—l/t)dt:f — fu—-1/u) du.
—00 0 u

1.(b) Les intégrales sont convergentes, la relation de Chasles
s’applique
+00
2 fa—1/t) de

0> 0
f f(t—l/t)dt+f fe—1/0 de+
“Proo %00

flt=1/t)de+
0

ft—=1/1)de

0 +oo 1
f f(t—l/t)dt+f — fu—1/u) du+
—00 0 u
+00 0 1

f(t—l/t)dt+f > fu—1/u) du

—oco U

0 0 1
f f(t—l/t)dt+f — fu—-1/u) du+
oo —oo U

+oo +oco 1
f f(t—l/t)dt+[ —zf(u—llu) du
0 0 u

Finalement,

+00o +oco 1
zf f(t—l/t)dt:f (1+§)f(t—1/t)dt.

—00

0 1 +00 1
f 1+ — f(u—l/u)du+f 1+ —| f(u—-1/wdu.
—00 uz ) u2
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1.(c) Effectuons le changement de variable x = u — 1/u. Préci-
sons que le changement de variable est bien de classe €
sur R , strictement monotone avec

1 1

-0 et u—-— — +oo.
u u—+oo

e ——

u u—0+

De plus, « dx=(1+ 1/u?) du»,

+oo 1 +00
f 1+ — f(u—l/u)du=f f(x)dx.
0 u? o

Effectuons maintenant le changement de variable x = u -
1/usur R,

0 1 +00
f (1+—2)f(u—1/u)du:f fx)dx.
—00 u —00

En reprenant le résultat précédent, on trouve

+00

2 ft—1/0dr

+00 1 0 1
:f 1+—f(u—1/u)du+[ 1+ = | f(u-1/wdu
0 u? o0 u?

+00

=2 fx)dx.
—00
D’ot1 le résultat.

2. Précisons que par le critere de négligeabilité, les intégrales
sont convergentes. D’apres le résultat précédent,

+00 2 +00 2
f e’! dt:f e U-1/0% g4
—00 —00
+00
:f e
—00

too 5 o,
=e2f e TV gy,

(o¢]

_ 2 _ 2
t°+2-1/t dr

+00 2 2
Concluons f e TV g = \/Ee_z.
0
0.5 +
- -2 -1 0 1 2
2 2
Graphesde t— e~ ! et t—s e~ (7107,
Exercice[25] p.

Chap9EX020

La fonction ¢ — cos (P(#)) est continue sur [0; +oo[. On a
une intégrale généralisée en +oo.



Notons d le degré de P.
— Sid=1.
Posons P(t) =at+baveca#0.0na
B in(at+b]B
fcos(at+b)dt: % .
0 0

Comme la fonction sinus n’a pas de limite en +oo, I'intégrale
est divergente.

— Sid=2.

Comme P est non constant, il existe A € R* tel que

Vie[A;+oo, P'(B)#0.

(par exemple, il suffit de prendre A plus grand que la plus
grande racine réelle de P’ si elle existe).

Soit B > A, intégrons par parties sachant que les fonctions
considérées sont ¢!

B
f cos (P())dt
A

B 1 ,
_fA P,—m-P(t)cos(P(t))dt

- [sin(P(t)) ]B fB P’ (1)
"L oP A Ja P02

sin(P())dt ()

De plus

P/l(t)
— S
P’(l’)z

P/l(t)
P/(l')z

in (P(t))‘ <

d
OrpourP(f) = ¥ aktk, ona
k=0

d-1 d
(=Y apckt, P')= Y apktk-1)e*2
k=1 k=2

En particulier :

P(t) ~ agdt*' et P'(1) ~ agdd-1r42.
t—+oo t—+oo

Ainsi, il existe ¢ € R* tel que

Cl’d_z

P’ (1) _c

P/(1)2 t—+oo (rd-1)2 d

Par le critere d’équivalence et celui de Riemann dans le
cadre d’intégrales de fonctions positives, I'intégrale

+o0o P// t
[
A P(D)
est convergente. On en déduit par le critére de comparaison
que l'intégrale

+oo pll(y)
fA ITE sin(P(1))dt

est (absolument) convergente.
De plus, le crochet dans () est convergent car

sin (P(1)) ' _ !
P(@)] | [P/(1)] t=too

En revenant a (e), on en déduit que

+00
f cos (P())dt
A
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+00
est convergente. Puis f cos (P(t)) dt est convergente.
0

Finalement, I'intégrale est convergente si et seulement P est
de degré supérieur ou égal a 2.

Exercice[26]

Toute variance est positive et si la variance est nulle, la va-
riable est presque stirement constante (donc non a densité).

p.[[9

Chap9EX022

Exercice[27] p-[19]
Chap9EX023
1.(a)
R* — R
P :
osons  f { x +— arctan(x) +arctan(1/x)

Comme la fonction arctangente est dérivable sur R et la
fonction inverse x — 1/x est dérivable sur R* a valeur dans
R, la fonction f est dérivable sur R* par somme et composi-
tion. Pour tout x € R*,
1 1 1 0

) T
1+ x2 x2) 1+ 1/x)?

Pourtant la fonction f n’est pas constante sur R* :

flo=

I—T[ 1_1'[
f=3 et fen=-3

bg
(car arctan(l) = —arctan(-1) = Z]

Par contre, f est constante sur I'intervalle | —oo; 0 et sur I'in-
tervalle ]0; +ool. Finalement, on obtient

x>0
x<0

n/2 si

arctan(x) + arctan(1/x) = { /2 si

1.(b) On a vu a I'exemple page@que pour x € R,

arctan(x) 1
Fx(x) = ———+ —.
T 2

2.(a) Comme [Y < 0] = [X < 0] et par parité de la densité de X,

0 1
P([Y< 0])=P([X<0])=f fdr=—.
—o0 2

Soit x € R},
P([0<Y<x]) = P([0<1/X<x])
= P(X=1/x])
= 1-P(X<1/x]) (densité)
= 1-P(X<1/x])
P([0<Y<x]) = 1-Fx(1/x.

ATlaide des questions préliminaires,

arctan(l/x) 1

Fx(1/ = =
x(1/) T 2
17 ) 1
= e t + —
JI(2 arctan(x)) >
arctan(x)
Fx(1/x) = 1———.

T



arctan(x)

Des lors, P([0<Y<x])=

2.(b) Soit x e R}.

P([Y<x])

P([Y<0])+P([0<Y<x])

arctan(x) 1

b1 2

Soit x € R,,. On montre que

arctan(x) 1
P([Y<x])=———+—.
L 2
On constate que Y ala méme fonction de répartition qu'une
loi de Cauchy. Comme la fonction de répartition caractérise
laloi:

Y suit une loi de Cauchy.

3.0n aZ=tan(®).

p—

Soit x € R. Comme la fonction arctangente est croissante,
[Z < x] = [tan(®) < x] = [O < arctan(x)].

D’olu
Fz(x) =Fg(arctan(x)).

Or, la fonction de répartition de © est :

0 sit<-m/2
Fe(t) = tim+1/2 sitel—-n/2;m/2[ .
1 sinon

Comme la fonction arctangente est a valeurs dans | —
n/2;m/2],
arctan(x) 1
e —

2 2
Fz est égale a la fonction de répartition de la loi de Cauchy,

donc:

Fg(arctan(x)) =

’ Z suit une loi de Cauchy.

Exercice[3]] p-

Chap9EX0O24

. A I'aide du changement de variable affine (de classe €1),

u=—t,«du=-dt»etdelaparité de f, on montre que

0 +00
f f(t)dt:f f(pde
—00 0

Graphiquement, l'aire sous la courbe de la partie dont les
abscisses sont négatives vaut celle de la partie dont les abs-
cisses sont positives.

\
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De plus, on a

+00

P([X=0])= A fndt,

0
et P([X<0]):f fdz.
—00

Comme P(X=>0])+P(X<0]) =P =1,

1
P(X=0]) = >

2. Précisons que le résultat précédent donne
F(0)=1/2.

Vérifions que pour tout réel x,
1 1
Fo) - 5= (P - E]'

1 X
Or F(x)—E:F(x)—F(O)=f f(vde,
0

1 —-X
et F(—x) - Ez F(—x)—-F(0) =/ fdz.
0

En effectuant le changement de variable de classe 6!, u =
—t, «du=—dt», on a par parité de f,

X —X —X
[ f(t)dt:—f f(—u)du:—f fwdu.
0 0 0
D’oti le résultat.

3. En effectuant le changement de variable affine u = -, on
montre que pour tout réel x positif,

X —-X X
f tf(t)dtzf tf(—u)duzf uf(u)du.
0 0 0

+00
Si f tf(t)dt est convergente, |'égalité précédente impose
0

0
la convergence de f tf(t)dt. Comme t — tf(¢) est posi-
o0

tive sur Rt et négative sur R™, la convergence implique ici
la convergence absolue de

+00 0
f tf(t)dt et f tf(l‘)dt.
0 —00

Lespérance est bien définie. De plus, on a vu que

+00 0
f tf(t)dl':—f l’f(t)dt.
0 0o

Par la relation de Chasles,

+00 +00 0
f tf(t)dth tf(t)dt+[ tf(t)dl.‘:O.
o) 0 00

Ainsi



Exercice

.20

Chap9EXO25

Préciser que le fait de supposer les densités strictement po-
sitives permet de s'assurer que la fonction de répartition est
strictement monotone. De plus, elle est continue avec des
limites en —oco et +oo valant respectivement 0 et 1. Donc,
d’apres le théoreme de la bijection, la fonction de répartition
est une bijection deR dans]0;1[.

1. Posons Y = F~1 (U). Soit y € R.

=P(Y<1i)

:P(F‘1
=P(U<F(1)
= Fy (F(1)).

Fy (1)
) < t]

F croissante

Or, on rappelle que pour une loi uniforme sur [0;1],

0 six<O
VxeR, Fyx)=4x sixe[0;1]
1 six=1.

Ici, F(#) € [0;1] et on a simplement
Fy(0) =F(1).
Les variables X et Y ont méme fonction de répartition,

comme la fonction de répartition caractérise la loi, on a
montré que Y = Fx_l (U) et X ont méme loi.

2. Par lecture graphique pour tout x € R
Fx(x) < Fy(x)

D’ou pour un réel ¢ fixé, on obtient avec le choix x = F;(l €3]

r=Fx (5! () < Fy (F51 1)
Puis, en composant par F{{l croissante
Fl( <Fl ()

On en déduit que

Fy'(U) < Fy'U)
puis par croissance de I'espérance

E(Fy ! (U) <E(Fg )

et par I’égalité en loi démontrée a la question 1

E(Y) <EX).

Remarque. Le résultat peut aussi se retrouver plus directe-
ment avec la formule démontrée a U'exercice[33):

+00
E(X) =[ (1-F(n)dr
0
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Exercice[33]

p-21]

Chap9EX027

1. Soit x € R%. On fait une intégration par parties, les applica-
tions u:t— tetv:t— 1—F(t) étant de classe ¢! sur [0, x] :

X X X
1-F(r))dt=|t(1-F(¢ —f t(-=f(n)dt
fo( ()de=[ca-Fu] - | =10

x
x(1-F(x)) +f tf(nde.
0

2.(a) Soit x € R}. Pour tout ¢ € [x,+oo[, ona0 < xf(f) <

car f est une densité, donc positive.
+00

f(®)dt converge ainsi que

tf(0),

On sait que lintégrale
+00 *

tf(#)dt car X posseéde une espérance. Par croissance de
X
I'intégrale :
+00 +00
0 sf xf(r)de s[ tf(r)dt,
X X

+00
f () dt, on obtient le résul-

+00
et comme f xf(ndr=x
X X
tat voulu.

2.(b) Pour x e R},
+00
xX(1-F(x)=x(1-PX<x))=xPX> x)zxf fdz.
X
Le résultat du (a) devient :

+00
Osx(l—F(x))sf tf(r)de.
x

+00
Or f tf(nde it 0 car c’estunreste d’'intégrale conver-

gente. Avec le théoréme d’encadrement, on conclut que :

x(1-F) Tl ‘

2.(c) Comme X admet une espérance et que f = 0

+o00o
sur R_, on a EX) = f tf()dt, donc, pour x € R},
0

X
f tf(t)dt — E(X). Ceci et le résultat de la question 2(b)
0 X—+00

montrent, avec la relation de la question 1 que
X
f (1-F(t)dt — EX).
0 X—+00

Donc l'intégrale
+00
f (1-F()dr
0
converge, et

+00
f (1-F(n))dr = EX).
0

3.(a) Lapplication ¢ est une primitive de 'application conti-
nue ¢ — tf (1), elle est donc dérivable sur I'intervalle Ry, et,
pour tout x € Ry, ¢ (x) = xf(x) = 0. On conclut que

‘ @ est croissante sur R, .




3.(b) Soit x € Ry. D’apres (e)

X X
P(x) f (l—F(l’))dt—x(l—F(x))Sf (1-F(t)dt
0 —— 0

=0

X +00
f (1-F(t))dr+ f (1-F(r)dr
0 X
R ——

A

converge et est positive

+00
f (1—F(0)dt.
0

Conclusion : par la constante

+00
f (1-F(p)dt.
0

3.(c) D’apres a) et b) etle théoreme de convergence monotone,
la fonction ¢ admet une limite finie en +oo. Cela signifie que

N

+00
l'intégrale f tf(¢)dt est convergente, et méme absolu-
0

ment convergente puisque la fonction intégrée est déja po-

sitive. Comme f = 0 sur R_, on en déduit que | E(X) existe.

Lhypotheése de la question 2 est vérifiée. D’apres 2.(c) :

+00
f (1-F(n))dr = EX).
0

4. Calculons oo
E(XZ) =f 2fde
0
De nouveau, par intégration par parties, pour A € Rt
A A A
f 2rde= [tz(f(t) - 1)] —f 2¢-(B(1) - 1 dt
0 0 Jo

A
=A%(F@A)-1) +2f t(1-F(n)dt
A

Si A2(F(A) - 1) A—» 0, alors on justifie la convergence du
—+00

membre de droite et I'égalité
+00 +00
E(x?) = f 2ftde= zf t(1-F(n)dt.
0 0
Or on a comme précédemment
+00
0<A?(1-F)) sAZf fode
A

+00 5
sf t“f(ydt — 0.
A A—+oo

Ce qui conclut.

Exercice[34] p-
LD29

* Comme F est croissance et continue sur R, g est positive
et continue.

35

e Soient A, Be Ravec A<B.

B
f g(nde
A

B
:f F(t+1) -F(»dt
A

B B
:f F(t+1)dt—f F(nde
A A

B+1 B
=f F(u)du—f F(rydt (u=t+1)

A+1 A
A+1 B B+1 B

=—f F(t)dt+f F(t)dt+f F(t)dt—f F()dr
A A B A

B+1 A+1
:f F(t)dt—f E()dt (o)
B A

De plus, pour tout ¢ € [A;A+ 1], par croissance de F
0<FA) <F(r)<sFA+1).

Puis par croissance de I'intégrale
A+l A+l
Osf F(t)dtsf FA+1)dt=FA+1).
A A

Comme F(A + 1) tend vers 0 lorsque A tend vers —oo, par le
théoréme d’encadrement

A+1
f F(dt — O.
A A—+o0c0

De méme, a partir de 'encadrement :
Vte[B,B+1], FB)<F() <1
et FB) — 1,
B—+o0

on montre que

B+1
f F(ydt — 1.
B B—+o00

En reprenant la relation (e), avec A — —oo et B — +00, on
prouve la convergence et 1'égalité

+00
f gdr=1.
(o0}

En conclusion, g est une densité de probabilité.

Exercice p-

Chap9EX029

Soit a € R. Par linéarité des intégrales convergentes
+00
e =f (2 -2a1+a?) fyae
—00

+00 +00 +00
:f tzf(t)dt—Zaf tf(nde+ azf fode
- - —00

(o0] o0

-E (Xz) —2aEX) + a?.

La fonction ¢ est donc polynomiale de degré 2 et de coef-
ficient dominant positif. ¢ admet donc un minimum. De
plus,

@' (1) = -2E(X) +2a = 2(a- EX).

Le minimum est atteint en a = E(X) et vaut

o(EC0) = [

—00

+oo

(t-EX)f(ndr=VX).




Exercice p-

Chap9EX032

1.a) La fonction
1

VE(l+x)
est continue sur ]0; +oo[, on a donc une intégrale générali-
sée en 0 et +oo.

g:xeR! —

o FEtude en +oo.
1
+oo \/x-x  x3/2

g(x)

+too
Or l'intégrale de Riemann f 3—/2dx est convergente
1 X

(3/2 > 1). Par le critéere d’équivalence d’intégrales de fonc-
+00
tions positives, f g(x)dx converge.
1

o FEtudeen 0.
On a maintenant

(x) ~ —.
g 0t VX
En comparant maintenant a l'intégrale convergente

LS |
f —dx (1/2 < 1), on en déduit la convergence de
0 Vx

1
f g(x)dx.
0

Finalement i nl‘O+ o0 g(x)dx est convergente.

1.b) Comme V est a valeurs dans [0,71/2[, tanV est a valeurs
dans R*. Puis
X(Q) cR*.

Ainsi, pour £ <0
Fx(t)=0.

Pour ¢ € R* fixé
Fx(f) =P(X< 1) =P (tan(\/)2 < r)
=P(tanV< V1)
=P(V<arctan(v'1)).

cartanV=0

Notons que les deux dernieres égalités résultent de la crois-
sante des fonctions carrés (sur R") et arctangente. Ainsi

Fx () = Fy(arctan(v'7)).
En résumé,

0 sit<0

VieR, Fx(t):{ Fy(arctan(v1)) sit=0.

— Fx est continue sur R, (car constante).
— Fy est continue sur R} par composition.

— Fy est continue en 0 : on vérifie que
lim Fx(#) =0=Fx(0) = lim Fx(#).
Jim, x (1) x(0) Jm x(£)
Donc Fy est continue sur R.

De plus, Fx est aussi ¢! sur R*. Bilan : X est bien une va-
riable aléatoire a densité.
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1.c) Une densité fx de x est obtenue par dérivation.
Pour € Ry,
fx(@0=(Fx) (=0

Pour ¢ € R, par composition

fx(0) = (Fx) (1)
=(Fvog) (=g (-F,(g(t) =g 1 fu(g®)

oug:xe [R; — arctan(y/x) avec

1 1
Vx>0, g)=— ——
P20 EOT R T
1
T2yx1 4%
Il vient
A 1 2 1 1
= X — = =
o xa+0 1 1 Vxd+x

Des lors en posant fx(0) = 0, on constate que f = fx qui est
donc une densité de probabilité.

2.a)
2.b) On trouve une loi binomiale de parametre N = 100 et

1
=PX>1)=-.
p=PX>1) 2

Exercice[37] p-

Chap9EXO34

1. Voir exercice[dl
2. Soit m € N*. La fonction x — | x| f~°°(x) est continue sur
] — o0; +00[. Lintégrale f+O°§|x|mf(x) dx est une intégrale

généralisée +oo.

 Etude en +oo.
Pour x>0

— 0

m+2 1 m+2 _—|x|
X X)=—|x e
™2 f ) = Sl R

par les croissances comparées. D’oit
m 1
1% f(xX) =000 | —5 |-
X
Or l'intégrale de Riemann

+00 1 d
— ax
fl x2

est convergente. Par le critere de négligeabilité pour des in-
tégrales de fonctions positives, I'intégrale

+00
f 1™ F(x) dx
1

converge absolument.

¢ Ilen va de méme en —oo.
Ainsi

+00
f x" f(x)dx

—00



converge absolument. Par le théoréme de transfert, X admet
un moment d’ordre m.

e La fonction x € R — xf(x) est impaire et ffgs xf(x)dx.
converge, donc

+00
E(X):f xf(x)dx=0.

3. En reprenant la démarche de la question précédente, on vé-
rifie que l'intégrale généralisée Hy (x) est bien définie pour
tout x € R.

Exercice p-
chap8EXOLivre32

La variable Y;,/n est a valeurs dans

{ g\ke im0 }
avec P(S) = %

w{s(3))= 25l
ké %f(;)

On reconnait l'expression d'une somme de Riemann.
Comme f est continue, on sait que

k 1
£

Et de nouveau, par la formule de transfert mais pour les va-
riables a densité

1
fo fdr=E(f2).

Finalement
Yn
lim E|arctan|—||=E(arctan(Z)).
n—-+oo n
Exercice[39] p-22

Chapl0EXO10

On étudie dans cet exercice les variables du type ¢(X). Le pre-
mier cas étudie le cas de @ bijective alors que les deux suivants
se concentrent sur des applications ¢ non bijectives.

1.a) Notons dans un premier temps que :

1
Viel-1L1 g(t) = E(1n(1+r)—1n(1—r)).

Appliquons le théoréeme de la bijection :
* g est continue par composition d’applications continues.
* On montre que g est strictement croissante sur
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1 —-1;1[ en remarquant que g est dérivable sur 'intervalle
1 -1;1[ par différence de fonctions dérivables avec

vxel-1;1[, &= > 0.
g 1-¢2
e Précisons les limites :
1+1¢ 1+1¢ n
— — 400 €&t — —
1-tt—1- 1-tt—-1*

Par composition avec la fonction logarithme :

) — t t) — -—oo.
g();ﬂ1—+°° e g()t—»—ﬁ 0

Finalement, g réalise une bijection de ] —1;1[ dans R.

1.b) Soient x€e R, t €] —1;1].
Raisonnons par équivalence :

@ ) 1(1+t) 2% 1+¢
x=g(t) < x=In{—| << e“*'=—
g -t 1-t
) e2X -1

= (1-De“*=1+t < = .

e2*+1

Finalement, pour tout réel x,

_1( ) er_l
X)= ———.
g e?* +1
Notons que
e2¥ -1 e2*41-2 2
g = = =1- .
241 er+1 e2¥+1

Par composition et quotient de fonctions dérivables, g~ est
dérivable sur R avec

1.c)i) On oublie trop souvent la seconde partie du théoreme de
la bijection : la réciproque est continue et a le méme sens de
variation que la fonction.

D’apres le théoreme de la bijection, la réciproque g_1 ale
méme sens de variation que g. Soit x € R,

Fr(x) = P([T<x])
P([gX) < x])

P([XSgil(x)]) car g~! est

strict. croiss.
Fx(g71 ().

Or, la fonction de répartition de X — % ([-1;1]) est :

Fr(x)

0 sits<-1
Fx(f) = 1+0/2 site[-1;1] .
1 sinon

De plus, g~ (x) €] - 1;1], il vient :

1
Fr(x) = 5(1 +g ().

On trouve, Fr(x)=1- ——.
T e2x 41



Prenons le réflexe de tester la cohérence du résultat. On a
bien :
— Fr est croissante;
— Fr(x) — 1,Fr(x) — 0.
T( )x—>+00 T( )x—’—OO
1.¢)ii) On constate que Ft est de classe € lsurR.En particulier,
Fr est continue sur R et de classe €1 (sauf en un nombre fini
de points). Par définition, T est une variable a densité.
Précisons une densité. Pour x € R,
fr)=Fr' ) 2
X) = X)=———.
B B (€2 +1)2

Remarque. Donnons une seconde démonstration pour rap-
peler le théoreme de dérivation de la réciproque. La fonction
g est bijective de] — 1;1[ dans R avec g' qui ne sannule pas.
On sait alors que g~ est dérivable sur R avec pour tout réel x

- 1
(g IJ’(X) = ¢(g 1)

Par composition, Ft est alors dérivable sur R avec
! !
Frw=(g") oK (g7 w= (") - Fe ).

oit [ est une densité de la loi uniforme sur]—1;1[. Comme
g 1(x) el -1;1[ et f est constante égale a 1/2 sur]—1;1], il
vient

1 I
fr =Fr'() = 5 (7] .

En reprenant la conclusion du 1.b), on retrouve bien la
méme densité.

2.a) Notons que pour tout réel x <0,
Fy(x) =P([U<x]) =P([IX| < x]) =0.

Soit xe RT.Ona

Fy(x) P(IX| < x) = P([~x<X<x])

Fx(x) — Fx(=x).
Si x € [0;1], on obtient :

. 1+x 1-x
)= —— = .
u(x) 3 5

Six>1,alors—x<0et:
Fy(x) = Fx(x) —Fx(-x) =1-0=1.

On constate que Fy s'identifie a la fonction de répartition
d’'un loi uniforme % ([0;1]). Comme la fonction de réparti-
tion caractérise la loi,

U — % ([0;1]).
Une densité de U est :
1 sire[o;1]
fU(t)_{ 0 sinon '

2.b) De nouveau, donnons la relation entre les fonctions de ré-
partition de V et de X. V est une variable aléatoire positive,
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donc Fy est nulle sur R™.
Soit x e RT,

Fy(x) = P((X? < x1) = P(IIX] < V1)
=P([-Vx <X < Val) = Fx(vVX) - Fx (- V7).

Notons que si x =1 alors Fy(x) = 1.Si x €]0; 1, +/x €]-1;1[

et:
Fy(x) = Fx(vX) -Fx(-v)
= (1+vx)/2-(1-Vx)/2=/x.
0 six<O
D’ou Fv(x)z{ Vxoosixel0;1] .
1 sinon

Fy est continue, de classe €1 sur R\ {0; 1}. V est une variable
aléatoire a densité. Une densité est donnée par :

1
fv(x)={ ﬁ si x€]0;1[ )
0 sinon

Exercice[(] p-

Chap9EX033

1. Lafonction f est continue et positive. De plus, pour A, Be R,

A<B.
B B ot
[ rwae= [T ——ar
A A (e7t+1)
1 1B
_[e—f+1]A'
Comme
1 1
0 et

e A+l A——c0 e B+1B—+oo

On en déduit la convergence et I'égalité

+00

fde=1.
(e.0]

2. Soit x e R.

X 1
F(x):f_oof(t)dt: [e‘t+1

3.a) Soit x € R. Soit y €] —1;1[. Raisonnons par équivalence

* 1

o l4e™¥

e* -1
Ppx)=y <= —ex+1:y
= e'-1=y(e*+1)
= efl-y=y+1

y+1

= ele— (y#D.
Or la condition y €] —1;1[, donne
y_+1>0
-y
D’ol )
v+
= :1 a—
pxX)=y <= x n(l—y)

Ainsi tout x € admet y un unique antécédent par ¢. ¢ est
bijective de Rdans | —1;1[ et

Vyel-1;1], (pfl(y)=ln(%l).
3.b)Ona¥Y(Q)c]-1;1[. Pour t €] —oo; —1]
Fy(r)=0.



Pour t € [1;+00], Fy(r) =1.

Pourte]-1;1],

Fy(1) = P(p(X) < 1)
=P (Xs (p_l (t)] ((p_1 croissante)
=Fx (07" (0).
Al'aide de la question 2, il vient
1 1
—o-L -
l+e~¢" (D 1+exp(—ln(%lt)]
1
1+exp(ln(%—;§))
1
1+(1-0/Q+1)

1+¢ L+t
Q+n+0-8 2

Fy() =

On constate que Fy estidentique a la fonction de répartition
d’une loi uniforme continue sur ] — 1;1[. Comme la fonction
de répartition caractérise la loi :

Yo a(]1-1;10).

Exercice[4]] p.
Chap9EX040

)

. Dans le cas de variable a densité, la fonction de répartition
est continue et croissante. De plus, les limites de la fonc-
tion de répartition en —oo et +co sont respectivement 0 et 1.
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1/2 admet
au moins un antécédent par E Si on le note m

1
PX<m)=F(m)= 3

2. La fonction de répartition F de X est :

VxeR,, Fx)=0
VxeR", F(x)=1-e M

On en déduit :

1
me#HX) — F(m)zz
— l—e_m)‘=l — m:ln—z.
2 A
Il vient : n2
n
MX) =3 —¢.
0-{%2}
Comme E(X) =1/A,ona
EX) ¢ 4 (X).

3.a) Poura, beRet A€ [0;1]

X-Aa-1-Mbl=|-Aa-X)-1-Nb-X)|
=Ma-X)+1-Nb-X)|
<AX-al+ 1 -AN)IX-Dbl.

Par croissance de I’espérance, on en déduit la convexité de
®.
o(Aa+1-Nb) <A@ + (1 - N(b).

3.b) La fonction ¢ € R— £f(#) est continue sur R, donc la fonc-
tion
X
H: xe[RZ-—»f tf(de
0

est la primitive de t € R — £ f(¢) (qui s’annule en 0).
De plus, X admet une espérance et l'intégrale

+00
f tf(nde
—00

converge (absolument). On en déduit par la relation de
Chasles

0
VxeR, G(x) :f tf(t)dt+H(x).
—00

S —
constante

Comme H est dérivable sur R, on en déduit que G I'est aussi
etpour x eR
G'(x) =H'(x) = xf(x).
3.c)Ona

a +00
tp(a)zf |t—a|f(t)dt+f [t—alf(r)det
00 a

a +00
:—f (t—a)f(t)dt+f (t—a)f(dt
o0 a

+o00o a
:f tf(t)dt—f tf(6)de

a -
a +00
+af f(t)dt—af fde.
—00 a
En introduisant les fonctions G et F, il vient
¢(a) = (EX - G(a)) - G(a) + aF(a) - a(1 - F(a))
=-2G(a) +EX) +2aF(a) — a.
Par combinaison linéaire et produit, ¢ est dérivable sur R
avec pour tout a € R
¢'(a) = —2G' (@) + 2F(a) + 2aF' (@) — 1
=-2af(a)+2F(a)+2af(a) -1
=2F(a)-1.
3.d) Rappelons maintenant un énoncé de convexité :

Soient ¢ : I — R et a appartenant a un intervalle ouvert in-
clus dans I.

— ( est convexe;
Si — ¢ est dérivable en a;
— aestun point critique (¢'(a) =0);
Alors, ¢ admet un minimum global en a.
Comme les points critiques ici sont les médianes. Cet

énoncé permet donc de justifier que ¢ admet un minimum
global atteint uniquement sur les médianes.

4. Montrons dans un premier temps que .4 (X) est un inter-
valle. Tout d’abord, nous avons vu a la premiere question
que 4 (X) est non vide. Soient x, y € 4 (X) et t € [0;1]. Mon-
trons que

tx+(1-DyeHuX).

Notons m, le minimum de . Par convexité de ¢

etx+A-Dy)<tpxX)+A-De(y)stm+(1-t)m=m.



]

Or, par définition du minimum, on a aussi
PEtx+(1-0y)=m.

D’ou I'égalité @(tx+ (1 —£)y) = m. Ainsi, tx+ (1 - 1)y est
un point ou1 est atteint de minimum de ¢, on sait alors que
tx+(1- 1)y appartient a 4 (X).

Précisons que les limites de F étant 0 et 1 en +oo, on a né-
cessairement le fait que .# (X) est bornée.

Si on note a la borne supérieure de .# (X), il existe une suite
(xp) € A (X) d’éléments de ./ (X) tels que

Xp — Q.
nnaoo

Par continuité de la fonction de répartition

5=Fln) — F(@.

Ainsi F(a) = 1/2 et a € 4 (X). Autrement dit, . (X) est un
intervalle fermé a droite.

1l en va de méme a gauche et nous pouvons conclure que
A (X) est un segment.

Exercice p-

Chap9EXO35

On a démontré a l'exercice 22, p.22, que dans le cas des va-
riables finies, la connaissance des moments de la variable
aléatoire suffit a déterminer la loi de maniere unique. Cet
exercice donne un contre-exemple montrant que ce résultat
ne s'étend pas aux variables a densité.

. Le changement de variable ¢! et strictement croissante

u =1In(t) — n avec
1 u+n
du= ;dt, e =t

sur I'intégrale

+0o +00
f tnf(t)g(t)dtzf t
0

psin@m-In(y) _mw? dr
e 2 —

-0 V2n t
donne
1 +oo (w+n)?
—f W) sin Onp 4+ 2nwe” 2 du
v2n J-co
Expression que I'on simplifie avec :
sin2nn+2nu) =sin(2nu) (neN)
(u+n)2 2 u? n?
et n(u+n)— =nu+n° —-——-nu——
2 2
= —(u2+n2) /2.
On a donc
—n2/2 a4t
e 0 _.2
sin@ruwe ¥ 2du.
Ve J-oo

Justifions la convergence de cette intégrale généralisée en
+oo. Lintégrande est continue sur R et

2 2
—u</2 <e U /2.

VuelR, |sin(27ru)e
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Or, on sait avec la loi normale centrée réduite que I'intégrale
+00 2
f e 2 du
—00

est convergente. Donc par le critére de comparaison, l'inté-
grale

+00 2
f sin@nwe *2du

—00
converge. De plus, on constate que I'intégrande

2
ueR— sin@uue ¥ 2

est une fonction impaire. On a donc
+00 2
f sin@ernwe ¥ 2du=o.
—00

Remarque. La simple imparité est insuffisante, il fallait aussi
montrer la convergence de lintégrale.

Enfin, par le théoreme de changement de variable, on en dé-
duit la convergence de

+00
f " f(ngndr
—00
puis son égalité avec 0.

2. Notons F et @ respectivement la fonction de répartition de X
et Y. Comme X est a valeurs dans R}, on sait déja que

VxeR, F(x)=0.

Soit x € R}

F(x) =P(X<x) =Pe¥ <]
=P(Y <In(x)) = d(In(x)).
On sait que ® est de classe %! sur R, par composition avec

la fonction logarithme, F est %! sur RY. De plus, F est nulle
sur R;, donc aussi ¢! sur R} . Enfin

In(x) — -0
x—0t

—

o) — 0,
t——00

donc par composition
lim F(x) = lim ®(In(x))=0=F(0)= lim F(x).
x—0* x—0* x—0~

On en déduit la continuité de F en 0.

Résumons, F est continue sur R et ¢! sur R* donc X est une
variable a densité. Une densité est obtenue par dérivation
(la ou c’est possible).

0 six<0

VxeR, fx(x)= { In’(x)@'(In(x)) ~ sinon.

Sachant que

1 2
VieR, —@'()=——e 12
V2n

27

On constate que fx = g.

3.0napourtout xeR, |f(x)|<1,doupourAe]—-1;1[

1+Af(x) =0.



Comme g est positive, h) est positive. Par produit de fonc-
tions continues, i) est continue sur R.
Comme g est un densité, on a la convergence et I'égalité

+00
f gder=1.
(e}

Ensuite, par la question 1, on a convergence et I'égalité

+00

fngmnde=o.
(e.¢]

Par combinaison linéaire, on a convergence et I'égalité

+00 +00 +oo
f h)\(t)dtzf g(ndt+A fHgdr=1.

—00

Finalement, /) est une densité de probabilité.

4.a) Justifions que X admet un moment a tout ordre.
Soit n € N*. La fonction ¢ — t"g(t) est continue sur R* et
nulle sur R~ donc l'intégrale

+00 +00
f t"g(t)dt:f "g(ndt
0

—00

est généralisé en 0 et +oo.

— FEtudeen 0.

"g() = L e ln0%2 __, ¢
V2n t—0*
Lintégrale est faussement impropre en 0.

— Etude en +oo.

2
2. "g(t) = \/Lz_ﬂtnﬂ exp (_ln(t) )

2

L o[-0, (n+1)In()
= — €X] b .
V2o b 2
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Comme
O i = I (lr% —(n+ 1))
————
Ona

2 n
=t ) — 0
g()t—-+oo

1
C’est-a-dire t"g(t) = 0100 (?)

Donc par les critéres de Riemann et de négligeabilité, I'inté-

grale
+00
f t"g(r)dt

—00
est convergente en +oo.
Finalement, l'intégrale est convergente. L'intégrande étant
positive, elle est méme absolument convergente. Par le
théoreme de transfert, X admet un moment d’ordre n.

4.b) AT’aide des questions 1 et 4.a), on a la convergence abso-
lue et I'égalité

+o0o +oo +o0o
f t”h)\(t)dt:f t”g(t)dt+)\f " f(Hgpde
— - —00

(o.0) o0

+00
:f t"g(n)dt.

—00

Par le théoreme de transfert, Y) admet une espérance a tout
ordre et

+o00o
E(Y)\")zj g de = E(X).

Conclusion. Pour deux valeurs distinctes A1, A2 de ]0;1], les
variables Yy, et Yy, ont les mémes moments a tout ordre,
pourtant les variables n'ont pas la méme loi.
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