CHAPITRE 7

Lois a densité usuelles

J’étais alors en proie a la mathématique.
Temps sombre! enfant ému du frisson poétique,
Pauvre oiseau qui heurtais du crdne mes barreaux,
On me livrait tout vif aux chiffres, noirs bourreaux; [...]
On me tordait depuis les ailes jusqu'au bec,
Sur Uaffreux chevalet des X et des Y; [...]
VICTOR HUGO, Les Contemplations, 1856

Ce chapitre liste les différentes lois usuelles au programme et précise les différentes propriétés a connaitre.

_ Lois uniformes continues

Définition, espérance et variance

DEFINITION lois uniformes continues

SoientX: Q — R une variable aléatoire a densité sur un espace probabilisé (Q0, < ,P) et a,b € R avec a < b.
On dit queX suit laloi uniforme continue sur l'intervalle [a; b], noté X — % ([a; b)), siX a pour densité

1

VieR, fx(@)= b—a
0 sinon.

si te€la;b]

Remarque. Le facteur ﬁ est imposé par le fait qu'une densité est toujours d’'intégrale 1 sur R.

PROPOSITION fonction de répartition et espérance d’une loi uniforme

SoitX une variable aléatoire suivant une loi uniforme % ([a; b]). La fonction de répartition deX est

VxeR, Fx(x)=y —— si a<x<b
b—a
1 si x>b
De plus, X admet une espérance et une variance avec
a+b (b - a)?
EX)=—— et VX)=——.
2 12




Preuve. Considérons f définie par:
1/(b—a) si tela;b]
VieR, f()=

0 sinon.
X
Soit x € R, Fx(x) =f fde.
—00

X
* Six < a, alors pour tout t €] —oo; x], f(£) = 0. Par conséquent, Fx(x) = f 0dr=0.
—00

e Six € [a;b], alors

)

Fx(x) = f f(t)dt—f f(t)dt——f lde= —
e Six> b, alors
X b b—a
Fx(x) :f fode :f f(Hde=——=1.
—oo —00 b-a
La densité est une fonction continue par morceaux qui s’annule en dehors d'un segment, on a donc convergence absolue de

+00
f tfx(t)dt. X admet une espérance et

—00

. b e 1 b? - a2 _(b-ab+a) a+b
()—fatf(t) t—b_a = o-a -z
Pour la variance : b
VX) = f(t EX)) f(t)dt— f ( ) de
a
) l(_a+b) ' -a?
_b al3 2 12
¢ |
Remarques.
d-—
e Autrement dit, si X — % ([a; b]), alors pour tous ¢,d e Rtelsque a<c<d < b, on aP([XE [c;d] ]) =% ¢
-a

En particulier, X est presque stirement a valeurs dans [a; b].
* Comme X est une variable aléatoire bornée, X admet des moments a tout ordres.

Les graphes

: pd

|
.
a b a

Une densité de X — % ([a; b]) La fonction de répartition de X — % ([a; b])

Exemples de modélisation

Souvent lorsque qu’on ne précise pas, un tirage au hasard correspond a une loi uniforme.
Par exemple, choisir un nombre réel au hasard dans [0; 1] signifie choisir un nombre suivant une loi uniforme % ([0; 1]).

4 A partir de 8 heures, les bus passent toutes les quinze minutes 4 un arrét donné. Ils passent
donc a8h00, 8h15, 8h30, etc... Un usager se présente a cet arrét entre 8h00 et 8h30. On suppose
Exercice 1 que I'heure exacte de son arrivée est une variable aléatoire X de loi uniforme sur cette période.

. 1. Quelle estla probabilité que 'usager doive attendre moins de cinq minutes? Plus de dix
- minutes? p-[[7

2. Onnote T le temps d’attente du bus (en minutes).
a) Déterminer Fr, la fonction de répartition de T.

b) En déduire la loi de T. En moyenne, combien de temps attend I'usager?




Editeur

Transformation affine et lois uniformes

Soient X — % ([0;1]) et a,be Ravec a< b.
Notons Y = (b — a)X + a et Fx, Fy les fonctions de répartition de X et Y. Soit # € R,

R =

Fy(=P([v<1])=P([(b-a)X+a<1])=P

Par dérivation, une densité par

VieR, ()=

1 A l—a\y [ 1/(b-a) sitela;b]
b—a\b-al” 0 sinon.

On reconnait la densité de la loi % ([a; b]). Comme la densité caractérise la loi, retenons que :

X suit une loi uniforme sur [0;1]
si et seulement si
Y = (b — a)X + a suit une loi uniforme sur [a; b].

Remarque. De maniére un peu artificielle, on aurait pu retrouver le calcul de I'espérance d’une loi uniforme % ([a; bl)
a partir de I'espérance d’une loi uniforme % ([0; 1]). En effet, si X — %/([0;1]), alors on vérifie que 1 —X suit aussi une
loi uniforme sur [0; 1]. Méme loi implique méme espérance et EX) = E(1-X) = 1 -E(X). D’ou E(X) = 1/2. Ensuite, pour
Y — % ([a; b)), on écrit

1 a+b
E(Y):E((b—a)X+a):(b—a)E(X)+a=(b—a)-§+a= 5
Exercice 2
v 4 Vraioufaux?  SiU<— (-1;1]), alors U et —U ont méme loi I
\& 757 dal ou Iaux s H yalors U e o) eme 101. p-

l &

Simulation

La commande rd.random() permet de tirer un nombre pris « au hasard » dans [0; 1]. Cette commande permet
donc de simuler une loi uniforme sur [0; 1]. A 'aide de la transformation affine décrite précédemment, on peut simuler
toutes les lois uniformes continues. Voici un code possible.

import random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def Simulation(a,b):
X=np.random.rand (5000)
Y=(b-a)*X+a
plt.hist (Y, 25, density=True)
# Création de l’histogramme
plt.show ()

# test
Simulation(-2,8) 0.00 |

#LDUI1

#LDU2
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7y 7 . . ) 7
? < La«loi» des séries ou 'effet rateau Le saviez-vous ? 4

Lhomme simule trés mal le hasard. Inconsciemment, il introduit une certaine forme de régularité. Par exemple, s'il essaye
de simuler une centaine de lancers de pile ou face, on constate qu’en général, ce dernier alterne trop souvent entre le pile
et le face afin d’avoir toujours, a peu pres, la méme proportion de pile et de face.

Autre exemple, si on demande a quelqu’'un de placer 12 points « au hasard » sur une droite, la réponse ressemblera siire-
mentacela:

v

0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Dansle premier cas, il y a un point pour chaque intervalle [i;i+1] (avec i € {0;1;2:---;11}) alors que les points se regroupent
plus facilement dans le second cas. Or, la probabilité d’avoir un point dans chaque intervalle est extrémement faible :

12!
p= IZT = 0, 005%.

Maintenant si dans ’année, on assiste a trois accidents d’avions dans le méme mois, on s’étonnera, on cherchera méme

une causalité, on parlera de la «loi des séries » alors que ce n’est simplement qu'un événement hautement probable. La «loi

des séries » n’existe tout simplement pas, c’est plutot I'expression de notre incapacité a simuler correctement le hasard.

Exercice 3

L6 4 Expliquer le calcul de p = (12!)/1212 (facultatif). p-[I8]

n Lois exponentielles

Définition, espérance et variance

DEFINITION lois exponentielles

SoientX: Q — R une variable aléatoire a densité sur (Q, </ ,P) et A € R},
On dit queX suit la loi exponentielle de parameétre \, notée & (N), siX a pour densité

re M si reR*

VIER, fx® = { 0 sinon.

Remarque. La fonction fx est bien une densité de probabilité. Elle est positive, continue sauf en 0 avec pour tout
AeRT,

A A A A +o0
f fx(t)dt:f fx(t)dt:f Ae Mdr= [—e‘“]o =1-e™ — 1, puis f fKOdr=1.
0o 0 0 —00

A—+o0

#LDU3



PROPOSITION fonction de répartition et espérance d’une loi exponentielle

SoitX une variable aléatoire suivant une loi exponentielle & (\). La fonction de répartition deX est

0 si x<O0

Ax s x=0.

VieR,  Fx(x) = { e

De plus, X admet une espérance et une variance avec

1 1
EX) = X et VX)= 2z

X

X
Preuve. Soit x € R, Fx(x)zf fX(t)dtzf 0dt=0.
—00 (e.¢]

X X X
Pour x € R* FX(x)zf fx(t)dtzf fx(t)dtz)\f e‘“dt:[—e—“]le—e—"x.
—00 0 0 0

Par comparaison aux intégrales de Riemann, on prouve la convergence absolue. Calculons I'espérance al’aide d'une intégration
par parties (toutes les fonctions considérées sont de classes €1). Soit A € R},

A A A A 1
f tfx(t)dt=)\f reMdr= [—te_)‘t] +f e_)‘tdter_)‘A+—(l—e_)‘A).
0 0 0 Jo A

On conclut par passage a la limite A — +oo.
Le calcul de la variance se fait par la formule de Koenig-Huygens. On pourra refaire 'exercice[5|pour les détails.

Les graphes

0 1 2 3

Une densité de X — &(2) La fonction de répartition de X — &(2)

Exemples de modélisation

On montre a l’exerciceque si X suit une loi exponentielle, alors la variable Y = [X] +1 suit une loi géométrique. La
loi exponentielle est «la version continue » de la loi exponentielle. Il n'est donc pas surprenant que la loi exponentielle
soit, comme la loi géométrique, une loi sans mémaoire.

PROPOSITION loi sans mémoire

SoitX— &(AN).
AlorsX est une variable aléatoire sans mémoire. C'est-a-dire :

Vs,teRY,  P(X>1])=Pxsg(X>s+1]).




Exercice 4

e 4 % Prouver cette proposition.
\. 7 Dans un second temps, voir exercice[20 p[13 pour I'étude de la réciproque. i
-
#LDU4
Remarque. On parle aussi de propriété de non vieillissement.
Plus généralement, la loi exponentielle intervient dans les processus continus sans mémoire comme le temps d’émis-
sion d'un électron, le temps de vie d'un composant électronique, ...
Exemple. Si X est la variable aléatoire égale au temps de vie d’'une particule atomique en millions d’années, alors
P([X > 4]) représente la probabilité que la particule existe encore apreés 4 millions d’années.
A priori, une particule ne subit pas |'effet du temps, la probabilité que la particule existe au bout de 5 millions d’années
sachant qu’elle existe depuis 1 million est égale a la probabilité que la particule existe aprés 4 millions d’années.
Autrement dit,
P([X>4]) =Px>1y (X >1+4]).
Plus généralement, X suit une loi sans mémoire.
Transformation linéaire et lois exponentielles
Soient A e R}, X— &) etY= %X On a vu la relation entre les fonctions de répartition :
Ae™™ siot=0
VieR, Fy(#) =Fx (A1) = 1) =Afx(Ar) = .
y(8) =Fx (A1) H (@O =AfxAD) { 0 sinon.
Retenons :
X suit une loi exponentielle de parametre 1
si et seulement si
Y= %X suit une loi exponentielle de parametre A.
4 Moments de la loi exponentielle
. +00
Exercice 5 Pour tout n €N, on pose I, = f t"e~tdt.
{ 0
- g 1.  a) Justifier que I;, est convergente et donner une relation simple entre I ;41 et I;;. p.[
\ b) En déduire I;; pour tout n € N.
> 2. Conclure en justifiant que la loi £(A) admet un moment a tout ordre et retrouver les
expressions de 'espérance et la variance.
#LDU5
Simulation
Exercice 6 4 % Simulation de la loi exponentielle par la méthode d’inversion
Cal 1. & Soient U — % ([0;1]) et X = —In(U). Donner la loi de X. i
- p.
A= 2. Compléter le programme ci-dessous qui prend en argument A et simule une variable
v aléatoire de loi &(A).
#1DU6



import random as rd
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def Simulation(Lda):
U=np.random.rand (50000)
L= .....
plt.hist (L, 25, density=True)
# Création de l’histogramme
x=np.linspace (0,max (L) ,200)
y= ... # pour la densité
plt.plot(x,y,linewidth=5,label="Densité")
plt.legend ()
plt.show ()

Editeur

1.0 4

0.8 4

mmms Densité

n Lois vy

Avant de donner la définition, reprenons un exercice classique sur la définition et les propriétés de la fonction T

définie sur R} par

+00
I'ix) = f
0

e lds.

4 % Propriétésdelaloil’

Exercice 7 1. Justifier que I est une application bien posée sur R} .

A 2. a) Préciser I'(1).

— p.[[
}\J > b) En utilisant I'intégrale de Gauss, démontrer que I'(1/2) = /7.
- 3. a) Justifier que pour tout x € RY, ['(x +1) = xI'(x).
b) En déduire que que pour tout ne€ N*, T'(n) = (n—1)L.
#LDU7
Définition, espérance et variance
lois Y

DEFINITION

SoientX: Q — R, une variable a densité sur (Q,<f,P) et v e R},
On dit queX suit une loiy de parameétre v, noté X — y(v), siX a pour densité

L_grle=t  it>0.

0 Sit<0
IRE t—»{
T(»)

Remarques.

* Le facteur 1/T'(v) permet justement de s’assurer que l'intégrale f_t;o fv(t)dt vaut bien 1 pour avoir une densité.
°Laloi y(1) n’est autre que la loi exponentielle & (1) qui s’'utilise pour modéliser des durées de vie sans vieillissement.

Les graphes

Ci-dessous, le tracé avec Python de quelques densités pour différentes valeurs du parametre v. Noter I'utilisation
de la bibliotheque SciPy qui permet, entre autre, d'importer des fonctions de référence (dans notre cas, la fonction I').



Editeur

Quelgues densités gamma

1.6 4
import scipy.special as sp

import numpy as np 1.4
import matplotlib.pyplot as plt
plt.clf ) 1.2 A
X=np.linspace(0.1,8,400) 1.0
for mu in [0.5, 1, 2,5] 04
Gamma=sp.gamma (mu) '
Y=X#**(mu-1) *np.exp(-X)/Gamma 06 1
plt.plot(X,Y) 0.4 4
plt.legend([’mu=0.5’, ’mu=1’, ’mu=2’,’mu=5’])
plt.title(’Quelques densités gamma’) 0.2 1
plt.show ()
0.0
o 1 2 3 4 5 & 71 &8
PROPOSITION espérance et variance d’une loi y

SiX est une variable aléatoire suivant une loi y(v) alors X admet une espérance et une variance avec

EX)=v et VX)=v.

Preuve. D’apres les résultats sur la fonction I' obtenus a I'exercice précédent, 'intégrale généralisée est convergente
+00 +00 1 +00

T(v+1) =f xve_xdx=f x-xV" e_xdx=1“(v)f xfy(x)dx
0 0 )

ol fy estla densité de la loi y(v) donnée dans la définition. Il y a convergence absolue, 'espérance existe et

+oo T'(v+1)
E(X)—f_oo xfyv(x)dx = T =v

De méme, on vérifie que X?> admet un moment d’ordre 2 et
+00 1 +00
E(x? :f x2 fulx dxz—f Ve ¥ dx
( ) oo ) v Jo

_F(v+2)_1“(v+2).1“(v+1)
T I'v)  T(v+1) TI(W)

=(v+1)v.

D’apres la formule de Koenig-Huygens
V0 =E(X?) -B00% = (v+ Dv—v2 =v.

[ ]
n Lois normales
Définition, espérance et variance
DEFINITION lois normales

Soient X : Q — R une variable aléatoire a densité sur (Q,</,P) et p € R, o € RT.
On dit queX suit laloi normale de parameétres y, o, noté X — N (4;02), siX a pour densité

(t—u)z)

1
VteR, Sfuo(®) = ——=exp (— 752

ovV2m

Remarques.



* Notons que f}, s est bien une densité puisque la fonction est positive, continue sur R et

+00 (t—p)z
————|dt=0ov2n.
f_oo exp( 5o ) oV2n

En effet, par le changement de variable affine de classe € Vou=(t- w/ (v/20), on retrouve la valeur de I'intégrale de
+00
Gaussf exp (—uz) du=vm.
—00

e Dans la suite, A(0;1) désigne la loi normale centrée réduite. La densité est f: t e R— Te_tz/ 2,
b

Les graphes

Ci-dessous, I'allure en cloche de la courbe de la densité f, ; de la loi normale. Plus o est proche de 0*, plus le pic est
étroit.

Remarque. Il est d'usage de noter @ la fonction de prs
répartition de la loi normale centrée réduite. On dé-
montre qu’il n'existe pas d’expression avec les fonc-
tions usuelles de ®.

Toutefois, on montre a I'exercice[16)page[12|comment
tracer 'allure de la fonction de répartition en approxi-

mant ®(t). ]

Retenons les relations suivantes : VxeR, ®x)+P(-x)=1 et ®0)= >

Preuve. On prouve la premiere relation par changement de variable. Cette relation se comprend surtout sur le graphe de la densité

de la loi normale centrée réduite. N
o0

Laire sous la courbe est 1 (puisque f(®)dt =1). Par conséquent, I'aire sous la courbe en blanc plus 'aire grisée (égale a ®(x))

—00
vaut 1. Or la densité est une fonction paire, I'aire de la partie hachurée (égale a ®(—x)) vaut 'aire de la partie en blanc. On a bien
D(x) +P(—x) =1.

P(-x) @ (x)

Y

» Laseconde relation s’obtient simplement en prenant x = 0.




Méthode

Transformation affine et lois normales

PROPOSITION loi normale et transformation affine
Soientc e R, peR.

Si X suit une loi normale ./ (0;1).
Alors la variable aléatoireY = oX + W suit une loi normale N (;0?).

Plus généralement, toute transformation affine d’'une loi normale est encore une loi normale.

t2
Preuve.On a fx: t€e R— e” 2 /(v2m). De nouveau, partons de la relation obtenue au chapitre précédent

1 (t- 1 t—w?
VteR, fy(t) = Efx( H) = exp (—( W )

(o) oV2n 20?

On reconnait I'expression d'une densité d'une loi normale .4 (i1; 62). Comme la densité caractérise la loi, on a prouvé
la proposition.

Remarque. Retenons aussila réciproque, siX — 4 (4;0?), nous verrons que I’on retrouve la variable aléatoire centrée
réduite via

X-p
X* = ——— H(0;1).
o

Comment approximer P([X € [a,b] |) ot X — A/ (y; 02) a partir de ®?

Calculons P([-1 < X < 3]) avec X — 4/ (1;4). Lidée est d’introduire la variable aléatoire centrée réduite X* =
X-1)/2,

P([—lsXsfa]):p([‘12—1<X;1s3;1])=P([_1sx*<1]).

Or, X* — A4(0;1). On introduit la fonction de répartition @ de la loi normale centrée réduite
P([-1<X<3]) =01 - 0(-1) = &) - (1-0(1) =20(1) - 1,

On peut maintenant utiliser Python, ou les tables de @, on trouve ®(1) =~ 0.8413.
En conclusion, P([-1 < X <3]) = 0.6827.

Exercice 8

179 % Soit X .4(2;9). Approximer P([X < ~1] U [X > 5] ) a Iaide de ®(1) = 0.8413. p.[

Espérance et variance

PROPOSITION espérance et variance d'une loi normale

SiX est une variable aléatoire suivant une loi normale ¥ (1;62), alors X admet une espérance et une variance avec

EX)=p et VX)=o0>

10
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Preuve. Commencons par le cas de la loi normale centrée réduite. Soit X — .4(0,1). Al'aide des croissances comparées

Par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente, on justifie la convergence absolue, X admet un moment d’ordre 2
et donc une espérance et une variance. Or la densité fx est paire, t € R — ¢ fx(f) est impaire et

+00
EX) =f tfx(®)dt=0.

—00

De plus, procédons par intégrations par parties. Les fonctions sont de classe € 1 avec pour tout £ € R, —¢ f)é(t) = fx()

+00 5 +00 , 400 +oo
V(X)=f 4 fx(t)dt:—f th(t)dtz—[th(t)]_oo+f fx(dr=1.
—00 00 -0
* Cas général.
OnavuquesiY— A (y0?), alors

Y-
v ="E ro.
o
Par linéarité de 'espérance et des propriétés de la variance par transformation affine
EY)=E(oY" +p)=cE(Y*)+p=p
VX) =V(oY* + ) = 0?V(Y*) = 02.

D’oti le résultat.

Modélisation

Nous verrons I'importance de la loi normale grace au théoréme limite central au chapitre Convergences des variables
aléatoires.

Les lois normales sont utilisées dans de nombreux domaines des mathématiques. Les mathématiques financieres en
font une large utilisation (parfois abusive). Citons, par exemple, le modeéle de Black-Scholes pour I'évolution d'une

action en bourse.
(> | \ Lien vers une vidéo de la chaine ScienceEtonnante:

\ La formule qui a radicalement transformé la finance mondiale [Black-Scholes]

Simulation
Remarque. Nous verrons par la suite quelques méthodes pour simuler les lois normales.

— Laméthode de rejet améliorée.
— Laméthode de Box-Muller.

— Par approximation aI’aide de 12 lois uniformes.

11


https://www.youtube.com/watch?v=XE7FKLfZzBA

o : ‘
N Exercices “»
W /

Exercice 9. 4 Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale .4 (y;52). Calculer I'espérance de X?.
> Solution p.[20] #LDU9

Exercice 10. ¢4 Lien entre la loi uniforme continue et la discréte
SiU—%(]0;1[) eta,be Z avec a< b, quelleestlaloideY=[(b—a+1)U]+a ?
>> Solution p. #LDU10

Exercice 11. 4 Un exemple détaillé

Soit X — % ([-1;1]). On pose pour tout £ €] —1;1[, g(¢) = %ln(g)
1.  a) Justifier que g est une bijection de ] —1;1[ dans R.
b) Donner une expression simple de g~ (x) pour tout x € R. Justifier que g~! est de classe €' et donner la dérivée.
¢) On définit la variable T = g(X).
i) Prouver que pour tout x € R, Fr(x) = Fx(g ™1 (x)).
ii) En déduire que T est une variable aléatoire a densité. On précisera une densité.
2. a) Justifier que U = |X] est une variable a densité et donner une densité.
b) Faire de méme avec V = X2.
>> Solution p. #LDUI1

Exercice 12. 4 SoientX— A4'(0;4) et Y = [X|.
1. Justifier que Y est une variable aléatoire a densité et préciser une densité.
2. Déterminer 'espérance et la variance de Y.
> Solution p.2I] #LDU12

Exercice 13. 4 Soient X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite et g : R — R, une fonction de classe ‘61,
bornée ainsi que sa dérivée.

1. Justifier que les variables Xg(X) et g’ (X) admettent des espérances.
2. Ftablir I'égalité E(Xg(X)) = E(g'X).
3. En déduire la valeur des moments de X.
> Solution p.2]] #LDU13

Exercice 14. 4 Soit X est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite.
1. Donner laloi de Y = [X]. Préciser son espérance et sa variance
2. Trouver la fonction de répartition de Z = % La variable Z est-elle a densité?
> Solution p.[22] #LDU14

Exercice 15. ¢4 % Moments de la loi normale

+o0o 2
1. Justifier 'existence pour tout n€ N de I, = f x"e ¥ /2 dx.
0

2. Montrer que pour tout n €N, I ;40 = (n+ DIj.
pony _ 1Y

3. Vérifier quelp=/5.

4

. Démontrer que pour tout p e N :

2p) |n
IZp = ZP_p' E et 12P+1 = pr'

5. Conclure en donnant les moments de la loi normale centrée réduite a tout ordre.
> Solution p. #LDU15

Exercice 16. Tracé de la fonction de répartition de 1a loi normale centrée réduite
Dans la suite, ® désigne la fonction de répartition associée a la loi normale centrée réduite.

1. <> Premieres propriétés
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a) Préciser les variations de ® et donner les limites en oo de ®.

=

b

=

Vérifier pour tout réel x, ®(x) - % =- ((D(—x) - %) et®(0) = =

—

Justifier le développement limité en0: ®(x) = ——Xx+ 0g(x).
9% 2 \/—n 0

En utilisant les résultats précédents, tracer I'allure de la courbe représentative de ®.

C

d

=

2. 44 Tracé avec Python D'apres ESCP ORAUX 1999

Soit x € R*. Montrer que, pour tout entier naturel n = 1,

x I kx? x (k2
= Z e 2n? gf Z 202
M g=1 0

x( _ﬁ)
<—(l—-e 2.
n

Quelle inégalité doit vérifier n pour trouver une valeur approchée de ®(x) a 1076 pres?

=

a

n-1 _ (kn?

X X
f Zdt——Ze 2n?
0

" k=0

En déduire que

b
c

— =

Proposer, en langage Python, une fonction I(f, a, b, n) qui prend en entrée une fonction f a valeurs réelles, deux réels

a et b et un entier naturel n et qui renvoie une valeur approchée avec la méthode des rectangles de [ é’ f(t)dt calculée

avec n rectangles.

d

=

X g2
En déduire une nouvelle fonction qui renvoie une approximation de f e 2 dt, puis de ®(x).
0

Exercice 17. ¢4 % Onnote ® la fonction de répartition d’'une variable aléatoire de loi .4/ (0, 1).
1. Montrer grace a une intégration par partie, puis un encadrement d’intégrale, que

1 ,1 1, _,2 1 1 _,2
\/T_T[(;—E]e x°/2 < l—CD(x) < \/T_T[;e X /2.

2. En déduire un équivalent de 1 — ®(x) quand x — +oco.

vxeR],

Exercice 18. ¢4 % Simulation d’'une géométrique a partir de la loi exponentielle
Soit A € R} . Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q, «/,P) de loi £(A). On pose Y = [X] + 1.

1. Montrer Y — % (1 - e_)‘).

2. En déduire un programme qui simule une loi géométrique de parameétre p a partir de la loi exponentielle.

> Solution p.

>> Solution p.

> Solution p.[24]

Exercice 19. 44 Soit X, une variable aléatoire dont f est une densité paire et continue sur R. On suppose que X2 — &(\).

Déterminer la densité f.

Exercice 20. 444 Loisans mémoire
1. Préliminaires
Soit f une fonction continue sur R, non nulle et vérifiant
Vx yeR, fx+yn=fx@-fy.
a) Montrer que pour tout x € R, f(x) > 0.
b) i) Exprimer f(n) ou neN al'aide de n et f(1). En déduire f(n), oune Z.
ii) Déterminer ensuite une expression de f(p/q),ou pe Z, g N*.
c) Soit x € R. Etudier la limite de |nx]/n lorsque n tend vers +oo.
d) En déduire f(x), ot x € R, en fonction de f(1).
2. a) Montrer que toute v.a. X de loi exponentielle vérifie la relation :

Vx, yeR",  Psy(X>x+y) =PX>x).

b) Réciproquement, soit X une v.a. a densité définie sur R vérifiant la relation précédente et telle que sa fonction de

répartition F soit nulle sur ]-o0,0].
i) Montrer que s'il existe xg > 0 tel que P (X > xg) = 0, alors pour tout x =0, PX> x) =0
ii) On suppose que pour tout x € RT, P(X > x) # 0. Montrer que X suit une loi exponentielle.

13

> Solution p.[25]

> Solution p.[25]

#LDU16

#LDU17

#LDU18

#LDU19



Autres lois classiques

Voici une sélection de quelques lois classiques qui peuvent étre étudiés aux concours.
— Loi de Pareto.
— Loi de Cauchy.
— Loi de Rayleigh.
— Loi de Weibull.
— Loi de Laplace.
— Loi de Erlang.
—  Loiduy?.

— Loilog-normale.

Exercice 21. 4 Loidux2
1
Soit X une variable de loi normale centrée réduite. On note ® la fonction de répartition de X. On pose Y = EXZ'

1. Exprimer la fonction de répartition F de Y a 'aide de ®.
2. En déduire que Y est une variable a densité, et déterminer une densité de Y.
> Solution p.[26]

Exercice 22. 44 Utiliser la méthode d’inversion pour réaliser une simulation d’'une loi exponentielle de parametre 1.
Comparer I'espérance de X1 gt I'(a). En déduire une valeur approchée de I'(a).

Exercice 23. ¢4 d'apres EDHEC 2015, exercice 2
On consideére une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite (d’espérance nulle et de variance égale a 1) et on note
® la fonction de répartition de X.
On pose Y = |X| et on admet que Y est une variable aléatoire. On note Fy la fonction de répartition de Y.
1. a) Exprimer, pour toutréel x positif, Fy(x) al’aide de ®(x). En déduire que Y est une variable aléatoire a densité et donner
une densité fy deY.
b) Montrer que Y posséde une espérance et donner sa valeur.
c¢) Montrer que Y possede une variance et donner sa valeur.

2. On considere la fonction g définie par:

e X .

—“=six>0
gl =4 vmx

0six<O.

a) Vérifier, en justifiant que I'’on peut procéder au changement de variable u = /21, que :

+oo 2 +o0o
f g(t)dt=\/jf e_”zlzdu.
0 mJo

b) En déduire que g peut étre considérée comme une densité.
On considere, dans la suite, une variable aléatoire Z de densité g et on note G sa fonction de répartition.
3. a) OnposeT=+v2Zetonadmet que T est une variable aléatoire 4 densité. Exprimer la fonction de répartition Fy de T en
fonction de G puis en déduire une densité fr de T et vérifier que T suit la méme loi que Y,
b) En déduire que Z posséde une espérance et donner sa valeur.
4. Ecrire une commande python permettant de simuler la variable aléatoire Z.

5. On considere les commandes Python suivantes :

import numpy as np

import numpy.random as rd

n=5000

w=rd.exponential (1,n)

s=0

for i in range(n):
s+=wl[il=**(3/2)

s=s/(n*np.pi**(1/2))

Editeur
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VX

+00
a) Enremarquant que ng(x) = xﬁe_x, montrer que s contient une valeur approchée de f x? g(x)dx, pour peu que
0
I'on entre une valeur de n assez grande.

b) On admet que E (X4] = 3. Quelle est la valeur exacte de I'intégrale dont il est question ci-dessus?

Exercice 24. 44 d’apres EDHEC 2018
On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, o/, P)
que 'on ne cherchera pas a déterminer.
On consideére une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre % eton poseY = vX.

1. Qn rappelle qu’'en Python, rd.exponential (a) simule une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre a.
Ecrire une (ou des) commande(s) Python permettant de simuler Y.
2. a) Déterminer la fonction de répartition Fy de Y.
b) En déduire une densité fy deY.
3. a) Rappeler la valeur du moment d’ordre 2 d'une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée réduite.
b) En déduire que Y a une espérance et donner sa valeur.
4. OnposeU=1- e X/2,
a) Vérifier que U(Q) = [0, 1].
b) Déterminer la fonction de répartition Fyy de U et reconnaitre la loi de U.

c) ExprimerXen fonction de U, puis en déduire une simulation Python de Y utilisant uniquement la commande rd . rand.

Exercice 25. 444 Médiane(s) d'une variable aléatoire.
Soit X une variable aléatoire a densité sur un espace probabilisé (Q, o/, P) et admettant une espérance.

1
1. Justifier qu'il existe unréel mtelque  P(X<m])= >
Un tel réel est une médiane deX. Notons dans la suite, 4 (X), l'ensemble des médianes de la variableX.
2. Déterminer la ou les médianes d'une variable aléatoire X de loi exponentielle & (A). Est-ce que 'espérance de X est une médiane ?

3. Dans la suite, on souhaite déterminer les réels a qui minimisent la fonction ¢ définie sur R par :
+00
YaeR, (@ =E(x-d|) =f |t—alf()dt.
—00

a) Justifier que ¢ est une fonction convexe.
X
b) On définit la fonction G sur R par G(x) = f tf(¥)dt. Justifier que G est dérivable sur R et préciser sa dérivée.

—00
¢) En déduire que ¢ est dérivable sur R et exprimer ¢’ a 'aide de la fonction de répartition F de X.
d) Conclure sur les réels qui minimisent ¢.

4. Démontrer que 'ensemble des médianes d'une variable a densité X est un segment.
Une partiel deR est un intervalle si pour tous x, y €1, le segment [x; y] < L.

> Solution p.

Probléeme 26. ¢4 Entropie d’'une variable a densité
Dans la suite, on définit la fonction continue & sur [0; 1] par
—xIn(x) si x€]0;1]
Vx€[0;1], h(x) = .
0Osi x =0.

+0o

On note & 'ensemble des densités de probabilités f telles que I'intégrale f h(f(x))dx soit convergente. Pour toute variable
—00
aléatoire X ayant pour densité f € &, on définit I'entropie H(X) de X par :

+00
HX) = f h(f(x))dx.

1. Transformation affine
SoientX etY=aX+bavecac R} et beR.

a) Expliciter une densité de Y en fonction de a, b et d’'une densité de X.
b) &: En déduire que si X a une entropie, Y aussi et H(Y) = In(a) + HX).

2. Exemple 1: cas des lois normales
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a) Soit Yo une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. Montrer que Yo a une entropie existe et calculer
H (Yp).

b) & Soit Y une variable aléatoire suivant une loi normale A (m; 62). Vérifier que
1
H(Y) = H(Yp) +In(0) = 5 (1+1n(2n) +21n(0)).

Exemple 2 : cas des lois exponentielles

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A € R} avec fy > 0 une densité. Montrer que H (Xg)
existe et calculer H (Xg) en fonction de A.

Majoration a espérance fixée

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R}, admettant une densité f € &. On suppose que X admet une espérance égale a

%. Montrer que :
+00

HXp) = - A F@)In(fo(x)) dx.

Montrer que HX) <HXp).

Majoration a variance fixée
Soit X une variable a densité fj suivant une loi normale centrée .4 (0, 02). Soit Y, une variable aléatoire possédant un moment
d’ordre 2 égal 2 62 et une densité g € &. Montrer que

+00
HX) =—f g -In(fi(n)dz.
{o0)

Déduire de la question précédente I'inégalité : HX) = H(Y).
>> Pour aller plus loin, voir sujet HEC 2012
> Solution p.[27]
Exercice 27. 44 On définit sur R les fonctions f et g par

. . 1 —In(x)?/2
sin (2nIn(x six>0 —=e six>0
VxeR, f(x) = { ( ( )) . et g(x) = { xV2n
0 sinon 0 sinon.

. & Soit n € N*. Al'aide du changement de variable u = In(t) — n, justifier la convergence et I'égalité

+00
f t"f(r)gr)der=0.

—00

Soit Y — 4/ (0;1). Vérifier que X = eY est une variable aléatoire 2 densité dont g est une densité.

3. Pour toutréel A €] —1;1[, on définit la fonction k) = (1 +Af) - g. Vérifier que h) est une densité de probabilité.

-

a) Justifier que X admet des moments a tout ordre.

b) SoitY) une variable aléatoire dont une densité est donnée par k). Démontrer que Y, admet des moments a tout ordre et :
vneN*, E(Y)")=E(X").

> Solution p.[29]
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