CHAPITRE 9

Diagonalisation

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen : redet man zu ihnen, so iibersetzen sie es
in ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anderesﬂ
GOETHE
Ecrivain allemand (1749-1832)

a. Les mathématiciens sont comme les Francais : quoi que vous leur disiez, ils le tra-
duisent dans leur propre langue et le transforment en quelque chose de totalement différent.

— Définitions

DEFINITION endomorphisme diagonalisable

Soitp e Z(E).
On dit que @ est diagonalisable s'il existe une base de E qui soit composée de vecteurs propres de .

Exemples.
* Dans R?. Posons u = (1,—1), v = (0,2) et ¢ : R? — R? définie par @(x,y) = (-x,3x+2y). On vérifie que ¢(u) = —u et
@(v) =2v. Résumons :

— u et vsont deux vecteurs propres de .

— uet v sont deux vecteurs non colinéaires. Ils forment une famille libre de R?. (i, v) est donc une base de R?.

Lendomorphisme ¢ est un endomorphisme diagonalisable de R?.

* Lendomorphismey : P € R, [x] — (x—1)P'(x) € R,,[x] est diagonalisable. En effet, si on pose P;(x) = (x—1) pour tout
i € [[0; n]l, on calcule y(P;) = iP;. De plus, la famille (P;) est libre (de degré échelonné) et contient autant de vecteurs
que la dimension de R,[x]. On a donc une base de vecteurs propres. Lendomorphisme y est un endomorphisme
diagonalisable de R, [x].

4 Soient ¢, s € Z(E) avec E de dimension finie. Les questions sont indépendantes.
Exercice 1 1

3

. Justifier que si ¢ est diagonalisable et bijectif, ¢ ™! est aussi diagonalisable.

. Que dire de ¢ si ce dernier est diagonalisable et n’admet qu'une seule valeur propre?
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3. Que dire de ¢ si ce dernier est diagonalisable et rg ((pz) =0?

4. 44 & Sig est diagonalisable et s bijective. Justifier que so@os™! est aussi un endo-
morphisme diagonalisable.
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.
HE 4 Interprétation géométrique
. “
H . Posons de plus w = (-3,5). Ona w = —3u+v. Comme
{\ ™. 3 @ est linéaire.
2° Pw) = =3¢ w) + (V)
(W) =3u+v=3,1).
s\ 1 a
) Ce court calcul illustre un fait important. Les calculs
i i i i i 2 i % dans une base de vecteurs propres sont beaucoup
n i e \ 9 plus faciles puisque les restrictions de ¢ aux sous-
Ea “ 2 espaces propres sont des homothéties.
-2 £ @k, () U A
3u
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DEFINITION matrice diagonalisable

SoitA € M, (R).
On dit que A est diagonalisable s'il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D € 4, (R) telles que

A=P-D-P7L.

Autrement dit, une matrice est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a une matrice diagonale. Dans ce
cas, P est la matrice de passage de la base canonique de 43,1 (R) a une base de vecteurs propres deA.

Remarque. Silamatrice A est diagonalisable, alors les colonnes de P forment une base de .4/, 1 (R) constituée de vec-
teurs propres de A. De plus, le spectre de A s’identifie au spectre de D qui correspond donc aux coefficients diagonaux
de D.

Preuve. Eneffet, sionnoteP=[C; Cy ... Cp],D=diag(d),dz, -, dp) et E; estla matrice colonne constituée de zéro sauf
un 1 en position (7,1). On a donc PE; = C;, DE; = d;E; et

AC; = (PDP™Y)PE; = PDE,; = P(d;E;) = d;PE; =d;C; et C;#0,].

La matrice colonne C; est vecteur propre de A pour la valeur propre A. Comme P est inversible, la famille des colonnes de P est
une base de .#5,1 (R). D’ol1 le résultat.

|
Exemples.
0 2 -1
* Reprenons I'exemple page 2?2 avec A = 3 -2 0 [.Onamontré que
-2 2 1
1 4 2
Sp(A) ={1,2,-4} avec E;(A)=Vect 1 , E»=Vect 3 et E_4=Vect| -3
1 -2 2
1 4 2
On pose P=]11 3 -3
1 -2 2

On vérifie numériquement :



Editeur

D = np.array(([1, 0, 0], [0, 2,

#attoe:!'L;t'LtE(:z,do,L’oi]d)e) des >>> print(P o o)
R B [[-2.22044605e-16 2.00000000e+00 -1.00000000e+00]

. (1. 4. 2], [1, 3 [ 3.00000000e+00 -2.00000000e+00 0.00000000e+00]
np-array o o o Ldo e [-2.00000000e+00 2.00000000e+00 1.00000000e+001]
-3], [1, -2, 2]1))

P_inv = np.linalg.inv(P)

Editeur

print(P @ D @ P_inv)
On retrouve bien A = PDP~! (attention aux arrondis pres).

* Lamatrice T = n'est pas diagonalisable.

1

0 1

Preuve. Raisonnons par I'absurde en la supposant diagonalisable. Elle est donc semblable a une matrice diagonale dont les co-
efficients diagonaux sont les valeurs propres de T. Or, T est triangulaire avec seulement 1 sur la diagonale. 1 est la seule valeur

propre et T serait semblable a la matrice identité. Absurde, la seule matrice semblable a I'identité est I'identité. -
Exercice 2 4 % Vrai ou faux?
(. 1. SiA est diagonalisable alors A% est diagonalisable. voox
— 2. SiA? est diagonalisable alors A est diagonalisable. v X p-20]
Y 3. SiAestinversible, A est diagonalisable si et seulement si A~! est diagonalisable. v X
- @ 4. La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable. voox
#DA2
Exercice 3
vl . 2 R . .
e U 44 & Montrer que sirg(A*) <rg(A), alors A ne peut-étre diagonalisable. P20
| &
#DA3
PROPOSITION lien en dimension finie

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie.
Soient @ € £ (E) etA € 4, (R), la matrice de ¢ dans une base % de E. On a l'équivalence entre les énoncés.

i)  Lendomorphisme @ est diagonalisable.

ii) La matriceA est diagonalisable.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Supposons I'endomorphisme ¢ diagonalisable. 1l existe donc une base € = (e;)je[i1;,) de vecteurs propres. Chaque i €
[[1; n]l, il existe A; € R tel que

®(e;) =Aje;.
La matrice Mate () est alors diagonale
@(e1) @lez) @(en)
AL 0 e w0 | @
0 A . .0 e

0 0 0 0 Ap | o
D’apres la formule de changement de base

A =Matg(¢p) = Pge Mate (¢)P@g_l.

La matrice A est donc diagonalisable.



Réciproquement, si A est diagonalisable, il existe P € .4, (R) inversible et D diagonale telles que
A=PDPL.

Il existe une base € de E telle que P = Pg et dans ce cas D = Mate (). On constate alors que € est une base de vecteurs
propres de ¢ qui est donc un endomorphisme diagonalisable.

[ |
n Caractérisations
Version « endomorphisme »
PROPOSITION caractérisation avec les s.e.p

Soit ¢ € £ (E). On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

i) Lespace vectoriel E est somme directe des sous-espaces propres de .

ii) Lendomorphisme @ est diagonalisable.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Supposons i). C’est-a-dire
E= @ E\(¢.
AeSp(g)
Chaque vecteur de E) (¢) non nul est un vecteur propre associé a la valeur propre A. Fixons, pour tout A € Sp(¢), %8), une
base de E) (). Cette base est donc constituée de vecteur propre de ¢. Si 98 est la famille obtenue par concaténation des
bases 28), de E) (¢) pour A € Sp(¢), alors 28 est une base de E constituée de vecteurs propres de ¢ (voir théoréme page ?22).
Lendomorphisme ¢ est donc diagonalisable.
Supposons ii) et soit 8 une base de vecteurs propres de ¢. Notons 98, la famille obtenue en regroupant tous les vecteurs

propres de 98 associées a la valeur propre A. Comme E) (¢) est un sous-espace vectoriel, il est stable par combinaisons
linéaires et

Vect(28)) cE)(¢).
Par somme Y Vect(®)\)c Y Exlp)cE
AeSp(y) AESp()

Comme % (concaténation des familles 98) ) est une base de E, on a aussi

Y Vect(%)) = Vect(%) =E.

AESp(p)
Nécessairement Y Ex(¢)=E
AESp(y)
On conclut en rappelant que la somme des sous-espaces propres est toujours directe.
]
4 Exemple
Soit n € N\ {0; 1}. Posons pour tout polynome P € R, [x], le polyndme ¢ (P) défini par
Exercice 4 n
C @(P)(x) =P()S(x)~P(x) ou S)= Y xk.
r k=0
\’r pEl
N < On vérifie que ¢ est un endomorphisme de R, [x]. Montrer que :
N Rplx] = Ker(¢p +idg,, [x]) ® vect(S).
En en déduire que ¢ est diagonalisable.

#DA4



COROLLAIRE caractérisation avec les dimensions
Soit @ € £ (E) avecE de dimension finie. On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

) ¢ dim(Ex(¢)=dim(E).
AeSp(¢)

ii) Lendomorphisme @ est diagonalisable.

Preuve. C’est une conséquence directe du théoréeme précédent et du théoreme page 22 qui affirme I’équivalence entre :

i) dim(fpi) = ¥ dim(F;).
i=1 i=1
ii) Lasomme f F; est directe.
i=1

OukFy,...,F p sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. -

Remarque. Comme dim (E)\((p)) = 1, on retrouve le fait qu'un endomorphisme de dimension finie a au plus dim(E)
valeurs propres.

Exemple. Posons’endomorphisme ¢ : 4y, (R) — ./, (R) défini par (M) = ‘M. On remarque que E; (¢) et E_; (¢) cor-
respondent respectivement aux sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et antisymétriques. Or, un exercice
classique donne

. nn+1) . nn-1)
dim (B (¢)) = ———— et dim(E_1(g)) = —
En particulier dim (E; () +dim (E_; () = n? = dim (4, (R)).
Nécessairement, ¢ n’'a pas d’autre valeur propre et est diagonalisable.
COROLLAIRE cas particulier

Soit p € L (E) avecE de dimension finie.

Si ¢ possede dim(E) valeurs propres distinctes,

alors ¢ est diagonalisable et les sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

Preuve. Supposons que ¢ posseéde n = dim(E) valeurs propres Aj,A2,...,A, deux a deux distinctes. Par définition d’'une valeur

propre
Viell;nl,  dim(Ey,(@)=>1.
n n
Par somme : Y. dim(Ey, (@) = Y 1=n=dim(E).
i=1 i=1
n n n
Or, on a aussi @ E)(p)cE puis Z dim (E;\i (¢)) =dim (@ E), ((p)) < dim(E).
i=1 i=1 i=1
Par encadrement Z dim (E) (¢)) = dim(E)
AeSp(g)
et d’apres la caractérisation précédente, ¢ est diagonalisable. -

A Attention. Laréciproque est fausse. Par exemple, pour E de dimension 7 = 2, 'endomorphisme idg est diago-
nalisable avec seulement une valeur propre (1).



4+ % Exemple
Soit n € N\ {0; 1}. Posons pour tout polynome P € R, [x], le polyndme ¢ (P) défini par
Exercice 5

1
@) (x) = ;x(l —x)P'(x) + xP(x).

— p.ET
/) J, g 1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ry, [x].
2. Pour tout k € [[0; n]], on pose Py (x) = xk(l - x)”_k. Calculer @(Pp).
3. Justifier que ¢ est diagonalisable.
# DAS
2.2 Version « matricielle »

Commencons par une remarque. On introduit 'endomorphisme

. /ﬂn,l(R) - -fﬂn,l(R)
Pa: X - AX

Ainsi, pour V € 4,1 (R), pa(V) = AV et on a I'équivalence : V est vecteur propre de A si et seulement si V est vecteur
propre de @4. Plus généralement,
ker(A) = ker(gpa).

Justifions maintenant que la matrice A est diagonalisable si et seulement si 5 est un endomorphisme diagonalisable.
Preuve. Raisonnons par double implication.

Supposons la matrice A diagonalisable. Soient P inversible et D diagonale telles que A = P~ DP. Nous avons vu que les co-
lonnes de P forment une base de .41 (R) composée de vecteurs propres de A. C’est aussi une base de .#,1 (R) composée
de vecteurs propres de @ qui est donc diagonalisable.

Réciproquement, si 4 est un endomorphisme diagonalisable, ¢4 (et donc A) admet une base de vecteurs propres. Notons
(Ci)e[1;n))» une telle base. Pour tout indice i, il existe A; € R tel que AC; = A;C;. Sion pose P =[Cy,Cp,...,Cp]
AP =A[Cq,Cy,...,Cyl
=[AC1,ACy,...,ACy]
=[A1C1,A2C2,...,AnCy1=PD avec D =diag(Ag,...,An).

Comme la famille (C;) ;e[1,5 est une base, P est inversible et A = PDP~!. La matrice A est diagonalisable.

Regroupons et traduisons les résultats précédents dans le cadre matriciel.

THEOREME caractérisations

SoitA € M, (R). Les énoncés suivants sont équivalents.

i)  La matriceA est diagonalisable.
ii) Il existe une base de /1 (R) formée de vecteurs propres de A.
iii) 5,1 (R) est somme directe des sous-espaces propres deA.

ivv ¥ dim(Ex@)=n.

AeSp(A)

Preuve. C’est une conséquence directe des résultats précédents appliqué a I'endomorphisme ¢, car nous avons vu que la matrice
| A est diagonalisable si et seulement si pp est un endomorphisme diagonalisable. -

Exemple. La matrice Attila

Soit n € N\ {0; 1} et J la matrice de taille (1, n) constituée uniquement de 1. Il est clair que J est de rang 1, la formule du
rang donne

dim (Ey(J)) =dim (ker]) = n—-rg(J) =n—1.



Si (Ey,...,Ep) désigne la base canonique de .4, 1 (R), on vérifie que les vecteurs

W;=E;—-E; avec jEel2;n]]
donnent une base du noyau de J. De plus, si on pose

n
V=) E; alors JV=nV et V#0,:.
j=1

Il vient dim (E; (J)) = 1 et méme égalité.

Vérifions séparément chacun des énoncés :
iv) dimEy(J) +dimE,(J)=(n-D+1=n
iii) On sait déja que E((J) et E;,,—; (J) sont en somme directe et

dim (Eo() ® E,—1 () = dim (Eo () + dim (E,—1 ) = 12 = dim 42,1 (R).

Eo()@En-1() = Mn, 1 R).

W) estlibre. Comme elle contient autant de vecteurs que .41 (R), c’est

D’ou

ii) On montre que la famille (V,W,,Ws, ...,
une base de .#,,1 (R) constituée de vecteurs propres de J.

i) Sion pose
P=[V W, ... W,] et D=diag([n,0,...,0]).

On vérifie que P est inversible et AP = PD, puis A = PDP L.

PROPOSITION n valeurs propres

SoitA e M, (R).
Si A admet n valeurs propres distinctes,

alors A est diagonalisable et les sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

Python. La commande eigvals permet le calcul de
valeurs propres. Par exemple :

>>> # script ezxzecuted

Console

import numpy.linalg as al
# On importe la sous-bibliothéque

linalg
A=np.array([[1,3,0],[0,-2,0],[-1,-2,0]1)
# On défintt la matrice A
rint (al.eigvals(A))
P = Selon ce calcul, 0, 1 et —2 sont toutes les valeurs

propres de A. La matrice A est diagonalisable.

[ 0. 1. -2.]

Editeur

n Compléments

Cas particuliers

Cas des matrices de taille 2
Rappelons que pour A € /> (R) et A € R.
AeSp(A) < det(A-AlL)=0



+
Soit A € /> (R) diagonalisable. Notons Aj et Ay, les deux valeurs propres éventuellement

Exercice 6 confondues de la matrice A.
v
v 1. Mont A1+ A2 =tr(A) et A1 Ao = det(A).
6 ontrer que A + Ay = tr(A) et \; A2 = det(A) p-21
— 0
1 w 2. En minimisant le nombre de calculs, montrer que la matrice A = [ _1 n’est pas
diagonalisable dans R.
# DA6
Exercice 7
179 + SoitA=| ¢ © | e br®).Dé Acest di lisabl
VL"/ oitA=| = . |€ »(R). Démontrer que A est diagonalisable. p-.22
#DA7
Cas des matrices triangulaires
Limitons I'étude a des exemples.
+ Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
. 1. & Est-ce que les matrices suivantes sont diagonalisables?
Exercice 8
C 1 0 1 1 10 1 0 1
= Ti=[0 2 0], To=[0 1 o0 et T3=[0 1 o0 .7
N~ 00 3 00 2 00 2
S A . . o 1 . .
2. & A quelle condition sur a € R, la matrice My = 0 « est diagonalisable?
#DA8
Cas des matrices symétriques réelles
Anticipons sur un théoréme dont on donnera un énoncé plus complet au second semestre.
THEOREME cas symétrique, premiére version
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.
Résultat admis.
+ Les questions sont indépendantes.
Exercice 9 1. Montrer que 'endomorphisme suivant est diagonalisable.
w 3 3
g | R - R
I\f/ ¢ { (x,,2) — (2x+y+z,x+3z,x+3y—2z). P2
— 2. Soient n € N* et A une matrice symétrique appartenant a .4, (R) vérifiant A" =1,,.
Calculer A%.
#DA9

Cas des projecteurs et symétries

* Soit p, un projecteur de E (avec p # 0 ) et p #idg). En reprenant 'étude effectué a la page ?2, ona

E=Eo(p)®E1(p).



Les projecteurs sont des endomorphismes diagonalisables. Si 98 est une base adaptée a la décomposition en sous-
espaces propres, on a

1 0 0 0
0 1 0 0
Matz(p)=| 0 0 0
0 0 0 0
dimE; (p) dimEy(p)

En particulier, on constate que Tr (Matg(p)) = rg(Matg(p)) = 18(p).

 Soit s, une symétrie (s # +idg). Grace a la décomposition E = E_; (s) @ E; (s), on vérifie que toutes les symétries sont
diagonalisables et

1 0 0 0
0 1 0 0
Matg(s) = 0 1 0
|0 - 0 0 - -1 |
dimEl (p) dimE_ (p)
3.2 Pratique de la diagonalisation

En reprenant les méthodes étudiées page 22, traiter les exercices suivants.

4 % Sipossible, diagonaliser les matrices suivantes :
E ice 10
xercice 11 1 4 § -3
vi A= 0 2 2 et B=| -1 3 -1
\ 0 0 3 4 -4 3 rE
[ o
—_— Diagonaliser la matrice A signifie : donner, si possible, une matrice diagonale D et une matrice
inversible P telles que A =PDP L.
#DA10
Ex?rcice 11 4 % Considérons I'application ¢ défini sur Ry [x] par @(P)(x) = x(1 — x)P’ (x) + 2xP(x).
x 1. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de Ra[x].
‘- , , . . . p.
1\~ 2. Exprimer la matrice de ¢ dans la base canonique. La diagonaliser.
~ 3. Conclure en donnant une base de vecteurs propres de .
#DA11
Astuce. Dans la recherche des valeurs, il ne faut pas oublier que pour une matrice diagonalisable
TrA) = ), Axdim(Ey().
A€Sp(A)
+
Exercice 12
m 1. % Prouver la remarque précédente.
o« 1 -3 3
z p-23]
i~ 2. Application. SoitA définiepar| 3 -5 3 ] . =
6 -6 4
- Sachant que rg(A + 2I,;) = 1, que peut-on en déduire sur la diagonalisation de A?
#DA12



3.3

Exercice 13

Quelques applications de la diagonalisation

<> Calcul des puissances
Calculer pour tout p € N, AP ou1 la matrice A est étudiée a l'exercice

p.

#DAI13
4 Polyndme de matrices et racine carrée d'une matrice

2 1 1
On pose A=|1 2 1
1 1 2

1. Vérifier que A est diagonalisable et la diagonaliser. p.23
2. En déduire I'inversibilité de A et A=L.

3. Expliquer comment calculer Q(A) ou Q € R[x]. Préciser un polynéme annulateur non
nul de A.

4. Déterminer une matrice B telle que BZ = A.
# DAl4

Les applications sont nombreuses. Citons par exemple :
— Larecherche du commutant (voir exercice[39} p[15).

N . . . ) . Voir exerci '
La résolution des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (voir exercice 40} pl16)

— Larésolution de systemes différentiels linéaires (voir exercice[d1} p[16).

10



L (\ ° y "
Y Exercices I»\C )
6 10 11
Exercice 15. <~ Montrer que la matriceA=| 2 6 5 | n'est pas diagonalisable. #DA15
-4 -8 -8
> Solution p.[24]
Exercice 16. ¢ @ Parmi les matrices élémentaires E;j j de 4, (R), lesquelles sont diagonalisables? #DA16
> Solution p.[24]
Exercice 17. & % Soit ¢ définipar: VPeRs[x], ¢(P)(x)=(2x+1)P(x)- (x2 -1)P'(x). #DA17

Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ry [x]. Est-il diagonalisable?
> Solution p.

Exercice 18. <- ® Montrer que les matrices suivantes sont semblables #DA18
1 4 6 3 0 0
A= 0 2 5 et B=4 2 0
0 0 3 5 6 1
> Solution p.[24]
Exercice 19. ¢ % Soit ¢ un endomorphisme de E de dimension finie. #DA19

Montrer que ¢ est un projecteur si et seulement si ¢ est diagonalisable et Sp(¢p) < {0; 1}.
> Solution p.[24]

Exercice 20. 44 Diagonalisation avec un parameétre #DA20
Pour tout réel a, on pose a+2 -Qa+1) a
M, = 1 0 0
0 1 0

On vérifie par le calcul que Q(x) = x% — (@ +2)x2 + (2a + 1) x — a est annulateur de M.
1. Justifier que pour a = 1, M, ne peut étre diagonalisable.

2. Déterminer les réels a pour lesquels M, est diagonalisable.
> Solution p.[25]

Exercice 21. 4 Pour tout n entier non nul, on considére la matrice #DA21
1 1/n 1/n
Ap=| -1/In (n+2)In 1/n
1/n —-1/n 1

1. Montrer sans calculs superflus que 1 et 1+ 1/ sont les valeurs propres de Aj,.
2. La matrice A;, est-elle diagonalisable? inversible?

3. Pour tout n € N*, on note B, la matrice produit: B, =A1Az...Ay.
La matrice B, est-elle diagonalisable? inversible? Si oui, déterminer B, 1.

> Solution p.[25]
Exercice 22. 4 Soit A € ./, (R). Montrer que A est diagonalisable si et seulementsi ¥ rg(A—Al,) = (card(Sp(Ad))-1)n. # DA22
AeSp)
> Solution p.[26]

Exercice 23. 4 On considére I'application ¢, qui a tout polynome P de R, [x] associe ¢(P) = f P&, ou P désigne la dérivée # DA23
k=0
k-ieme de P avec la convention P© =P,
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R [x].

2. & Est-ce que @ est diagonalisable?
> Solution p.[2§]

€ 4 (R) et 'endomorphisme ¢ de .#> (R) défini par ¢ (M) = AM. #DA24

Exercice 24. 4 Posons A = [ 1 1

11



1. a) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique.
b) Trouver un polynéme annulateur de ¢.
¢) Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable?
2. On définit maintenant les endomorphismes et s de .4 (R) défini par y(M) = MA et s(M) = ‘M.
a) Vérifier que y = so@osL.
b) En déduire un polynéme annulateur de . Est-ce que 'endomorphisme  est diagonalisable?

> Solution p.

Exercice 25. ¢4 & D’apres EDHEC 2014 # DA24
Soient n € N\ {0;1} et A une matrice non nulle donnée de .4, (R). On considére 'application f qui a toute matrice M de .45 (R)
associe :

M) =Tr(AM-Tr(M) A.

==

. Montrer que f est un endomorphisme de .4 (R).
2. a) Pour toute matrice M de .4, (R), exprimer (f o f)(M) al’aide de Tr(A) et f(M).
b) En déduire un polyndme annulateur de f. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de f?
3. a) & Montrer que 0 est valeur propre de f.
b) Montrer que, si Tr(A) = 0, alors f n’est pas diagonalisable.
4. On suppose dans cette question que la trace de A est non nulle.
a) & Préciser la dimension de Ker(Tr).

b) En déduire que f est diagonalisable.
> Solution p.

Exercice 26. ¢4 % Diagonalisation des matrices de rang 1 #DA26

1. & Soit n € N\ {0;1}. Montrer que M € #,,(R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices colonnes non nulles U, V
telles que M = UV.

2. Soit A € 4 (R) une matrice de rang 1. On note U et V deux matrices colonnes non nulles de .4, 1 (R) telles que A = UV et on
note a =Tr(A).

a) & Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

b) Vérifier que 'VU = a, puis que A2 = gA.

c) & Justifier que si a = 0 alors A n’est pas diagonalisable dans .4, (R).

d) On suppose dans la suite a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

e) Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de .4, (R) de rang 1 soit diagonalisable.
>> Solution p.

Exercice 27. 44 Soit ¢ un endomorphisme de E admettant un polyné6me annulateur P. # DA27

1. On suppose qu'il existe o € R* tel que P(x) = x(x— ). Vérifier que les sous-espaces propres Eq () et E¢ () sont supplémentaires
dans E. En déduire que ¢ est diagonalisable.

2. On suppose maintenant que P est de degré 2 avec deux valeurs propres distinctes. Montrer que ¢ est diagonalisable.
> Solution p.[28]

Exercice 28. 4+ 44 D'apres Oraux HEC 2014 # DA28
Soit ¢ 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique 2 = (e, e, e3) est

2 0 0
A=1 3 =2
1 1 O
Montrer que ¢ —idps est un projecteur.
En déduire les valeurs propres de ¢ ?

Combien existe-t-il de droites vectorielles de R3 stables par @?

ow o=

Combien existe-t-il de plans vectoriels de R3 stables par ¢?

12



> Solution p.

Exercice 29. ¢4 % Soient n e N\ {0;1}, a et b deux réels tels que ab # 0. On note M(a, b) la matrice de .#,+1 (R) donnée par: #DA29

0 a a a
b 0 O 0
M(a, b) = b 0 O 0
b 0 O 0

1. a) Calculer M(a, b)2.

b) Montrer que M(a, b)? est diagonalisable et trouver ses deux valeurs propres.

0 ¢c ¢ - ¢

d 0 0 --- 0
2. Soient ¢, d e R* et M(c,d) =

d 0 0 --- 0

a) & Montrer que si M(c, d) est semblable a M(a, b) alors ab = cd.
b) Etablir la réciproque en considérant une matrice P = diag(e, 1,...,1) € 41 (R).
3. a) Est-ce que la matrice M(a, b) est semblable a sa transposée?
b) & Alaide de la trace, montrer que si la matrice M(a, b) est diagonalisable alors ab > 0.

¢) & On suppose que ab > 0, vérifier que M(a, b) est semblable & une matrice du type M(a, @). En déduire que M(a, b) est

diagonalisable.
> Solution p.[29]
Exercice 30. ¢ “. Mélange algébre et probabilité # DA30
1. Pour (a, b) € R%, dans quel(s) cas la matrice
a 1
Mab =10 b]

est-elle diagonalisable ?

2. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers, indépendantes et de méme loi binomiale %8(n,1/2).
a) Rappeler laloi de X +Y et en déduire la valeur de 3 (Z)2
k=0

b) Calculer la probabilité pour que la matrice My y soit diagonalisable.
> Solution p.[29]

Exercice 31. ¢ Exemple avec deux valeurs propres #DA31
Soient E un espace vectoriel et ¢p un endomorphisme de E diagonalisable avec exactement deux valeurs propres A et . Notons Ey
et B, les sous-espaces propres associés respectivement aux valeurs propres A et p.
1. Justifier que E) et B, sont supplémentaires dans E.
On peut donc considérer le projecteur p (respectivement g) sur E) parallelement a Ey, (respectivement sur Ey, parallelement
aE)).
2. Préciser p+q, poqgetqop.
3. Vérifier que u = Ap + pq et plus généralement, pour tout n € N*, u” = A" p + u"gq.
> Solution p.[29]

Exercice 32. 444 Caractérisation de la diagonalisabilité via des projecteurs #DA32

1. Préliminaires
Soient Ej, ..., E; des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que Ej @ --- ® E;; = E. On note p; le projecteur sur E; paralle-
lement a eaj#iEj'
Montrer que p;jop;=0sii# jetque py +:--+ py =idg.
2. Application
Soit E, un espace de dimension finie et ¢, un endomorphisme de E.

a) On suppose que ¢ est diagonalisable. Montrer qu'il existe des projecteurs (p;) jep Vérifiant p;op; = 8; ;p; et des réels
A; tels que
®=) Aipi.

i€l
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b) Etudier la réciproque.
> Solution p.[30]
Exercice 33. ¢44 . Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme de E. Lobjectif de I'exercice est # DA33
de prouver I'équivalence entre les énoncés :
i) Lendomorphisme ¢ est diagonalisable.

ii) L'endomorphisme ¢ admet un polyndéme annulateur scindé a racines simples.
Pour rappel, un polyndme P est scindé a racines simples s’il existe r réels aj, ..., ar deux a deux distincts tels que P(x) =

ﬁ (x—a;).

i=1
1. Montrer que i) = ii).
2. Prouvons la réciproque. Supposons donc que ¢ admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

a) Soient f, g€ Z(E). Justifier que I'application suivante est bien posée, linéaire et injective

H — K
D: { erf avec H un supplémentaire de Ker g dans Ker fo g.

u — g
En déduire que dimKer(f o g) < dim (Ker(f)) + dim (Ker(g)).
b) Montrer plus généralement que pour fi, f2, ..., fr € Z(B),

;
dim (Ker (fyo---0 fr)) < Y dim(Ker(f}).
j=1
c¢) En déduire la réciproque ii) = i).

3. Application
En déduire que si ¢ est diagonalisable et F est un sous-espace stable par ¢, alors la restriction de ¢ a F est un endomorphisme
diagonalisable.

> Solution p.[30]
Exercice 34. ¢4 Soient a € R*, b e R et ¢ 'endomorphisme de E = Ry, [x] défini par : #DA34
@P): xeR—P(ax+Db).

. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de E. En déduire le spectre de ¢.
. Justifier que si a ¢ {—1;1}, 'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

. & Est-ce que ¢ est diagonalisable si a = 1?

=W Ny -

a) & Apres avoir justifié que tout polyndme peut s’écrire comme somme d’un polyndéme pair et d'un polyndéme impair, justi-
fier que ¢ est diagonalisable pour a=—-1et b=0.

b) Généraliseraa=-1etb#0.
> Solution p.[1]
Exercice 35. ¢4 Soient f et g deux endomorphismes de E qui commutent. On suppose qu'il existe p € N* tel que g¥ =0 (). #DA35
Soit A € Sp(f) et x un vecteur propre associé.
1. Montrer que E) (f) est un espace stable par g.
2. Justifier I'existence de k € N tel que gk(x) #0g et gk+1 (x) =0g.
3. Vérifier que gk (x) est un vecteur propre de f + g et préciser la valeur propre associée.
4. En déduire que Sp(f) < Sp(f + g).
> Solution p.[32]

Exercice 36. ¢4 Soit ¢ 'application définie sur Rz [x] qui a tout polyndme P € Ry [x], associe le polyndme ¢ (P) obtenu comme # DA36
le reste de la division euclidienne de P par (x — 1)2.

1. Vérifier que ¢ est bien un endomorphisme de Ra [x].

2. Donner M, la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry [x].
3. & Calculer M2. Qu’en déduire sur (2
4

. Est-ce que ¢ est diagonalisable? Si oui, précisez les sous-espaces propres.

14



> Solution p.

Probléeme 37. 444 Exemple de convergence de matrices de Hessenberg # DA43
On dit qu'une suite de matrices (Mp) peny converge vers une matrice L si pour tout couple d’indice (i, ), la suite des coefficients

Myl; i converge vers le coefficient L; ;. OnnoteM,, — L
(I p]t,])peN g i,j pp__+oo

On admet le résultat suivant : Si P, Q sont deux matrices fixéeset M, — LalorsPM,Q — PLQ.
p—+oo p—+oo

Soit a un réel strictement positif. On note H(a) et J(a) les deux matrices de .#3(R) définies par

a a 0 a a a
H(a) = 1 a 0 et Ja=]| -1 a a
0 0 a+va 0 0 a

1.  a) Trouver les valeurs propres de la matrice H(a) et montrer qu’elle est diagonalisable.
b) Soitre [R{i. Démontrer que la suite de matrices (ri,, (H(a)]p ] N est convergente si, et seulement si, le réel r est supé-
pe

rieur ou égal a a + v/a.

1
¢) SoitQ(a)= lim ———— (H(a)P.
) Q(a) p—~+oo(a+\/E)P( (@)

Justifier que 'endomorphisme ¢, canoniquement associé a Q(a), est un projecteur, dont on précisera le rang, 'image

etle noyau.

2. Soit r € R} . Démontrer que la suite de matrices (rLP (J@)? ) |, est convergente si, et seulement si, le réel r est strictement
pe

supérieur a va(l + a).
> Solution p. 22
Exercice 38. ¢ 44 & d'apres ESCP 2012 # DA45

Soit n € N*, et posons E = R[x]. Pour tout P € R, [x] et tout x € R, on pose :

+

(o)
u(P)(x) = exf P(re tdr.

X

Enfin, on pose e : x — xk pour tout k € N.

1. Montrer que u(P) est bien défini, puis calculer u (e;) pour tout k € N.

2. Montrer que u est un endomorphisme de R[x].

3. Soit n € N. On note R, [x] 'ensemble des polynémes réels de degré < n.
a) Montrer que Ry [x] est stable par u, c’est-a-dire u (R [x]) < Ry [x].
b) Soit v 'endomorphisme de R, [x] induit par u. Montrer que v est bijectif de Ry, [x] sur Ry [x].
c) Calculer la matrice A de v dans la base canonique de Ry, [x].
d) Lendomorphisme v est-il diagonalisable? Justifier.

e) Déterminer 'inverse A ldeA.

4. Soit P e R[x] tel que : Vx € R,P(x) = 0. Montrer que :
+00
vieR, Y P®=o.
k=0
> Solution p. 22
Quelques applications de la diagonalisation
Exercice 39. ¢44 % Recherche du commutant #DA37

Soit A € .45 (R) admettant n valeurs propres distinctes. On définit le commutant de A par
€ ={Me.ly® | AM=MA}.

. & Justifier que la famille (I,,A,A?,...,A""1) est libre.
. Vérifier que € est un sous-espace vectoriel de .45, (R) avec dim € = n.

. Montrer I'existence d'une matrice P de .4/, (R) inversible telle que P~1AP soit diagonale.

=W N -

. & Soit M € €. Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de M. En déduire que la matrice P"1MP est diagonale.
En déduire que % est de dimension inférieure ou égale a n.
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5. Conclure en montrant que (I, A, ...,A” 1) est une base de 6.

>> Solution p.

Exercice 40. 44 Suite récurrente linéaire d’ordre 2 # DA38
Soit a € R\ {1}. On note E I'espace vectoriel des suites réelles (1) ,en telles que

VneN, Up+2 = 1+ a)up4+1 — auy.

Un

Soit u, une suite de E. On pose Uy, =
Un+1

1. & Déterminer une matrice A telle que U417 = AUj,.

2. a) Montrer que la matrice A est diagonalisable. Puis, préciser une matrice inversible et une matrice D diagonale telles que
A=PDPL.

b) En déduire A", pour tout n € N.
3. A partir des questions précédentes, donner I’expression de u;,, en fonction de n, a, ug et u;.

4. Donner une base de E. Comparer les résultats obtenus avec la méthode classique des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
> Solution p.

Exercice 41. 44 Systeme différentiel linéaire #DA39

1. Préliminaires
Soient I intervalle de R et a, une fonction continue sur I. On considére I'équation différentielle

vxel, y(x)=axyx).

Soit A, une primitive de a sur I. Montrer qu’il existe C € R tel que pour tout x€ I, y(x) =C e,

2. On considere le systeme différentiel suivant :

x'=8x-18y+27z
(#): y'=-3x+%y-62z
7 =-4x+7y-11z

avec les conditions initiales : x(0)=1, y0)=0, z(0)=0.

a) Ecrire le systéme () ci-dessus sous la forme X’ = AX, pour une certaine matrice A de taille 3 x 3 a coefficients réels
qu’on déterminera ol on a posé :

x(t) X0
X =| y@ et X(n=| y®
z(1) k40

b) Vérifier que la matrice A est diagonalisable et déterminer une matrice inversible Q et une matrice diagonale D telles
que A=Q~1DQ.
Pour commencer, on pourra calculer AXy, AXp oit :

X1 = 1 et Xo=

=W O

On admet dans la suite que pour toute matrice Q a coefficients constants, siY=Q-X alorsY' = Q-X'.

C

~

Pour tout ¢ € R, on pose Y(#) = QX(¢). Montrer que X est solution du systéme (E) si et seulement si les coordonnées u,
v et w de Y sont solutions d'un systeme différentiel diagonal.

d

[

Donner I'expression de Y(#) puis les expressions de x, y et z.

> Solution p.[3|

Sujets de révision

Probleme 42. 444 % Diagonalisation simultanée D’apres Oraux ESCP 2016 # DA40
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E diagonalisable. On note {Aj,...,A p} I'ensemble de
ses valeurs propres et Ey, ..., Ep les sous-espaces propres associés. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f, tel que F # {0}
et F #E. Soit x un vecteur de F.

1. Montrer qu'il existe un unique p-uplet (xl,...,xp) €E) x---xEp telque x = x1 + -+ + xp.
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2. On suppose désormais x # 0. Montrer que, quitte a modifier 'ordre, on peut supposer qu'il existe r € [1, p] tel que x; =0
pour i >retx; #0pouris<r.Onaalors x=xj +-:-+ xr. On note Vy le sous-espace vectoriel engendré par (xi,...,xr).

3. a) Montrer que (x1,...,Xr) est une base de Vy.
b) Montrer que pour tout j €N, fj (x) € Vy.

¢) Déterminer la matrice A de la famille (x, f(x),..., f"~!(x)) dans la base (x1,..., ;) de Vy.

d) Notons Cy,...,Cr les colonnes de A et ay,...,a des réels tels que i a;C;=0.
j=1

Montrer que le polynéme P(x) = )E a;j x/Lestle polyndme nul. En déduire que A est inversible.
j=1

p
e) Montrer que pour tout i € [[1, p]], x; € F, puis que F = @ (FNE;).
i=1
4. Soit g un endomorphisme de E, diagonalisable et commutant avec f (i.e. tel que fog=go f).
Montrer qu'il existe une base de E formée de vecteurs propres communs a f et g.

> Solution p.

Probleme 43. 44 % Réduction du crochet de Lie D'apres EMLyon 2014 ECS # DA41

Soit n € N\ {0;1}. Pour tout i de [[1; n]], on note V; la matrice colonne de ./, 1 (R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui de
la i-iéme ligne qui est égal a 1. On admet que la famille (Vi)ie[[tl-n]] est une base de .41 (R). Pour tout (i, j) de [[1; nll?, on note
Ei,j =V; [Vj. Ainsi, pour tout (i, j) de [[1; n]]z, la matrice Ei,j est la matrice carrée de .4 (R) dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui a 'intersection de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne qui est égal a 1. On admet que la famille (El-, j]

une base de .4, (R).
Soit A une matrice quelconque de .4, (R) telle que, pour tout A de R, A # Al;;. On considére I'application @5 de .4 (R) dans .45 (R)
définie par:

t
(i, el1;nl? e

VM e 4yR), ®p (M) =AM — MA.
Montrer que @4 est un endomorphisme de .4, (R).
Calculer @ (I). Lendomorphisme @4 est-il injectif? surjectif?

Montrer que A et ‘A ont les mémes valeurs propres.

> ® b=

Soient X,Y € .4, 1 (R) tels que X (resp. Y) est un vecteur propre de A (resp. de ‘A).
Montrer que XY est un vecteur propre de ®,.

5. Soient (X1,Xp,...,Xp) et (Y1,Y2,...,Y,) deux bases de .#;,1 (R). On note & la famille & = (Xith)(, T
i,j in

Montrer que, pour tout (i, j) de [[1; n]]z, V; th appartient au sous-espace vectoriel de .4, (R) engendré par %, et en déduire
que la famille & est une base de .45 (R).

6. Montrer que 1'ensemble des valeurs propres de @5 est 'ensemble des différences A — [t lorsque A et p décrivent les valeurs
propres de A.

> Solution p.

Probléeme 44. 44 Matrices compagnons
Soient n e N* et ay, ..., an—1 € R des nombres réels. Soit P le polyndme défini par I'expression

P()=ap+arx+-+ap_1x" L +x"

On note .45 (R) 'ensemble des matrices n x n a coefficients réels. La matrice Cp € .4, (R), appelée matrice compagnon de P, est
définie par

0 - 0 0 -ap
1 0 0 0 -a
0 1
Cp= .
0 . 0 0 -ap3
Do 1 0 -ap-2
00 - 0 1 -an
e Exemple
. N . 3
1. a) Déterminer le polyndme R dont la matrice compagnon est Cg = _2

b) Quelles sont les racines de R? Quelles sont les valeurs propres de Cgr ? Que constatez-vous?

17



(52 B L)

. Lamatrice Cp est-elle diagonalisable? Justifiez votre réponse.

Retour au cas général

. Déterminer le rang de Cp. Indication. On pourra distinguer deux cas : le cas oit ap = 0 et le cas oit ap # 0.
. Justifier que 0 est valeur propre de Cp si et seulement si ag = P(0) = 0.

. Pour tout A € R, montrer que dim (Ker (Cp — Al,)) < 1.

La matrice Mp
Dans la suite, on considere Mp € ., (R) définie par Mp = agl,, + a1 Cp + azCp2 + -+ + a1 Cp™ 1 + Cp™.

1 0 0
0 1 0
On note BB B =[ | O[] O ||
: : 0
0 0 1

les n vecteurs de la base canonique de .4 1 (R). Lobjectif est de montrer que Mp est la matrice nulle.

. Retour sur l'exemple

Vérifier que My est la matrice nulle, ou1 R est le polyndme trouvé a la premiére question.

. Retour sur le cas général

a) Montrer que pour tout k € [[1,n]], Ej. = Cpk_lEl.
b) En déduire qu'il existe un vecteur X € .4y, 1 (R) telle que (X, CpX, ..., Cp"~'X) soit une base de .4y, (R).

. Montrer que MpE; =0.

9. En déduire que Mp est la matrice nulle.

10.
11.

12.

13.

Lien entre spectre et racines de P
Soit A € R une valeur propre de Cp et X € .4, 1 (R) un vecteur propre associé. Montrer que A est racine de P.
Soit A € R tel que P(A) =0.

a) On suppose uniquement dans cette question qu'il existe X = ¢ [ x1 -+ xn | €41 (R telle que CpX = AX. Expliciter un

systeme linéaire vérifiée par (x,..., x;). Montrer ensuite par récurrence que :
— k-1 k
Vkell,n-1ll, Xp_r=|an-r+Aay_fs1+-+A"" ap—1+A"|xp.

b) Montrer que A est valeur propre de Cp et exhiber un vecteur propre associé.

Soit k € N*. On considere A1,...,A; des nombres réels tous distincts et ay,..., a5 des entiers positifs ou nuls, puis on définit le

N L4 o
polynéme S par S(x) = [T (x—A;)“.
i=1

Déduire de toute cette étude que la matrice compagnon Cg de S est diagonalisable si et seulement si les entiers a; valent tous 1.

0 0 6
Est-ce que lamatriceA=| 1 0 -11 | estdiagonalisable?
0 1 6

18
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