ECG 2 4h

DS 2 - sujetA

THEME : PROBABILITES DISCRETES ET INTRODUCTION AUX VARIABLES A DENSITE

part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice
Y =¢pX) ou X est a densité

1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ————.
f par f(x) RPN

. Justifier que f est une densité de probabilité.

[

Soit X, une variable aléatoire a densité définie sur un espace probabilisé (Q, </,P) telle que f soit une densité de X. On note F sa
fonction de répartition.

. Préciser F(0).

. Est-ce que X admet une espérance?

w N

On considere la variable aléatoire Y = In(1 + |X]) et on note G sa fonction de répartition.
. Préciser Y(Q). Pour tout x € R*, vérifier que G(x) =F(e® - 1) -F(1-¢*).

On ne cherchera pas a calculerF.
5. En déduire que Y est une variable a densité et préciser une densité sur R.

=

Probléeme A
Une nouvelle histoire d'urnes et de boules

Soit n un entier naturel. On dispose de n + 1 urnes %y, %1, ...,%n.
Pour tout j € [[0, n]], 'urne % contient j + 1 boules numérotées de 0 a j. On effectue une succession de tirages d'une boule avec
remise selon le protocole suivant :
— Aupremier tirage, on tire une boule avec remise dans 'urne %,.
— Alissue de ce premier tirage, si on obtient la boule numéro j (ot j € [[0, n1]]), le second tirage s'effectue dans I'urne % -
— On continue alors les tirages selon la méme regle : pour tout entier naturel k£ non nul, on tire une boule avec remise au k-ieme
tirage et on note le numéro j de la boule tirée. Le (k + 1)-iéme tirage s'effectue alors avec remise dans I'urne % ;.
Pour tout entier naturel k£ non nul, on note Xj. la variable aléatoire égale au numeéro tiré lors du k-iéme tirage. Le premier tirage ayant
lieu dans I'urne %, on pose Xg = n.
Lexpérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, </, P).
Pour tout entier naturel k, on considére la matrice Wy de .#,11,1 (R) et la matrice A de .4, +1 (R) définies par :

1 L1 L
P([X = 0]) o I 1 "
p([X;.=1]) 1 .

Wk= . et A= 0 3
P([Xc = n]) A

e Simulation avec Python

6. a) Ecrire un programme qui prend en argument 7 et simule la variable Xj en partant de 7+ 1 urnes. Faire de méme avec X».
b) Généraliser et écrire une fonction d’entéte SimuX (n,k) qui permet de simuler X;. avec n + 1 urnes.

7. En déduire un programme qui prend en arguments 7 et k et renvoie une estimation de 'espérance de Xj..

8. Adapter le programme précédent pour obtenir une estimation de la variance de Xj.
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21.
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23.
24.
25.

Formule matricielle de récurrence

. Pour tout j € [[0, n]], exprimer P ([Xy,1 = j]) en fonction de certains des nombres P ([Xy = i]), ot i € [[0, n]].
10.
11.

En déduire la relation : Wy, ; = AW}, pour tout entier naturel k.
a) Ecrire un programme qui prend en argument 7 et renvoie la matrice A € 45,11 (R).
b) En déduire un programme qui prend en arguments 7 et k et renvoie la matrice Wy..

Calcul de I'espérance de X,
Déterminer la matrice ligne B € .4 ;11 (R) telle que pour tout k € N, BWy. = E (X.).
On identifie ici matrice de taille 1 x 1 et réel.
Calculer le produit BA en fonction de B.
a) Exprimer pour tout entier naturel k, E Xy, 1) en fonction de E (X).
b) En déduire I'expression de E (Xy) en fonction de k et n.

Calcul de la variance de X

OnposeC=[0 12 22 ... (n-1? n?| e ni1®). Vérifier que pour tout k € N, CWy. = E (X;.2).
Vérifier que CA = (1/6)B+ (1/3)C.

Pour tout entier naturel k, exprimer E (X;.,12) en fonction de E (X;.2) et E (X.).

Pour tout entier naturel k, on pose uy = E (X;2) - zﬁk

a) Vérifier que la suite (uy) ken €St une suite géométrique de raison 1/3.

b) En déduire I'expression de E (X;2) en fonction de k et n.
Conclure en donnant en exprimant la variance V(Xy) en fonction de k et n.

Calcul de 1a loi de X,

Onnote Ry [x] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n et on rappelle que la base canonique
de cet espace est % = (ep, e1,...,en) Olt, pour tout j € [[0, n]], le polyndme e; a pour expression e;(x) = x.

On définit de plus la famille de polynéomes € = (qo, q1,..., gn) par

Vielonl, VxeR  qj=(x-1.

Soit f I'application qui, a un polynéme S de R [x], associe le polynéme Q = f(S) donné par:

1 x
—f S()dt six#1
x—-1h

Q) =f(S) (%) = {
S(1) six=1
a) Calculer pour tout j € [[0; nll, f(ej). Alaide d’'une somme géométrique, vérifier que f(e i) € Ry lx].
b) Montrer que f est un endomorphisme de Ry, [x] et écrire la matrice de f dans la base 98 a’aide de A.
Vérifier que € est une base de R, [x] constituée de vecteurs propres de f. Préciser le spectre de f.
a) Ecrire la matrice D de f dans la base € ainsi que la matrice de passage T de % 4 6.
b) Justifier que D = T~IAT.
Déterminer la matrice T~!, inverse de T. On pourra développer (x—1) + /.
Ecrire pour tout entier naturel k, la derniere colonne de la matrice Ak,
a) Montrer que pour tout entier naturel k, la loi de Xj. est donnée par :

n\"=/ i[n—1j 1
vietonl,  P(Xe=jl)=| | LD %
jelo,n (Xe=Jl) (])igo( )( ; )(]-+l~+1)k

b) Pour tout j € [[0; n]], déterminer klim P ([Xy = j]). Interpréter I'issue asymptotique des tirages.
—+00

Calvin et Hobbes
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27.

28.

29.
30.

31.

32.
33.

34.

Préliminaire 1 sur les suites arithmético-géométriques
Soient r et s deux nombres réels tels que r # 1. Soit (1) ;=1 une suite définie par la relation de récurrence suivante :

a) Déterminer le réel £ telque ¢ =rl +s.

b) En déduire que pour tout entier n € N*,

A quelle condition nécessaire et suffisante sur r, s et uj la suite (u5),,»1 converge-t-elle? Quelle est alors sa limite?

Préliminaire 2 sur les fonctions génératrices

Probleme B
Autour de I'espérance conditionnelle et la formule de I'espérance totale

Partie A

u €R

{un+1 =Trup+s, pourtoutn=1.

s(1-r"

Up =

1-r

_1) n-1

+r ujp.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [[0; N]]. On définit le polynéme Gy par

N
vieR  Gx(n=E(X)= Y Px=k k.

a) Montrer que P(X=0) =Gx(0) etP(X=1) = Gg((O).

b) Plus généralement, on note Gg(m) la dérivée m-ieme de Gx. Montrer que pour tout k € N, on a

On pourra s'appuyer sur la formule de Taylor sur les polynémes.

PX=k =

k=0

1
o G ().

Soient X, X, deux variables aléatoires a valeurs dans [[0; N]]. Justifier que X; et X ont méme loi si et seulement si Gx, = Gy, .

En déduire I'équivalence entre :
i) Lavariable X suit une loi binomiale
si et seulement si

ii) Il existe m e N*, a €]0; 1] tels que pour tout ¢ € R, Gx(#) = (1 — o+ ar)™.

Partie B

Le but de la suite de ce probleme est d’étudier les variations du nombre d’exemplaires disponibles d’un livre (disons, votre manuel
favori de maths) dans une bibliothéque. Le reglement de cette bibliothéque est le suivant : un livre emprunté au cours de la semaine
numéro n doit impérativement étre rendu a la fin de la semaine n + 1, de sorte qu’il pourra étre remis dans les rayons au début de la

semaine 7 + 2. On appelle N le nombre total d’exemplaires que posséede la bibliotheque.

On suppose que chaque semaine, un exemplaire disponible a (indépendamment de tout le reste) une probabilité p €]0,1[ d’étre
emprunté. On suppose par ailleurs que tous les exemplaires empruntés a la semaine n sont rendus juste a temps : ils pourront tous
étre réempruntés a partir du début de la semaine n + 2.

On note X;; le nombre de livres disponibles au début de la semaine r, et Z; le nombre de livres empruntés au cours de la semaine 7.
On suppose qu’au début de I’année (pour 7 = 1) ils sont tous disponibles.

Ftude de espérance
Expliquer avec des mots les relations

{

X1
Xn+1

N
N-Zy,

pour tout n € N*

Soit n € N*. Pour tous k, i € [[0;N]], préciser Pix,=k(Zn =1).En déduire E (Z;, | Xy, = k) puis I'égalité E (X;;4+1 | Xy, = k) =N - kp.

a) Donner I'énoncé de la formule de I'espérance totale.

b) Justifier que E (X;;+1) =N - pEXp).

Donner I'expression de E (X;;) en fonction de N, p et n. Quel est le comportement de la suite (E (X;)),; quand n tend vers I'infini?

Lycée Saint Louis

2025-2026



¢ LoideX; alaide des fonctions génératrices
Pour chaque 7 € N*, on note G, pour Gy, . On a donc

N
VIER, Gup()=) PXp=k) k.
k=0

35. Préciser Gj.
36. a) Montrer que pour tout entier n = 1 et tout réel ¢,

E(tz" | Xp = k] =(1-p+pok.
b) Puis, al’aide de la question 31, que pour tout entier n = 1 et tout réel ¢ # 0,
k
n+1 — _ N — E
E(tX |Xn=k| =t (1 p+ t)
¢) En déduire al'aide de la formule de 'espérance totale que pour tout entier n = 1 et tout réel ¢ # 0,
Gpy1(8) = tNGn (1 -p+ é] .

37. a) Montrer qu'il existe une suite de réels (ay),en* Satisfaisant la relation de récurrence ay,+1 = 1 — pay et telle que pour tout
entier n = 1 et tout réel ¢,
Gn(t) = (1 —ap+apH)N.

Donner I'expression de o, en fonction de p et de n.
b) En déduire que Xj; suit une loi binomiale de parametres N et «;.
38. En comparant E(X,) et G, (1), retrouver le résultat de la question 34.

¢ Retour sur le cas N = 2 via de I'algébre linéaire
Dans cette partie, on étudie plus précisément le cas particulier oit N = 2. On définit la matrice A = (a; ;) € #3(R) par:

Vi, jello2l,  a;j=Ppx,-j) Xns1=1).

Attention : pour les besoins du probléme, on numérote ici les lignes et les colonnesde 0 a 2 (et pasde 1 a 3).
39. a) Donner l'expression de la matrice A en fonction de p.

b) On pose
p? -p 1
u =1 2p |, up=\| p-1 et uz=| -2
1 1 1

Calculer Au; pour tout i € {1;2;3}. En déduire le spectre de A et le fait que la famille 98 = (u1, u2, ug) est une base de .43 1 (R).
40. Pour tout n € N*, on pose

PX; =0)
wp=| PXp=1)
PX,=2)
a) Que vaut wj ? Montrer que wy+1 = Awy,.
b) Comment en déduire w;, pour tout n € N*?
Bonus Parmi les formules suivantes, une est fausse, laquelle?
-1 -1
9801 [+ (4k)!(1103 +26390k) oo (1)K (6Kk)!(13591409 + 545140134 k)
A) n= > B) n=(12
22\ (k143964 = (3k)!(k!)36403203k+3/2
4 12 1 1
C) n= > D) n=3-——-—  E) m=16arctan— —4arctan_—.
2+—3 6+—5
24— 6+ —~
2+ 7 6+£
92 6+
24 50—
- FIN -
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ECG 2 4h

DS 2 - sujet *

THEME : PROBABILITES DISCRETES ET INTRODUCTION AUX VARIABLES A DENSITE

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice
Y = p(X) ot X est a densité

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = m
. Justifier que f est une densité de probabilité.

Soit X, une variable aléatoire a densité définie sur un espace probabilisé (Q, </, P) telle que f soit une densité de X. On note F sa
fonction de répartition. On considére la variable aléatoire Y = In(1 + |X]|) et on note G sa fonction de répartition.

. Est-ce que X admet une espérance?

. Justifier que Y est une variable a densité et préciser une densité sur R.

Probléme 1
Introduction aux séries entieres et applications

Les parties B et C sont indépendantes mais toutes les deux, dépendantes de la partie A.

Partie A : résultats préliminaires sur les séries entiéres

On considere pour tout R € R7, 'ensemble 9B(R) constitué des suites a = (an) yen telles que la suite (a;R™) ,en soit bornée. Dit
autrement la suite a € % (R) si et seulement si il existe Ke R* tel que

VneN, lanR" < K.

Définition de S,
. SoitRe R . Justifier que si a € %(R) alors pour tout x €] — R;R|, la série Y a, x" converge.
On pourra commencer par écrire anr"™ = a,R™ (r/IR)".

+00
On définit alors la fonction S, définie sur ] — R;R[ par: Vxe]-R;R[, Sqx)= Z anx™.
n=0

Unicité du développement
N
. Justifier que pour tout Ne N*, S,(x)= Y anx™ + oO(xN).
n=0
. Soient a, b € (R). En déduire que si les fonctions S, et Sy, sont égales alors a = b.

Régularité de S,
Soit a une suite appartenant a 8(R).

. Continuité

a) Soitun r unréel de JO;R[, x dans [-r;r] et h un réel tel que : x + h € [-r; r]. Montrer que, pour tout entier naturel 7 :
|(x+ " —x”| <nr™ L n.
1 +00
b) Justifier alors que [Sa(x+hm) =Sa@)| <= nlanlr"|lnl.
r

n=0
c¢) Montrer alors que S, est continue sur [—r; 7] puis sur ] — R;R[.

Lycée Saint Louis 2025-2026



8.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Caractére €1

n
On considere ici un réel r de ]0; R[ et x dans [—r; r]. Pour tout n de N, on pose sp(x) = Z akxk
k=0
+00
et, sous réserve d’existence : ga:x— Z nanx"_l.
n=1

a) Soit p dans [r;R[. Justifier que la suite (nay) ,en appartient a %(p), en déduire que g, est définie et continue sur ] —R;R[.
X
b) Vérifier que, pour tout n de N* : s,,(x) = ag +f sy (0 dt.
0

¢) Montrer que, pour tout n de N* :
+

X lo'e) k
U (8a(—sp()de|< Y k|ag|r".
0 k=n+1

X
d) En déduire que: S, (x) = ag +f ga(n)dt.
0

e) Montrer alors que S est de classe €1 sur] —R,R[ et que : S, = ga-

. Caractére €°.

Soient r €]0,R[, a une suite de B(R) et k € N. On définit la suite (by) yen par: by = k!(";;k)amk.

a) Justifier que by, r" vt 0, puis que la suite b appartient a 98(r).

+o0 (5, B
b) Montrer par récurrence que S, est €°° sur | —R, R[ et que pour tout k de N et tout x €] -R;R|, S;k) (x)=k! ( Y (k anx" k1.
n=k
On pourra comparer SElk) etSy.
Pour tout n de N, exprimer a; en fonction de Sﬁl") (0).

Application : une premieére égalité

Déterminer une suite a telle que : Vxel-1;1], Salx) = -
-Xx

1 Jio(n;c—k)xn'

(1_x)k+1 =0

En déduire que pour tout x€]—1;1[, on a

Partie B : applications aux fonctions génératrices

Dans cette partie, les variables aléatoires seront définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P), a valeurs dans N. Pour une telle variable
aléatoire X, on pourra utiliser, sans les rappeler, les notations suivantes :

+00
VneN, ap=PX=n), a=@npen et Gx:x— Z anx", autrement dit : Gx = Sg.
n=0

Vérifier que Gy est définie sur [—1;1] et que pour tout £ € [0;1], Gx(£) = E(X).

On suppose dans les questions 14 et 15 que a € 4(R) avec R > 1.
a) Ens’appuyant sur la question 8, justifier que X admet une espérance et que G;((l) =EX).
b) Justifier que X admet un moment d’ordre 2 et exprimer V(X) a I'aide de G%(l) et Gg(l).

G(k) )
Justifier que pour tout k € N*, X admet un moment d’ordre k et établir E((k)) =X -

k!

Exemple de la loi géométrique
On suppose dans cette question que X suit une loi géométrique de parameétre p €]0;1[.
a) Exprimer al’aide de p, le plus grand réel R tel que a € B(R).
b) Donner une expression simple (sans somme) de Gx(#) pour ¢ €] — R;R[. En appliquant la question 14, retrouver la valeur de
I'espérance de X.

Généralisation avec la loi de Pascal

On considére une suite infinie de tirages a pile ou face a I'aide d'une piéce non équilibrée, qui a la probabilité p de donner pile a
chaque lancer. Pour tout k € N*, on note Ty le numéro du tirage o1 on obtient pile pour la k-iéme fois. On pose par convention
To=0etg=1-p.
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18
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20
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22

23

24.

25

Simulation python
a) Enutilisant uniquement la commande rd.random(), écrire un programme d’entéte geo (p) qui simule une variable aléatoire
de loi géométrique de parametre p.
b) En déduire un programme python qui prend en arguments k et p puis simule la variable T}..
. En déduire un programme qui renvoie une approximation de E(T}).
. Faire de méme avec la variance de T.

Etude théorique
. Reconnaitre laloi de Ty, — Tj ot ke N*.
. Soient k € N et m, n.€ N*. Exprimer la probabilité Pt - (Tgs1 —Tg = 1).
En remarquant que le résultat ne dépend pas de m, en déduire que les variables aléatoires Ty, ; — Ty et T} sont indépendantes.

On admet le résultat suivant :

m
Si X) ie(1;m) désigne m variables aléatoires mutuellement indépendantes alors: Gy, 41X, +--+X,, = H Gy;-
i=1

. Soit k € N*. Justifier que si Gt, désigne la fonction génératrice de la variable Ty alors
Viel-1/gllql, G (z)—( Pl )k
q' q 4 Tk - 1_ qt N

. ATaide de la question 12, déterminer la loi de Ty, c’est-a-dire donner Ty (Q) et P(Tj. = m) pour tout m € Tj.(Q).
Partie C : application a un modele de survie, probabilité de renforcement

L'objet de cette partie est de proposer des méthodes d’étude, dans des cas particuliers, de modeles mathématiques visant a rendre
compte de I'évolution d’'un micro-organisme soumis a des radiations. On ne se préoccupera pas de la pertinence effective des
modeles et des cas particuliers choisis, le but étant de mettre en évidence des traitements mathématiques de certains systémes
d’équations.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on supposera que chaque micro-organisme peut prendre 7 + 1 états (Eg) 2e[0, 1))
— Létat Eg correspondant a I'organisme sain,
— etl'état E;, représentant la mort de I'organisme.

On définit la variable aléatoire X;. prenant la valeur ¢ lorsque I'organisme est dans I'état Ey a 'instant k.
On observe le micro-organisme a des instants successifs numérotés par des entiers naturels, I'instant dit "initial" étant numéroté 0.
Entre deux instants successifs k et k+ 1 (k étant un entier naturel) les regles d’évolution du micro-organisme sont les suivantes :
1) Sil'organisme est a l'instant k en I'état E; avec 1 < i < n—1, il sera, a l'instant k + 1 en I'état E; . avec la probabilité % eten
I'état E;_; avec la probabilité %
2) Silorganisme est a l'instant k en1'état Eg ou en I'état Ej;, il yreste a 'instant k + 1 avec une probabilité égale a 1.

On désigne, pour i € [[0, n]], par P; la probabilité pour un micro-organisme d’atteindre I'état E;, sachant qu’il est au départ dans
I'état E; et ceci sans tenir compte du temps mis pour y parvenir, on a donc

+0o +00
P; = P(U [Xp=n]|Xo=i|=PAnlXo=il) ouonpose A,= ] [Xx=n].
k=0 k=0

a) Déterminer Py et Pj;.
b) Soit j € [[0, n]], pourquoi a t-on PAnlX1=j)=PAnlXo=j) ?
. Soitie[[1,n—1]].
a) Justifier que
P(Ayn[Xo=1i])=PAp|Xo=iln[X; = i+1])-P([X; = i +1]| [Xo = il) - P([Xo = i)
+P(An|Xo = ilN[Xy =i—-1])-P(IX1 = i = 1]1[Xo = i)P([Xo = i]).

Indication. On pourra utiliser le systéme complet d’événements ([X; = ¢]) eelo.n]-

i n—i
b) En déduire que Pj=—Pj;1+—P;_;. (%)
n n

Python

26. Pour tout i € [[0; n]], on pose u; =P;/Py.

1. Pour alléger les notations, on pourra écrire P(A|B) pour Pg(A).
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Editeur

27.
28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

a) Préciser ug et u;. Puis montrer que, pour tout i € [[0; n —2]],

n n—(>(+1)
Ujyo = ——Ujp] — ———U;.
i+2 it i+1 it i
b) Recopier et compléter le programme suivant qui prend en argument 7 et renvoie lamatrice [ug  u1  uz ... Up—1
import numpy as np
def suite(n):
U=np.zeros (n+1)
ulol=
Ul1]=
for i in range( ... ):
Uli+2]=
return U
Connaissant P;;, comment obtenir la valeur de Py al’aide du code précédent?
Conclure en donnant un programme qui prend en argument 7 et renvoie la matrice ligne [Po Py P ... Py Pn] .

On pose, pour tout entier k supérieur ouégalan+1, Py =1.
a) Montrer qu’alors la relation (x) est vraie pour tout entier i strictement positif.
b) On considere alors la suite p = (Py) ke - Justifier que p € 2(1).

D’apres la partie A, on peut donc considérer la fonction S, de classe €°° sur] —1;1[ avec

00
kkak_l.

+00 +
Spx) =Y Ppx* et Spx)=Y
k=0 k=1

En utilisant la relation (%), justifier, pour tout x élémentde | —1,1[:
X (1 — xz) S;,(x) = (nx+ 1-(n—- 1)x2) Sp(x).

Montrer I'existence de réels o, B, v, tels que pour tout x élément de 10, 1[, on ait :

nx+1—(n—1)x2 _a

x(1-x2) T1vx

= |

L
1-x

x(1+x)n1

En étudiant la dérivée de In(|Sp|), justifier I'existence de K € R* tel que pour tout x € [0;1[, Sp(x) =K 1
-Xx

En utilisant un résultat d'unicité, donner une expression de P; pour i € [1,n —1]], en fonction de n.

Probleme 2
Autour de I'espérance conditionnelle et la formule de I'espérance totale

Préliminaire
Soient r et s deux nombres réels tels que r # 1. Soit (1) ;=1 une suite définie par la relation de récurrence suivante :

ur €R
Up+1 =TUp+ S, pour tout ne N*,

a) Déterminer le réel £ tel que £ =10+ s.
b) En déduire que pour tout entier n € N*,
s(1—r1
un:—( ) vy,
1-r

Le but de la suite de ce probleme est d’étudier les variations du nombre d’exemplaires disponibles d'un livre (disons, votre manuel
favori de maths) dans une bibliotheque. Le réglement de cette bibliothéque est le suivant : un livre emprunté au cours de la semaine
numéro n doit impérativement étre rendu a la fin de la semaine 7+ 1, de sorte qu'il pourra étre remis dans les rayons au début de la

semaine 7 + 2. On appelle N le nombre total d’exemplaires que possede la bibliotheque.
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On suppose que chaque semaine, un exemplaire disponible a (indépendamment de tout le reste) une probabilité p €]0,1[ d’étre
emprunté. On suppose par ailleurs que tous les exemplaires empruntés a la semaine 7 sont rendus juste a temps : ils pourront tous
étre réempruntés a partir du début de la semaine n + 2.

On note X, le nombre de livres disponibles au début de la semaine n, et Z;; le nombre de livres empruntés au cours de la semaine
n. On suppose qu’au début de 'année (pour n = 1) ils sont tous disponibles.

» FEtude de espérance
35. Expliquer avec des mots les relations
X1 = N
{ Xn+1 = N-Z,, pourtoutneN*

36. a) Soit neN*. Vérifier que E(X,+1 | Xy =k)=N-kp.

b) Justifier que E (X;;+1) = N - pE(Xp).

¢) Donner 'expression de E(Xp) en fonction de N, p et n. Quel est le comportement de la suite (E (Xy) )n quand n tend vers

I'infini?

* LoideX; alaide des fonctions génératrices
On rappelle que par convention 0° = 1. Pour chaque 7 € N*, on définit le polynéme Gy, par la relation :

N
VreR  Gu(0=E(")= Y PXy=k) k.
k=0

37. Montrer que pour tout entier n =1 et toutréel £, E (tZ” | Xp = k) =(1-p+ pt)k

k
puis que pour tout entier n = 1 et tout réel ¢ # 0, E[tx"+1 [ Xy = k] =N (1 -p+ é) .

38. En déduire que pour tout entier n =1 et tout réel ¢ # 0,
Gy (D) = NG,y (1 —p+ é)
39. a) Donner I'expression de Gj.
b) Montrer par récurrence qu'il existe une suite de réels (gy,) n>1 Satisfaisantla relation de récurrence g,+1 = 1— pgy ettelle que

pour tout entier = 1 et toutréel ¢, G, (1) = (1 - gn + qn t)N.
c¢) Donner 'expression de g, en fonction de p et de n.
40. Vérifier que X;; suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Bonus Parmi les formules suivantes, une est fausse, laquelle?

-1 -1
9801 [ = (4k)!(1103 +26390k) oo 1)k (6k)!(13591409 + 545140134 k)
A) m= 2 Na20Rak B) m=|12 N3 3k+3/2
2v2 i (k%396 =0 (3Kk)!(k)3640320
4 12 1 1
C) mn= > D) n=3-—7>— E) mw=16arctan— —4arctan—.
1 + 1 6 + 3— 5 239
2+ 3 64+ —52
24— 52 6+ 1%
2+ 722 6+69+—2m
2+23...
—FIN -
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41.
42.
43.

44.

45.
46.

47.
48.

Cette derniere partie ne fait pas partie du DS original

Retour sur le cas N = 2 via de I'algébre linéaire
Dans cette partie, on étudie plus précisément le cas particulier oit N = 2. On définit la matrice A = (a; ;) € #3(R) par:

Vi, jello2l,  a;j=Ppx,=j} KXns1=1).

Attention : pour les besoins du probléme, on numérote ici les lignes et les colonnes de 0 a 2 (et pas de 1 a 3).
Donner I'expression de la matrice A en fonction de p.

Justifier que 1 est vecteur propre pour la valeur propre ‘A. En déduire que 1 est valeur propre de A.

On pose

p? -p 1
uy=1| 2p |, up=\| p-1 et uz=\| -2
1 1 1

Calculer Au; pour tout i € {1;2;3}. En déduire le spectre de A et le fait que la famille 8 = (uy, up, u3) est une base de .43 1 (R).
Pour tout 7 € N*, on pose

P(X, =0)
wp=| PXp=1)
PX,=2)

Que vaut w; 2 Montrer que wy+1 =Awy.
Soient aj, ap, az les coefficients de w; dans la base 93, i.e. wy = aju; + axup + azuz. Montrer que a; = (1 + p)_z.
De la méme facon, on note ay 5, az,, et as , les coefficients de wy, dans la base 28.

Montrer que les suites (a1,,,),,, (a2,n),, et (a3,,),, admettent des limites, notées respectivement aj, a; et a;, que I'on calculera.

Soit w* = aj uy + a; up + a; u3. Montrer que Aw™* = w*.
Montrer que w* définit une loi de probabilité, i.e. qu’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans {0;1;2} telle que

PX=0)
w*=| PX=1)
PX=2)

Donner le nom et les parametres de cette loi.

LB dovides Shadok

EN ESCAYANT CenNTINUELLEMENT

ON FINIT PAR. REUSSIR ., ONC:
PLUS 6-A EATE, PLUS ON A

DECHANCES QUE G & MARCHE .
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DS 2 A - solution

Exercice

1. La fonction f est positive et continue par quotient sur R.
SoitAeR

A 1

A
f fx)dx=
0

Notons que f est une fonction paire. On a aussi la conver-
gence et |'égalité

2(1+%) | g Amtoo 2

0 1
f_oof(x)dx: >

+00

On en déduit que fx)dx=1.
(e

Ce qui conclut.
2. Comme f est paire, F(0) =1/2.

3. On constate que

1
xf(x) ~ —

+00 2
Par le critere d’équivalence des intégrales de fonctions de
positives et le critere de Riemann, 'intégrale

+00
f xf(x)dx
—00

ne converge pas (absolument). Il n'y a pas d’espérance.

4. Lavariable 1 + [X]| est a valeurs dans [1; +oo[, donc
Y(Q) = [0; +ool.
Soit x € R. Procédons par disjonction des cas :
— Six<0,onadéja
G(x) =0.
— Six=0.
Gx)=P(Y<x)
=P(1+XI<e®) car exp. strict. croiss.
=P(X|<e*-1)
=P(l-e‘<X<e'-1)
=P(l-e*<X<e*—-1) Xadensité
G(x) =FE*-1)-F1-e").

5. Précisons que F est de classe ¢ sur R car X admet une den-
sité continue. La fonction G est de classe € sur]—o0;0[ car
constante, et sur ]0; +oo[ par différence et composition.
En particulier, G est continue sur R*. Vérifions la conti-

nuité en 0. En tant que fonction de répartition, G est conti-
nue a droite. De plus pour x <0,

G(x)=0 — 0=G(0).
x—0~

Ainsi limG=G(0) =limG.
0~ o+

On en déduit que G est continue sur R et €1 sur R*. La
variable Y est donc bien une variable a densité.

Pour obtenir une densité, on commence par dériver la
ol c’est possible :

* Ty _ 0 six<0
VxeR, G _{ e'Fl(e¥-1)+e*F(1-e*) sinon.
On en déduit une densité g de'Y par

0 six<0
VxeR, g(x)—{ e’ (fe* -1+ f(1-eY) sinon.

En remarquant que f est une fonction paire et apres sim-
plification :

0 six<0
€ = .
VxeR, gl { e *  sinon.
La variable Y suit une loi exponentielle de para-
metre 1.

Probleme A

6.a) La variable X; suit une loi uniforme sur [[0; n]]. Donc

import nupy.random as rd

def simuX1(n):
x0=n
return rd.randint (0,x0+1)

¢ On en déduit la simulation de Xj :

def simuX2(n):
x0=n
x1l=rd.randint (0,x0+1)
return rd.randint (0,x1+1)

6.b)

def simuX(n,k):
x=n
for i in range(k):
X=rd.randint (0,x+1)
return X
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def esperance(n,k):
e=0
for i in range (5000) :
e+= simuX(n,k)
return e/5000

8. Pour ce nouveau code, on s’appuie sur la formule de
Koenig-Huygens :

def variance(n,k):

el=0

e2=0

N=5000

for i in range(N):
x=simuX (n,k)
el+=x
e2+=x*%*2

el=el/N

e2=e2/N

return e2-el*xx*x2

9. Soit k € N, (X =il);¢(0., €St Un systéme complet
d’événements. La formule des probabilités totales s’ap-
plique.

P([Xps1 =]) =

™=

P (X = i) Px,=i] (Xe+1 = J)-
0

i

Soit i € [[0; n]]. Si I'événement [Xy = i] est réalisé, le tirage
k + 1 s’effectue de maniére uniforme dans 'urne %;. On a
donc

p (x i { 0 si j>i
Xe=i] Bk+1=7) = 1 s i
(Xi=1] 1 S Jsi
On en déduit :
n
P (Xps1 =) Z (Xe=1) -

10. Notons [Wk+1] =P (Xg,1 =j—1) et j-ieme coefficient

de Wy et [AWk] j celui de AWy Par la formule du pro-

duit :
n+1

(AW ] ; Z (Al [Wi],

(Al = 0 sij>¢
or je= % sinon (€= j).
On en déduit avec la formule de la question précédente

(AW ] ; ’il P Xi=e-1)

n 1
—P(X=¢)=P(X =j-1
e:]‘,1£+1 ( k ) [ k+1 J )

[Awk]j = [Wk+1]j'

D’ot le résultat.

11.a)

import numpy as np

def matrice(n):
M=np.zeros ([n+1,n+1])
for j in range(n+1):
for i in range(j+1):
M[i,jl=1/(j+1)

return M

11.b) Comme Xg = n,on a
0

Wo= || €tni11(R).

On en déduit le code :

def matriceW(m,k):
W=np.zeros ([n+1,1])
Wln,0l=1
A=matrice (n)
for i in range (k):
W=np.dot (A,W)
return W,2

12. Si on pose

B=[0 1 2 3 nl,
on a bien
P (X; =0)
BW=[0 1 2 3 .. | :
P(sziﬂ
n
=) iP(Xp=1i)
i=0
BW, =E(X).
13.0naBA=
1 1/2 1/3 - 1/(n+1)
0 1/2 1/3 - 1/(n+1)
[0 1 2 3 ...]|+ 0 13
oo U(n+1)
0 0 . 0 1l/(n+l)
=[0 1/2 1 3/2 .. n/2]

Onadonc BA= %B.

14.a) Soit ke N

E(Xj41) = BWj41 = BAW)

E(Xi41) = SE(Xk)-

14.b) On a donc une suite géométrique de raison 1/2 et de
premier terme E (Xp) = n. D’oll

n

E(Xg) = ye

Pour k = 1, on retrouve 'espérance d'une loi uni-
forme sur [[0; n]].

15. On a par la formule de transfert

n

CWj = Z P (X =) =E(X;?).
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16. Notons [M];; le coefficient en position (i, j) de la ma-
trice M. Pour i € [[1;n+ 1]
n+1
[CAly,i = ) [Clig[Alg;
k=1

1
=Y [Clik[Alg; [Alg;=0sik>i
k=1

J 1
=) (k-17%=
k=1 l

1 i-1
==Y ¥* W=k-1

L k=0
_1(-DiRGE-D+1)
i 6
~aonzelaoy
"3 6
1 1
[CAly,; =§[C]1,i+g[B]1i~

1 1
Ce qui donne CA= §C+ éB.

17. On en déduit que
2
E(Xk+1 ):ka+1
=CAW; (q10)
—(1C+1B)W (q16)
=13%"5 JIC |
1 1
= -CW + -BW
3 kT K
1 1
2 2
E(Xk+1 ):gE(Xk )+gE(Xk).
18.a) Soit be N

2 n
Upsl = E(Xk+1 )— pyasy

1 n
5 - 2k+1

i

<]
P<
=
N

(q14.b)

3]

e
<
£
N

>
=
™

Wl Wl Wl W[ W]~

S
T

Uky1 =

La suite (uy)  est bien géométrique de raison 1/3 et de
premier terme

uozE(XOZ)—n:nz—n:n(n—l).

18.b) On en déduit pour tout k € N

nn-1)
3k

Up =

L. 2y n  nn-1)
Dot E(Xk)—z—k+ R

19. On conclut par la formule de Koenig-Huygens
2
V(Xe) =E(X¢?) - E(Xg)

n nn-1) n?

2k 3k 4k’
20.a) — Six#1.

1 (it X

1 [x
; = — Jdr =
f(ej)(x) x_lfl tde=—
j+1_ J
- Mo Ly
x-DU+D  j+1{5

j+1

1

en utilisant les résultats sur les sommes géométriques.
— Six=1.
f(e-](1)=e~(1)=1f:1:L PIRLES!
] ] j+1 '

Notons alors que pour tout x € R

1 Lo
eil(x)=—— X",
f( ]) ]+1 kg()
En particulier f(ej) € Ry [x].

20.b) Soient Q,Re R, [x] et A € R.
— Six #1, par linéarité de 'intégrale,

x
FQ+AR)(x) = ﬁf Q(0)+AR(p)dt
- 1

1 X 1 X
:—f Q(t)dt+)\—f R(r)dt
x-1J1 x-1h
FQ+AR) (%) = fQ)(x) +AfR)(x).
Puis pour x =1

FQ+ARD) = (Q+AR)(D)
=Q()+AR1) = f(QM) +AfR)(D).

Des lors,
VxeR, FQ+AR)(x) = f(Q(x) +AfR)(x)
Soit F@Q+AR) = f(Q+AfR).

Lapplication est linéaire.
Or (eg,...,en) est une base de Ry [x] et on a vu que

vjclonl, f(ej)eRnlxl,
Par linéarité,
VQeRplx]l,  f(Q €Rxlx]

L'application f est bien un endomorphisme de R [x].

e Enfin, pour tout j € [[0; n]]
I
f(ej)=i§bj?ei
:L(eo+el+...+e').
j+1 J

On constate que Matg (f) = A.
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21. Soit j € [[0; n]l. Pour x # 1.

1 (x ;
. = Y
f[ci,)(x)—x_lf1 (t-17dt

1 [@-pitt]”

x-1 j+1

=.Ll(x—1)f

1 It

1
f[LIj)(x) = j?qj(x)-
Orf(‘?j] M=qg;1)=0= #qj(l). On a bien
V=g et f;£0
flai)= Ta1ioet Ji#Or,
C’est donc bien un vecteur propre pour la valeur propre

1/(j +1). Comme il ne peut y avoir n + 1 = dimR[x] va-
leurs propres, on obtient

S (f)—{ ! 'e[[O'n]]}

PUP= G+ =

Ce qui est cohérent avec le spectre de A (triangu-
laire).

Précisons enfin que les polyndmes propres [qj) -
JElOn

sont associés a des valeurs propres distinctes, ils forment
donc une famille libre.

On peut aussi noter que la famille est échelonnée en
degré.

Comme il ya dimRy,[x] = n + 1 vecteurs dans cette famille
de Rj[x], c’est une base de Ry, [x].

22. La matrice D est diagonale avec

X 11 1
D:dlag(l,z, € Mpi1(R).

37 n+l

De plus pour tout j € [[0; n]]

Cd)
gj=-1l=y (Ifc)(—l)f"“x’“.
k=0

J (i .
£l
k=0

Si T est la matrice de passage de % a €. Pour tous k,
€ € [[1;n+ 1], le coefficient [T];, de T désigne la (k + 1)-
iéme coordonnée de gy, ; dans la famille 28.
Attention au décalage d'indice car les familles 9B et € sont
indicées a partir de 0.
D’ou

=] (D e

0 sinon.

22.b) D’apres la formule de changement de bases :
D = Mate (f) = (Pge) ' Mat(f)Pgge = T 'AT.
23. Soit j € [[0; n]]. D’apres la formule du bindome

ej(x) =x/ = ((x—1)+l)j

B 5o

En reprenant la question 22.a) et en précisant que T~! est
la matrice de passage de € a 4.

-1 .
e, [ =] ) L

24.0OnavuqueD = T~!AD, donc A=TDT"!. Par récurrence,
on montre que pour tout k€N

Ak = pkr-1

Comme Wy = [0,0,...,0,1], Akw, désigne la derniere co-
lonne de A, C’est-a-dire

AWo = TDFT~ 1wy,
25.a) Calculs.

25.b)Sii+ j>0,0ona €]0;1[ et

1
(j+i+1)

1

(j+i+Dk k—+oo
Ainsi par passage a la limite, pour j #0

0

P (X =)

k—+o0

etpour j =0, il ne va «rester » que le terme pour i =0:

-0
P(X;=0) kjb(g)(—l)o(no )1: 1.

Résultat cohérent, rapidement le numéro de boule va di-
minuer pour ne rester que la boule 1 dans 'urne 1.

Probleme B

26.a) Onapourr #1.

0=rl+s — 6:—8 .
1-r

26.b) On reprend la méthode sur les suites arithmético-
géomeétriques

C=rl+s L
Up+1=Tupn+s Lo

Avec Ly — Ly, on obtient pour tout n € N*
Up+1—C=r1(up-"0).

La suite de terme général uy, — ¢ est géométrique de raison
r et de premier terme u; — {. Comme la suite est initialisée
a uy, on obtient pour tout 7 € N*

U —0=r""1u -0.
Le résultat s’en déduit.

27.0navuque
un=0+r""1(u -0,
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* Si £ = uj, la suite est constante, elle converge.

* On suppose donc que ¢ # uy.

— Sire]-1;1,ona rn-1 n:;oo et (up) converge vers €.
— Lecasr =1 estexclu.

— Sir <-1our>1,lasuite diverge.

28.a) On a
N
Gx(0) = P(Xn:k)ok:P(Xn:O) car0=1.
k=0

La fonction Gy est dérivable car polynomiale avec pour
tout x € R

N
Gi(x) = Y PX=k)xk!
k=1
puis G, (0) = P(X = 1) car pour k=1, 0k~1 =1,

28.b) Par définition,
N
Gx(x) =Y PX=k)xk
k=0

et par la formule de Taylor pour les polyndmes

N G ()
Gx(x) =) —Xk' xF.
k=0 K

Par unicité des coefficients

)
G

Yk e [[0;N]], PX=k) = o

Formule qui s’étend a tout k € N car pour k > N, on se
ramene a 0 = 0 (Gx est de degré au plus N).

29. Raisonnons par double implication.
— SiXj et X2 ont méme loi alors pour tout ¢ € R,

N N
Gx, (=Y PX1=kF =Y PXao =k " =Gy, (0.

k=0 k=0
On a bien Gy, = Gy,.
— Réciproquement si Gy, = Gy, alors les dérivées succes-
sives sont identiques et pour tout k € N

1 1
= —c® oy = ) = —
P(X1 =k = Gy (0) = Gy (0) =P(Xp = k).

Les variables Xj et X2 ont méme support et avec les mémes
probabilités sur ce support, elles ont méme loi.

Le recours aux dérivées est un peu superficiel, on
peut utiliser I'unicité des coefficients a partir de

@ | N ¢ N k
kZP(Xlzk)x :le(x):GXZ(x):]Z P(Xy = k) x".
=0 k=0

30. Raisonnons par double implication.
Supposons i). Alors X — %8(a, m) et pour tout réel ¢

O(k(l _ O()m_ktk
k=0
=(1-a+tx)™ (formule dubinéme).

m
Gx( =) (r]):

Supposons ii). Soit Y — 2B(a, m). D’apres le calcul précé-
dent Gx = Gy. D’aprés la question précédente X et Y ont
méme loi.

31. 11 est précisé dans I'énoncé « qu'au début de 'année
(n=1), ils [les livres] sont tous disponibles ». Donc

X; =N.

La variable X;;+1 correspond aux livres disponibles au dé-
but de semaine n + 1.
La variable Z;, correspond au nombre de livres empruntés
alasemaine n.Ilreste donc N-Z, livres a la bibliotheque a
la fin de semaine et donc aussi au tout début de la semaine
suivante.
Xpns1=N—-Zp.

32. Si [Xj; = k] est réalisé alors on ne peut emprunter plus de

k exemplaires

Vi>k, P[Xn:k] Zn=1)=0.

— Sii <k, Z, compte le nombre de succés (un exem-
plaire est emprunté) parmi k répétitions d’expérience
de Bernoulli mutuellement indépendantes. Des lors Z;
(conditionnée a I’événement [X;; = k]) suit une loi bino-
miale de parametre k, p.

K\ »
Vi e [10; k1, P[xn_k](Zn=i)=(i)pl(1—p)k :,

On sait alors que
E(ZnlXn = k) = kp.

Par linéarité de I'espérance (et donc de I'espérance condi-
tionnelle)

EXp+11Xn=k)=EN-Z, X =k)
=N-E(Z; |X,=k) =N-kp.
33.a) Cours.
33.b) Les variables étant finies, il n'y a pas de questions sur la
convergence.

(X5 = kD gefo;Ny €st un systeme complet d’événements.
D’apres la formule de I’espérance totale

N
EXps1)= ) PXp=KEXp+11Xn=k)

k=0

N
=) PXp=k)(N-kp)
k=0

N N
=N) PXn=k-p) kPXy=k
k=0 k=0

EXn+1) =N-pEXp).
34. En reprenant la question 26.b) avec
r=—-p#1, s=N, et u3=EXp =N,
on a pour tout n € N*

N(1-(-p)"! _
B - M= CP") 1+Z N
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Comme -p€]-1,1[,ona

35. Comme X; =N,
VieR, Gyt =N.

36.a) Nous avons vu que si [Xj, = k] est réalisé, Z;, suit une loi
binomiale (k, p). En reprenant le calcul de la question 30

E[tz" | Xp = k) =(1-p+pok.
36.b) Par linéarité de 'espérance pour ¢ #0, on a

E[tX”“ Xy = k] - E(tN*Z" Xy, = k)

g

E[tX"+1 IXn:klth(l—p+p'%)k.

Xu=4

36.c) Enfin, la formule de I'espérance totale avec le systeme
complet d’événements ([Xy = k1) ge[jo;n7 donne

Gua1 (0 =E(*m1)

N
=Y P(Xp= k)E(tX"“ Xy = k]
k=0

N k
=y P(xnzk)tN(l—p+B)
k=0 ¢

Gu1(0= NG, (1-p+ 2}
t
par définition de G, (x) avecx=1-p+ p/t.

37.a) On pose (&) en définie par:
a;=1 et VYneN*, opt1=1-pay.
Procédons par récurrence sur la propriété
P(n): VEeR, Gup)=1-ap+apdN.

— Initialisation. 2(1) est vraie avec le choix a; =1 et
Gi1(n) = N (question 35).

— Hérédité. Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Soit
teR¥,
Gna1(0) = NGy, (1 —p+ é)

:tN(l—(xn+(xn(l—p+§))N

=N (l—anp+ w)N

=(anp+(1-anp) t)N
Gp+1() = (1 —ap+1 + 0p+1 oN.

La relation s’étend a ¢ = 0 par continuité.
D’olt Z(n +1) est vraie.

— Conclusion. Pour tout n € N*, 2 (n) est vraie.

37.b) En reprenant la question 30 :
vneN*, Xp,—BN,ap).
38. D’'une part, la définition de 'espérance

N N
EXp)= Y PXn=kk=) PXn=k k.
k=0 k=1

D’autre part, G, est dérivable (car polynomiale) avec
N
VieR, Gh(0=Y PX,=kF 1k
k=1

En particulier, G,(1) = lej:l PX,=k) k.

D'oit G,(1) =EXp).
Avec 'expression trouvée a la question précédente
E(Xp) = Noty (1 -ty + 0 - DN 7L
=Nay.
39.a) A lalecture de I'énoncé

0 0 p?
0 p 2p(1-p)
1 1-p (1-pp?

39.b) On a uy, uz, uz non nuls et

A=

p?

2p
1

Aup =A

p2
2p?+2p(1-p)
p?+2p(-p)+(1-p)?

P2

2p
1

Auyp=1- =Uuj.

De méme, on montre que
Aup =—-pup et Augz= pzug.
Ona {1,p, p?} < Sp(A).

Il y a méme égalité car A € .#3(R), le spectre ne peut avoir
plus de 3 éléments.

Comme 1, p, p? sont distincts, on sait que les vecteurs
propres uj, uz, u3 forment une famille libre et méme une
base de R® en comptant le nombre de vecteurs.

P (X, =0) 0
PX,=1 [=] 0 |.
P(X,=2) 1

On obtient le résultat en reprenant la formule des proba-
bilités totales et la démarche de la question 10.

40.a) on a

wy =

40.b) On a par récurrence
vreN*,  Wp=A""lw.

On calcule les puissances de A comme a la question 24.
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Bonus A) Formule due a Ramanujan.
B) Formule due a David et Gregory Chudnovsky.
C) Développement en fraction continue.
D) Faux, on constate qu’avec le « - » devant la fraction :

On en déduirait que 7 < 3. Absurde.

E) Formule de Machin.

12
3-——————<a.
6+—3
6+ 572
6+ o2
6+
* L]
DS 2 * - solution
D’ou
Exercice oo
% lanx” 1o
n=N+
= x| Z apiNs1xP
Voir sujet A. N p=0 P
+00
<|x|- a xP
Probleme 1 pg‘o| PN+ |

La premiére partie est adaptée de ESSEC 2018.
Pour bien comprendre la partie A, un rappel s'impose. Si
(fn) neN désigne une suite de fonctions dérivables sur un in-
tervallel, si la fonction somme

+00
S:xel— ) fu(x)
n=0
est bien définie, rien ne garantit en général que la nouvelle
fonction S est dérivable et que

+00
S=) fi' 0 (xxx)
n=0

La partie A montre que dans le cas particulier ot fp : x —
anx™ et si la fonction S est bien définie alors S est bien dé-
rivable et la formule précédente est bien vraie. Le résultat
s'étend alors au cas €.

4.Pour x€]-R;R[,ona

n n ry\n ryn
anx”| = |anR (—) sK(—) .
Jn "] = ank"|- ()" <K (5
La série géométrique Y.(r/R)" est convergente car sa rai-
son appartient a | — 1;1[. Par le critére de comparaison, la

série Y. apx" converge absolument, elle converge.

5.So0it N e N*.
+00 N +00
Sa() =Y anx" =Y apx"+ Y apx"
n=0 n=0 n=N+1

al’aide du changement d’'indice p =n—- (N +1).

+o00o +00 N+1
n +N+
E anXx" = 2 ap+N+1xp
n=N+1 p=0

+00
<lxl- ) |apsn+1| P our €]O;RL
=0

Par encadrement, le terme de gauche tend vers 0 lorsque
x — 0. On en déduit que

Ce qui donne le résultat.

6. On a pour tout N € N*,
N N
Y anx" +0p (xN) =S4=Sp=)_ bux"+0p (xN).
n=0 n=0
Par unicité du développement limité
Vne[[0;N]], an =bp.
Comme I'entier N est arbitrairement choisi, on a

VneNnN, an = by.

7.a) On a par l'identité de Bernoulli et 'inégalité triangulaire

n-1
|(x+ h)"—x"| =|(x+h-x) Z (x+ )17k yk
k=0
n-1
<Ihl Y I+ h" 1Rk
k=0
n-1
<|hl ) pholk .k
k=0
|(x+m)" ~x"| < nlhlr™ L
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7.b) On a par linéarité de la somme dans le cas convergent :

+00o
Sa(x+h) =Sax) = Y. an((x+h)"-x")

n=0

D’ol1 par inégalité triangulaire

+00
ISa(x+h)=Sax)| < ) lanl-[(x+h)" - x"|
n=0

+00
<Y nlanlr" 10l
n=0
|]’l| +00 n
ISa(x+h)—Sax)|<— Y nlanlr".
oA
n=0
Justifions a posteriorila convergence de la série Y nla,| r'.
Ona
r

nlay|r™ = nlanIR”(%)n < n(ﬁ]nK

et, a 'instar de la question 4, on prouve la convergence a
I'aide des séries géométriques dérivées.

7.c) Par encadrement, on montre que pour tout x €] —r; r[

Sa(x+h) — Sa(x).
h—0

C’est la définition de la continuité en x et donc sur I'inter-
valle | — r; r[. Comme

U 1-r;r=1-RR]
re]O;R[

on en déduit la continuité de S, sur | — R;R[.
8.a) Pour tout neN
p n
e <[ ()"l

Or a € B(R) donc (a,R") est bornée. De plus par les crois-
sances comparées

P no_,
On en déduit que nanp n_>oo0.

En particulier (nanp™) est bornée et (nay) nen € B(p).
¢ D’apres la question 7.¢), on en déduit que g4 = S(na,),
est définie et continue sur | — p;p[ et par extension sur
]-R;R[.

8.b) La fonction s, est € L surR car polynomiale. La relation
proposée est donc une conséquence du théoréeme fonda-

mentale de I'analyse.

8.c) Notons que

8.d) On a pour tout n € N*

X X X
f ga(t)—sil(t)dt:f ga(t)dt—f s’n(t)dt
0 0 0

X
=ap +f0 8a(®)dt—sp(x)

Sa(x) -

X
agp +f ga(t)dt)‘
0

X
Sa(x) = sp(x) - (ao +f0 ga(t)dt— Sn(t))'

<[Sq(x) —sp(X)|+

X
ag +f0 ga(t)dt—sp(x)

+00 k
<ISa(®) —sp@+ Y, k|ag|r".
k=n+1

Or en tant que reste d'une série convergente

> gt
klag|r® — 0
k=n+1 oo

et par définition de S, (x)
Sn(x) njoo Sa(x).

Par passage a la limite n — +oo

<0

X
Sa(x)— (uo +f0 ga(t)dt)

D’ol le résultat.

8.e) La fonction

X
F:xe]—r;r[»—»f ga(t)dt
0

est la primitive de g, qui s’annule en 0. En particulier F est
de classe € sur | - r;r[ avec F' = ga- Comme S, = ap +F.
Ce qui implique aussi la classe ¢lsur]—r;rlde S avec

Sa’ = 8a-

Résultat qui s'étend a ] — R;R[ car il est valable pour tout
réel r €]0;R[.

9.a) Ona
n+k) (n+k! (m+1)(n+2)--(n+k) nk
k| km k! n—+oo ki’
D’ou by, ~ nkan+k.
n—+oo

Or pour r € [0;R]

1

X X +oo
H-s) tdt:f kapt*1d. ) k "‘:_ k()" nk| _,
fo 8a(t) — s, (1) A k:§+1 k n“a, r Rkn (R) an R o0
—_—
. . e el . — 0 bornée
La suite est une conséquence de I'inégalité triangulaire et n—oo
du fait que t € [x,0] U [0; x] <] — 75 r[.
On en déduit que bpr — 0.
n—oo
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La suite (b, "), est donc bornée et b e 8(r).

9.b) Justifions par récurrence que la propriété

Sg est &k et

ZW: e ~RrR|,

+00
s (x) = k!( Y (’]Z) anx”_k)
n=k

— Initialisation. On a déja établi la continuité de Sp. De
plus, pour x €] —r; [

+00 n +00
o! ( Y O)anxno) =) apx =S4x)

n=0 n=0

22(0) est vraie.

— Heérédité. Soit k € N. Supposons £ (k) vraie. On a donc
par changement d’indice p=n—k, ona

+00 +k +00
sPw=Y k!(pk )“n+kxp =) bpxP.
p=0 p=0

D’aprés ce qui précede, (bp)p € %B(r) pour tout r €]0;R],
Sp est définie sur ] —R,R[ et

SE) =5,
D’apres la question 8.a), Sy, est €1 sur | — ;7| (et donc sur
]1-R,R[) avec
+00 1
S, =8p:x€]-R;Rl— lebpx’”_ .
p=

Or pour x €] —R;R[, on a avec le changement d’indice
n=k+p

+00 +k +00
Y pk|P TP = S (- kok| D
p=1 k k

n=k+1

Or on a aussi

— ! n = — IL
(n k)k.(k (n k)k'k!(n—k)!
(k+1)(n)! n
= V- 1.
(k+D!(n—-(k+1)! (k+ 1y (k+ 1)'

Ce qui donne

(IS PN = n n—(k+1)
Sq (1) =8, (x) = (k+1)! n:Xk:+1 P (L :

La propriété 22 (k + 1) est prouvée.

— Conclusion. Pour tout k € N, 22 (k) est vraie.

10. Soit neN
+00 m
s =n| Y a0
m=n\n
n
= n!( )an x 1
n
(n)
S, (0
d’ox an = “—().
n!

11. On sait d’apres les résultats sur les sommes géométriques
que
1 +00 k +00 &
Vxel-1;1, — =) x°=) 1-x"
1-x o k=0
Une suite a qui convient est donc la suite constante égale
al.
Avec la question 6, c’est méme l'unique suite solu-
tion.

@

12. Dans ce cas R =1 et la question 9.b) donne

+00
sPm=ky "] 12k
n=k k

gl _
—_ E: n—-k

— X
et (M= K)!
+00 +k
Sgc)(x)= Z (n : )xn
n<n-k ¢

En parallele, S;(x) = (1 - x)_1 et on peut dériver k fois a
partir de cette expression.

SE () = ki(1 - x)~k+D

. 1 R m+k) , & (n+k| ,
D’ou (1—x)k+1 =L T x" = Z k x'".
n=0 n=0

13. Pour tout x € [—1;1]
|anx"| <lanl =PX=n)

Orlasérie ) P(X = n) converge (car ([X = n]) ;e est un sys-
téme complet d’événements). D’apres le critére de compa-
raison Y apx™ converge absolument, elle converge. Ainsi
Gy est définie sur [-1;1].

Le deuxiéme point est une conséquence de la formule de
transfert.

14.a) En reprenant la démonstration de la 7.c (ou encore de
la questions 9.a). On montre que (1 <R)

Y napl" =Y nay

converge absolument. L'espérance de X existe. Avec les no-
tations de la question 8 :

EX) = ga(1) =S, (1) = Gy (1).
14.b) Lapplication Gx est, question 9, de classe €°° avec
pour tout réel x €] —R;R[

+00

Gy(x) =) nayx™!
n=1
+00

Gy(x)= ) n(n- Dayx" 2.
n=2

Comme 1 €] — R; R, il vient
+00 +00
Gy =Y nap= Y nan.
n=1 n=0

+o00 +o0
Gy =3 nn-Dap= Y, nn-1a.

n=2 n=0
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Or par la formule de transfert, on a

+00 +00 +00
E(XZ] = Z nzan = Z nn—1an+ Z nap
n=0 n=0 n=0
=Gy (1) + Gy (1)

On conclut avec la formule de Koenig-Huygens
V() = E(X) - E00?
Y/ ! ! 2
= Gy (1) + Gy (1) - G (D).

15. Comme R > 1, on a la convergence absolue de la série
donnant la somme

k) = (n)
Se” () =k Y. | |anx"" sur | -R;R]
n=k k

en particulier pour x =1 €] -R;R[

+0o0 +00
sPy=ry (Z)an =Ky (Z)an

n=k n=0

Par le théoreme de transfert, E ((),E)J existe, avec

X|| te sy 6P
E = 2: n ap = a () = X .
k)~ =k Kl Kl

16.a) Soit n € N*, pour une variable de loi géométrique
R"a, = R"P(XX = n) = S(Rq)".

D’apreés les résultats sur les suites géométriques

(Rq)" —

n—oo

1 si Rg=1

{+oo si Rg>1
0 si  Rgel0;1].

Des lors le plus grand réel R € RY tel que a € B(R) est

tend vers +oo siR>1/q,
car (anR") est { estbornée siR=1/gq,

est bornée siR<1/gq.

16.b) Onapour t€]-1/g;1/ql

+00 +00
Gx(0=Y pg" 't"=pty (gn"?
n=q

n=1
__pt _ pt
Tl-gt 1-Q-pit

Onal/q>1,lerésultat de la question 14 s’applique, X ad-
met une espérance et

1-q)+
cp =212 Pa_p

1
1-q2 p2 p

17.a)

import numpy.random as rd

def geo(p):
n=1
while rd.random()>p:
n+=1
return n

17.b)
def SimuT(k,p):
n=0
for i in range(k):

n+= geo (p)
return n

18.

def approx(k,p):
s=0
for i in range (5000) :
s+= SimuT (k,p)
return s/5000

19. On s’appuie sur la formule de Koenig-Huygens avec un
estimation de I'espérance et du moment d’ordre 2.

def variance(k,p):

el=0

e2=0

for i in range (5000):
t=simuT (k,p)
el+=t
e2+=t*x*2

el=e1/5000

e2=e2/5000

return e2-el**2

20. Comme on ne prend pas en compte les T premiéres
étapes, on peut voir la variable Ty, | =T} comme le rang du
premier succes (correspond au succes k + 1) dans une in-
finité d’expériences de Bernoulli mutuellement indépen-
dantes. C’est une loi géométrique :

Tk+l _Tk — ‘g(p)

21.8iTy =m, pouravoir Ty, —-Tr=n(@.e. Tgyy =m+n)on
doit obtenir :
— faceauxtirages m+1,m+2,....m+n—1;
— puis pile au tirage m + n.
Ainsi P(r, =) (Tg1 =T = 1) = (1 - p)" "1 p. Cette proba-
bilité étant indépendante de m, on peut alors écrire (for-
mule des probabilités totales)

P(Tiy1 ~Tr=n)
= Y a-p"lpp(te=m)=a-p"'p.
meTr(Q)
On obtient pour tout n € N,

P(Tiy1 —Ti=n)=Prr,=m) (Tks1 —Ti = 1n).

L'évenement Ty, ; — Ty = n est indépendant de Ty = m.
Les variables Ty, ; — Ty et Tf. sont indépendantes.
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On en déduit en remarquant que Ty, — T ~ 94(p)
et par indépendance (pour la variance)

E(Tgs1) =E(Tg) +E(Try1 —Tr) =E(Tg) + —

q
V(Trs1) =V(Ti) +V(Trr1 = Tg) = V(Tp) + —
@ p
Par récurrence ou a l'aide d'une somme télesco-
pique, on obtient :

k
E(Tk):E et V(Tk):?.

22.Soitt€]—-1/g;1/ql. Notons que

k-1
Tr= ) (Tiy1—T)+T1.
i=1

ATaide du résultat admis et 'indépendance
k-1 k
Gr, () =Gr, (1) H Gry,y -1, (0 = (G, (D)

i=1

car toutes les variables T; . — T; ont la méme loi que T :
a savoir géométrique de parametre p. Or on a établit I'ex-
pression de G, ala question 16.b)

pt

G, (0 = 1

Le résultat s’en déduit.

Le résultat admis est une conséquence directe du
résultat que nous allons revoir prochainement : si Yy
et Yo sont deux variables aléatoires définies sur un
meéme espace probabilisé, indépendantes et admet-
tant une espérance, alors Y1 Y admet une espérance
qui est le produit des espérances de Y7 et Yo.

23. AT'aide de la question 11 et avec k — k-1, on a pour tout

xel-1;1[
+00 _
;: Z n+k-1 o
-0k | k-1

> Mm+k-1
GTk<r)=<pt>kZ( K )""f"
n=0 -1
n+k-1 k n n+k
_ gt
S

+0o0 n—-1
— ( )pkqn k

Donc par identification (possible d’apres la question 6)

On obtient

Vnsk, P(Tkzn]z(n pkq

=1} &k n-k
k-1 ’

24.a) A lalecture de I’énoncé (condition 2), on a

Pp=0 et Pp=1.

25.a) Appliquons la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements ([X; = 1) ge10; ] -

n
P(Apn (X =1]) =Z (ApnXo=iln[X; =£1).

Si a l'origine le micro-organisme est a I’état E;, il ne peut
étrequ'aE;_; ou E;;; al’étape suivante. Donc

PANXo=ilN[X1=01)=0 si €¢{i—1;i+1}.

Ce qui réduit la somme a 2 termes.
De plus, d’apres la formule des probabilités composées
(pourlef{i—1;i+1})
P(Ann[Xo=ilN[X] =€)
=Prxy=ilnx; =01 PAn) - Pixy=4) X1 =€) -PXp = ).

Ce qui donne le résultat.

25.b) Notons que la condition 2 donne

, n—i i
P[oni](X1=l+l)=T et P[Xo l](Xl—l—l) ;
De plus, la connaissance de [Xg = i] est superflue pour A,
si [Xy = £] est réalisé.

Pixo=ijnixi; =) (An) = Ppx; =¢) (An)
et avec la question 24.b)
Px, =01 (An) = Pxy=¢) (An) =Py

Finalement en divisant par P (Xg = i) # 0 la relation précé-
dente 25.a), on obtient bien le résultat annoncé.

26.a) On a
Po P
up = =0 et uy=—-=1.
Py P
En divisant par P > 0 dans la relation (x) et avec un déca-

lage d’indice i — i + 1, on a pour tout i € [[0; n —2]]

Piyi _(+DPip n-(+DP;

Pl B n Pl n Pl
Soit i+1 +n—(i+1)
Ol Ujr] = —— U —u;.
i+1 n i+2 n i

D’oti le résultat annoncé.

26.b)

def suite(mn):
U=np.zeros(n+1)
ufol= 0
Ul1l= 1
for i in range(0,n-2+1):
U[i+2]= n/(i+1)*U[i+1]-(n-i-1)/(i
+1)*xU[i]
return U

27.0On part de uy pour exprimer P; :
n
up=— dou Pj=—.
n P, 1 P,
Ce qui donne le code :

def pil(n):
U=suite(n)
return (U[n])**(-1)
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28. 11 suffit de multiplier chaque coefficient de la matrice
[ug, ..., un]l par Py. Ce quirevient aussi a diviser chaque co-
efficient par Pj,. Ce qui donne plus simplement
def suite(n):

U=np.zeros(n+1)
ulol= 0
Ul1l= 1
for i in range(0,n-2+1):
U[i+2]= n/(i+1)*U[i+1]-(n-i-1)/(i
+1)*U[i]
return U /Ul[n]

29.a) Si k € [[0; n]], on a en tant que probabilité d'un événe-
ment
0<Pr<l.

Relation qui s’étend a k entier supérieur a 1.
29.b) La suite (Pj x 1) est bornée, p € (1).
30.Soit x€]—1;1[.

x(1=x2) 8, (0) = (nx+ 1= (n=1x?) S (x)

= x(l —xz) Jfokkak’l - [nx+ 1-(n- l)xz) Jiokak
k=1 k=0

k=1 k=0 k=0 k=0

+00 +00

+00 +00 +00
=Y kPpxF = Y (k=2)Pp_pxk = Y nPp_ 12K = Y Prxk+ Y (- DPp_pxF

k=1 k=3 k=1 k=0 k=2

3 ) +00 k_+oo B k_ B 2_+oo &
=P1x+2Px°+ Y kPpx“— ) (k—2)Pp_px*—nPox—nP1x*- Y nPp_x

k=3 k=3 k=3

+00 +00
—Py-P1x—Pox®— Y PrxF+ (n—1Pox®+ Y (n—DPp_pxF
k=3 k=3

+00
= —Py—nPox+ Py —nP) X’ + Y ((k=1)Pp—nPr_; + (n—k+1)Pp_p)x*

k=3
s (k-1 n-k+1
=-Pg—nPox+ [Py —nP)x*+n Yy [——Pp—Pr_1+
k=3\ 1

+0o0

1 2-1 2 k n—k k
=0+0-x+n|[—Pry+—Pi_1—-P1|x°+n ) [=Ppy+ ——P_1 —Pr|x
n n n n

k=2
=0.
Ce qui conclut.

31. Pour x €]0; 1[. Une mise au méme dénominateur donne
L+§+L:ax(l—x)+[3(1—x)(1+x)+Yx(1+x)
1+4x x 1-x x(1+x)(1-x)

(—a+y-P)x®+ @+ y)x+p
- x(1-2) '

Par identification, on obtient le systéme linéaire suivant :

—a+y-P=-n+1
a+y=n
p=1.
Dont la résolution donne
a=n-1, Pp=y=1
32.0On a dong, pour x €]0; 1], puisque Sy (x) = P1x >0,

Sp) p-1 1 1

Sp(x) 1+x x l-x

+00 +0o0 +00 +00 +0o0
=Y kPpxF = Y kPpxk 2o Y Pkt o Y prxk 4 Y (n- 1)ppakt?
k=1

Pk,z)xk

d’oty, en intégrant, il existe une constante k = In(K) telle
que

ln(Sp(x)) =nm-1DIn(l+x)+Inx—-In(Q1-x)+k

1+x)71
1(1(#)
1-x
n—1
1l vient Spl) =KX

Précisons que Sy étant une application continue en 0, la
relation précédente s’'étend bien a x = 0.

33. Vérifier que
n-1 k +00 k
Sp(x): Z Prx™ + Z X
k=1 k=n
n-1k-1 +00
n-1 _
=y ZK( , )xk+ Y K2 lyP,
i k=n

Par unicité du développement (question 6), on peut iden-
tifier pour obtenir en particulier

k=1{(,,_
Vkellin-1], Pg=KY (”i 1).
i=0

Sachant que P, = 1, on montre que K = 1/2"~! (formule
du binéme). Au final, on trouve :

1 kil (n— 1)
on-1 = i

Yk € [[0; n]l, Py =

Probleme B

34.a) Onapourr #1.

0=rl+s — 0=
1-r

34.b) On reprend la méthode sur les suites arithmético-
géométriques

b=rl+s L
Ups1=TUup+s Ly

Avec Ly — Ly, on obtient pour tout n € N*
Up+1—C=1(up-10).

La suite de terme général (uy —€) est géométrique de rai-
son r et de premier terme u; — €. Comme la suite est initia-
lisée a uj, on obtient pour tout n € N*

wp—0=r""1u -0.
Le résultat s’en déduit.

— Lecasr=1estexclu.
— Sir<-1our >1,lasuite diverge.
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35. 1l est précisé dans I'énoncé « qu’au début de I'année
(n=1), ils [les livres] sont tous disponibles ». Donc

X; =N.

La variable X;,4+1 correspond aux livres disponibles au dé-
but de semaine n + 1.
La variable Z;, correspond au nombre de livres empruntés
alasemaine n.Ilreste donc N-Z, livres a la bibliotheque a
la fin de semaine et donc aussi au tout début de la semaine
suivante.

Xn+1=N—-Zp.

36.a) Si [Xj;, = k] estréalisé alors Z;, compte le nombre de suc-
ceés (un exemplaire est emprunté) parmi k répétitions d’ex-
périence de Bernoulli mutuellement indépendantes. Des
lors Z; (conditionnée a I'événement [X;;, = k]) suit une loi
binomiale de parametre k, p. On sait alors que

E(Z,Xn = k) = kp.
Par linéarité de I'espérance (et donc de I’espérance condi-
tionnelle)
EXn+11Xn=k)=EN-Z, Xy =k)
=N-EZn|Xn=k) =N-kp.
36.b) Les variables étant finies, il n'y a pas de questions sur la
convergence.

(IXn = kD kefo;Ny €st un systeme complet d’événements.
D’apres la formule de I'espérance totale

N
EXp+1) = Z PXyn =K EXp+1 #Xn=k)
k=0

N
=) PXn=k)(N-kp)
k=0

N N
=N) PXp=k-p) kPXp=k)
k=0 k=0
EX;+1) =N-pEXjy).

36.c) Les résultats sur les suites arithmético-géométriques
donnent pour tout n € N*

n-1
E(Xn)=m+’;)+(—p)”‘ln
Comme -p€]—-1;1[,ona
EX,) — l
n—ool+p

@ | Voit sujet A pour les détails.

37. On constate que si [X; = k] est réalisé, Z,, suit une loi
binomiale (k,p). A 'aide de la formule du binéme, on
montre que

E(tz" |Xp = k) =1-p+ppk.
e Par linéarité de I'espérance pour ¢ # 0, on a

E[r"n+1 Xy = k] - E(tN‘Z" Xy, = k)

oy

B[ IXn:klth(l—p+p~%)k.

ank)

38. La formule de 'espérance totale avec le systéme complet
d’événements ([Xy = k) keo;N7; donne

G (1) =B (1)

N
=Y P(Xy= lc)E(rX"+1 X, :k)

k=0
N k
=Y PCu=hN(1-p+2)
k=0 !
G (0= NGy (1-p+ 2]

par définition de G, (x) avec x = 1— p + p/t. Précisons que
les variables étant finies, les questions de convergence ne
se posent pas dans I'application de la formule.

39.a) Comme X; =N, on a directement
VieR,  Gi(n=rN.
39.b) On pose (gn),,cp définie par :
@ =1 et YneN", qu41=1-pgn.

Procédons par récurrence sur la propriété

P(n): VieR, Gup(t)=(1—qn+aqnt)".

— Initialisation. 22(1) est vraie avec le choix g1 =1 et
G =1N,

— Hérédité. Soit n € N*. Supposons Z(n) vraie. Soit
teR*,

Gpa1 () = NGy, (1 _p+ é]
= tN(l—qn+qn(1—p+€))N
QnP)N
t
=(gnp+(1-qnp)t
Gne1(8) = (1—gn+1+ gn+1 t)N-

=N(1-gup+
)N

La relation s’étend a ¢ = 0 par un argument de continuité.
D’ou 2 (n + 1) est vraie.

— Conclusion. Pour tout n € N*, 2 (n) est vraie.

39.c) 1l suffit de reprendre la méthode sur les suites
arithmético-géomeétriques et pour tout n € N*
-ep™t
=—+(- .
qn 1+p (=p)

40. On développe a l'aide de la formule du bind6me

N (N
VIER, Ga(n=) | |0—agn" Fqn* it
k=0
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Or on a aussi par définition
N
Gn(D) = Y. P(Xy = k) K.
k=0

La fonction G est polynomiale, par unicité des coeffi-
cients, on obtient pour tout k € [[0;N]]

N
PX, =k = (k)(l —agn)" gt

Dit autrement
Xp— %B(N,qn).
Bonus A) Formule due a Ramanujan.
B) Formule due a David et Gregory Chudnovsky.
C) Développement en fraction continue.

D) Faux, on constate qu’avec le « - » devant la fraction :
12
3-—— <3
6+ S
6+ —2
6+ 72
92

On en déduirait que 7 < 3. Absurde.

E) Formule de Machin.

John Machin (1680-1751)
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