CHAPITRE ]. 0

Algebre bilinéaire

Avewyétentog undelc eloltw

Que nul n'entre ici s'il n'est géometre.

Inscription que Platon aurait fait graver a 'entrée
de I’Académie, son école d’Athénes.

n Produits scalaires

1.1 Définitions et exemples

DEFINITION forme bilinéaire

Soient E un espace vectoriel et @ : E x E — R une application.
On dit que @ est une forme bilinéaire si elle est

— linéaire a droite
Yu,v, weE, VA, peR, U, A\v+pw) =A@y, v) + pe(u, w).
— linéaire a gauche
Yu,v,weE, VA peR, OAV+pw, u) =A@, u) + pe(w, u).
DEFINITION produit scalaire

Soit ¢ : E x E — R une application. On dit que @ est un produit scalaire si :

— ( est une forme bilinéaire.

— P est symétrique : Yu,veE, o, v) =9, u).
— P est positive : YuekE, @(u,u) =0.
— @ estdéfinie : VYuekE, ou,u)=0 = u=0g.

Remarque. Si ¢ est linéaire a droite et symétrique alors ¢ est linéaire a gauche et donc bilinéaire. En pratique, on
démontre donc d’abord la symétrie et une linéarité (a gauche ou droite) pour obtenir la condition de bilinéarité.

Notation. On écrit souvent (u, v) au lieu de ¢ (u, v).

Exemples. Nous en donnons plusieurs pour illustrer la diversité des situations. Les preuves seront traitées au fur et a



mesure des exercices.

e DansR".
Pour tous u = (x1,...,x;) et v = (yl,...,yn) dans R", posons (u, v) = fxiyi.
i=1

Alors (., .y est un produit scalaire sur R", appelé produit scalaire canonique sur R”.

Preuve. Soient u, v, w € R" et A, u € R. On pose

u=(x1,x2,....%n), v=ULY2...yn) et w=(z1,22,...,2n).
— Symétrie.
n n
{u,v)y = Z Xiyi = Z yix; ={v,u).
i=1 =

i=1
— Bilinéarité. Commencons par la linéarité a droite.
n n n
(wAv+pw) =Y x;(Ay;+pz) =AY x;yi+ 1 Y X2 = Mu, v) + pulu, w).

i=1 i=1 i=1
Puis, par symétrie, on a la linéarité a gauche et donc la bilinéarité.
— Définie positive.
n
(u,uy = Z xiz =0.
i=1
Avec égalité si et seulement si pour chaque indice i, x; = 0. Une somme de termes positifs est nulle si et seulement si

chaque terme est nul. On a donc
(u,uy=0 = u=(x1,x2,...,xp)=0.

Conclusion. On a bien un produit scalaire sur R.

e DansR,[x]. >> Voir exercice
Donnons deux exemples dans le cas polynomial.
— Soient ay, ay,..., an, n+ 1 réels deux a deux distincts. Lapplication suivante est un produit scalaire

n
(P,Q) € R, [x] — (P,Q) = ) P(ay)Q(ax).

i=0

— On peut aussi poser pour a, be Ravec a< b

b
(P,Q) € Rylx] — (P, Q) = f P(OQ1)dt.

a
* Dans 4,1 ([R).
Lapplication ¢ : (X,Y) — ‘XY est un produit scalaire sur .4, ; (R). On 'appelle produit scalaire canonique de .4, 1 (R).
Noter, comme souvent, qu'on identifie .4 ; (R) et R.

* Dans M, [R]. >> Voir exercice[I13}
Pour A, B € .4, (R), on pose (A,B) =Tr(A'B).
e Dans€°([a; b)) avec a < b. >> Voir exercicel4
b
Pour f, g € 6°([a; b)) (f, 8 =f fngnde.
a
DEFINITION norme

Soit E, un espace vectoriel muni d'un produit scalaire @. Lapplication

N:{E - R

u — N = o u

est appelée norme associée au produit scalaire ¢.




Notation. On note souvent ||-|| au lieu de N.

Exemple. Dans R”, la norme euclidienne associée au
produit scalaire canonique est définie par :

n
Yu=(xy,...,x,) €ER", ||u||=‘/£1xi2.
i=

Dans R? ou R?, on constate que lanorme représente la
distance al'origine, ou encore la longueur du vecteur.

Remarque. Par extension, pour u, v € E, ||u|| représente la « longueur » du vecteur u alors que ||z — v|| correspond a la

«distance » entre les deux vecteurs.

1.2 Propriétés du produit scalaire, de la norme

PROPOSITION

Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (-,-) dont ||-|| est la norme associée.

e YuekE, lu|=0 <= u=0g.
e VAeR,VucE, Azl = [A]- el
* Yu, veE, lu+vi® = ull® +2¢u, vy + V).

regles de calcul

Preuve. » Raisonnons par équivalence en utilisant le fait qu'un produit scalaire est défini. Soit u € E
lul=0 < (ww=Iul*>=0 < wu=0g.

* Soient u € E, A € R. Comme le produit scalaire est bilinéaire

IAull = v (Aw, Auy = \/ A2 Cu, w) = AV Cu, wy = A [lull.

e Soient u, ve E

lu+vl? = (u+v,u+v) bilinéarité
= (u,w)+u,v)+{v,u) +{v,v)
= (u,u)+2(u, v) +{v,v) symétrie
lu+vl? = Nul?+2(u,v)+vI2.
|
Exercice 1 4+ % Identité du parallélogramme et formule de polarisation
Montrer que pour tous u, v € E,
ol
' 1 -9
f{/ hut ol + = vl® =20l +2001 et w0y = 2 (lut vl® = Ju=vl?).
THEOREME inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (:,-) dont ||-|| est la norme associée.
Vu,veE, [{w, v) [ < [lull vl

De plus, on a égalité si et seulement si la famille (u, v) est liée.

#AB1



44 % Preuve
Exercice 2
iy 1. Justifier que sila famille (i, v) est liée alors | (u, v) | = [lull - | v].
— . . o - s p-29
| 2 2. Dans la suite, on suppose la famille (u, v) libre. A I'aide de I'application P définie sur R par
y PA) = |IAu+vl?, justifier que
N Ku, vy < lull-lvl.
# AB2
< Quiestqui?
Parmi les photos ci-dessous, reconnaitre Hermann Amandus Schwarz (mathématicien alle-
mand), Laurent Schwartz (mathématicien francais, médaille Fields pour ses travaux sur la
Exercice 3 théorie des distributions) et Augustin Cauchy (mathématicien francais).
o
\ / “ p-29
# AB3
Exemple. En reprenant le produit scalaire canonique sur R”, I'inégalité de Cauchy-Schwarz devient
n n n
Y (x)ieq,ny ER", YV (¥)ieq,ny €R”, Y oxiyi| <] X xi% ] X it
i=1 i=1 i=1
"Le cas d’'égalité de l'inégalité de Cauchy-Schwarz est méconnu et beaucoup des tentatives pour prouver
o
\ - l'inégalité et son cas d’égalité ne sont que paraphrases et esbroufe."”
) Rapport de Jury : HEC 2019
1. 4 % Justifier que I'application ¢ suivante est un produit scalaire sur <€0([a; bl).
Exercice 4 0 b
vf,ge€”(la;bl), (p(f,g)=f fngndr.
- a
o
z .
| 2 2. Expliciter I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire. pE
~ 1 11
o 3. Soit f € €°((0;1]) ne s'annulant pas sur [0; 1]. Montrer quef f(t)dt-f mdt = 1.
0 0
Préciser le cas d’égalité.
# AB4
PROPOSITION inégalité triangulaire
Pour tous u, veE,
lu+ vl < llul+lvl.
Preuve. Soient u, v € E, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
N+ vll® = ul® + 01 +2¢u, v)
< Null® + vl + 20 ull - vl = (lul +1vl),
D’otli le résultat car la fonction racine carrée est croissante et la norme positive. -




4+ Soient E un espace euclidien et B= {x € E|||x|| < 1}.
Exercice 5 1. Soient u, v €E.
_ Que peut-on dire de u et v sion ale cas d’égalité |u+ v| = llull + v ?
x O . . , s 1. .
& 2. & Démontrer que B est une partie strictement convexe de E, c’est-a-dire que, pour tous pE
I & x,yeBavecx#y, toutrel0;1[,onaltx+(1-0yl<1.
3. Hlustrer ce résultat dans R? avec le produit scalaire canonique.
# AB5
Remarque. Par récurrence, on montre que pour tout famille finie (u1, uy, ..., up) de vecteurs de E
p p
Youill <Y lul.
i=1 i=1
1.3 Orthogonalité
Orthogonalité et vecteurs
Considérons R? muni du produit scalaire canonique
(W, vy =x1y1+x2y2 ou u=(x,x), v=(y1,y2).
Mais, on a aussi (u, vy = |[ul| - ||| cos(0) ol1 O est une mesure de 'angle entre u et v.
Preuve.
|

En particulier, (i, v) = 0 si et seulement si 0 = % + km (avec k € Z). Les vecteurs u et v sont orthogonaux. Généralisons
ce cas par une définition.

DEFINITION vecteurs orthogonaux

Soient E, un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (-, -) .
Deux vecteurs u et v de E sont dits orthogonaux, noté u L v, si (u,v) =0.

Exemples. Dans R? et R3.

Remarque. Le seul vecteur de E qui soit orthogonal a tous les autres vecteurs de E est le vecteur nul. Autrement dit,
pour tout u € E, on al’équivalence :

(VveE, (w1)=0) < u=0g.

Preuve. En effet, prouvons ce point par double-implication.

Pour v = u, on a directement ||u||2 =(u, uy =0, puis u = O car le produit scalaire est défini.

Par linéarité a gauche du produit scalaire, pour tout v € E,

{Og, vy =(0-0g,v) =0-(0g, v) =0.

A Attention. Lanotion d’orthogonalité est relative au produit scalaire.



44 % Deux produits scalaires sur R [x]
Pour tous P, Q € R2[x], on pose

Exercice 6 1
C ¢1(P,Q) =PO)QO) +P(MQ() +P2)Q2) et ¢2(P,Q) = f . P(HQ(ndr.
(5 PED
LY 1. Vérifier que ¢ et ¢y définissent deux produits scalaires sur Ry [x].
C @ 2. Notons P; le polyndme d’expression P; (x) = x.
Donner un vecteur orthogonal a P; relativement a ¢ mais non orthogonal pour ¢ et
inversement.
THEOREME de Pythagore
Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si
e+ il = llull® + vl
Preuwve. 11 suffit de rappeler que pour tous u, v € E
Nt vl? =l + 01 +2¢u, v).
]
Exercice 7 4 Autre preuve de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
q Soient u, v € E. On suppose v non nul (dans le cas contraire, I'inégalité est directe).
3 1. Déterminer un réel A, fonction de (u, v) tel que les vecteurs Av et u—Av soient orthogo- p.B0
J Y " naux.
S 2. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
DEFINITIONS

famille normée, orthogonale, orthonormée

Soit F = (wy, ..., up) une famille de vecteurs deE.

— La famille est dite normée si pour tout i € [[1; pll, llu;ll = 1.

— La famille est dite orthogonale si, pour tout (i, j) € [[1; p]]2 aveci# j, u; L u;.

La famille est dite une famille orthonormée (ou orthonormale) si c’est une famille orthogonale et normée.

Exercice 8

"

«
W

-

- —

<> Pour tous P et Q dans Rz [x], on pose (P,Q) = P(0)Q(0) + P’ (0)Q’ (0) + P"(0)Q" (0).

1. a) Montrer que ceci définit un produit scalaire sur Ry [x].

b) Vérifier que la base canonique de Ry [x] est orthogonale pour ce produit scalaire.

En déduire une base orthonormée de E pour ce produit scalaire.

2. Généralisation. "
Pour P et Q dans Ry, [x] on considére maintenant (P,Q) = Z p (O)Q(k) (0).
k=0
a) Vérifier que ceci définit un produit scalaire sur Ry, [x].

b) Donner une base orthonormée de R, [x] pour ce produit scalaire.

p-B7

# AB6

# AB7

# AB8



L 2 J d’apres ESCP 2001
On admet que pour tout n € N, il existe un unique polynéme T, € R[x] tel que pour tout x réel :
Exercice 9 Tp(cosx) =cos(nx).
( L P()Q(r
» 1. Montrer que I'application: (P,Q)— wdt
-1 y1-1¢2 p-B0
r~ définit un produit scalaire sur R[x].
) 2. Montrer que la famille (T5) ;¢ est une famille orthogonale de R[x] muni de ce produit
scalaire.

3. Comment obtenir une base orthonormée?

#AB9

Remarques. Autrement dit, la famille de vecteurs (u1,..., u,) est orthonormée si et seulement si

Ui
VG, j) € 1L, plI?, <u,-,uj>={0 23#;

Le théoreme de Pythagore se généralise, si (u1,..., up,) est une famille orthogonale de vecteurs de E, alors

2

d 2
=) luill?.
i=1

p
D Ui
i=1

Preuve. Procédons par récurrence sur p.
— Initialisation. Pour p = 1,1'énoncé est directement vrai.
— Heérédité. Soit p € N* tel que la propriété soit vraie au rang p. Si la famille (uy,up, ..., u p+1) est orthogonale. En particulier

uy +---+ up estorthogonal a up 4 car
p p
Y i uper )=y (ujupe1) =0.
i= i=1N~——
0
Par application du théoreme de Pythagore (avec deux vecteurs)

2 2

p+1

D Ui

i=1

+ups |

2 ’

14
D Ui
i=1

p
Z u; + Up+1
i=1

L 2 2 AR 2
= 2wl lupa "= 2 il
1= 1=

Ce qui prouve la propriété au rang suivant.
— Conclusion. La propriété est vérifiée pour tout p € N*. -

Exercice 10

4 <> Que permettent de dire les lignes de code suivantes? p.

#AB10



u=np.array([1,0,0])
v=np.array([-2,1,2])
w=np.array ([1,1,1])

def n2(U):
return (U[0]**2+U[1]**2+U[2] *%2)

def orthogonal(U,V):

Q
5 if UL0]*V0]+U[11+V[11+U[2]*V[2]==0: o 22> Test(w.v.w
] rint (?QUI!!?) g| True
b elsep o g >>> orthogonal (u,v)
= rint (’Non..’) ©f No=n..
P 0 ¢ >>> orthogonal (u,w)
Non. .
def Test(U,V,W):
return n2(U)+n2(V)+n2 (W) ==n2 (U+V+W) ;Z; SR e
PROPOSITION orthogonalité implique liberté

Soit & une famille de vecteurs deE.
— SiF est orthogonale, et si aucun des vecteurs de & wnest le vecteur nul, alors & est libre.

—  Si . estorthonormée, alors & est libre.

Remarque. Les réciproques sont fausses.
Preuve. ¢ Prouvons le premier point. Notons & = [ul, up,..., up]. Soient Ay, Az, ..., Ap R tels que

P
._1)\juj =0g.

J

Soit i € [[1, pll, par linéarité a gauche du produit scalaire
p p )
0= Z)\Ju],u, :Z)\j<uj,u,->:)\,-(u,-,u,-):)\l-lluill .
j=1 j=1

Ainsi, A; = 0 car || u;]|* #0, u; est non nul. Ce calcul étant vérifié pour tout i € [[, p]}, la famille Z est libre.
* Le second point est une conséquence directe du premier puisque les vecteurs de norme 1 sont non nuls.

]
4 SoitE= ‘60([—11, 7]) muni du produit scalaire défini par
Exercice 11 n
p Vi, g€E  (f.8) =f0 fngndt.
i : . ) o
(5 1. Justifier que la famille (x — cos(kx)); <<, €st orthogonale. Est-elle orthonormée? :
J 2. En déduire que les familles (x — cos(kx)); ¢, €t (x = sin(kx)); ¢ ., sont des familles
— libres de E.
3. Est-ce que la famille (x — cos(kx), x— sin(kx)); <4<, est aussi une famille libre de E?
#ABI11
Orthogonalité et sous-espaces vectoriels
DEFINITION sous-espaces orthogonaux

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit queF et G sont orthogonaux si

YueF, VvegG, ulw.




Remarque. Soient (e;)e(1;n) €t (€;) je(;p) deux familles respectivement de F et G.
Si les familles sont génératrices, alors le sous espace vectoriel F est orthogonal a G si

Viell,n]l, Vjell,pl, e Lej.

Preuve. Soit u € F. Il existe A1, A2, ..., Ay eRtelsque u = f Aje;. Soit v e G. Il existe pp, W, ..., Hp € Rtels que v = § MjE;.
i=1 j=1
Par bilinéarité du produit scalaire
n P n p
(u,v) = ZAieirZHjej :Z Z)\ipj<ei,8j>:0.
i=1 j=1 i=1j=1 -—
0

Par suite u L v. Ceci étant valable pour tous u, v € E, les sous-espaces F et G sont orthogonaux. -

Exercice 12 < Dans R3 muni du produit scalaire canonique, on pose u = (1,2,3) et

T g F:{(x,y,z)€R3|x+2y+3z=0}> et G=Vect(w).
(5 >
J s 1. Donner une famille génératrice de F.
— 2. Vérifier que F et G sont orthogonaux.
# AB12
Exercice 13 4+ % Exemple dans My (R)
C 1. Montrer que I'application ¢ définie sur .4, (R)? par ¢(A,B) = Tr (A'B) est un produit sca-
"‘f laire. p,@
A\
) & 2. Notons .#,;(R) (resp. &5 (R)), 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques).
o @ Montrer que %5 (R) et <75, (R) sont orthogonaux pour ce produit scalaire.
# AB13

DEFINITION - PROPOSITION le s.e.v orthogonal

SoitF une partie de E muni d’'un produit scalaire (-, -). Posons
Ft={xeE|VyeF, xly}

Alors :
o Lensemble F* est un sous-espace vectoriel deE.

o Les sous-espaces F et F* sont orthogonaux.

Le sous-espace vectoriel F* s'appelle Porthogonal deF dansE.

Preuve. Soient u, v € F-. Soient A, p € R. Soit w € F. Par bilinéarité
Au+pv, w) = Mu, wy + w(v, w)

=A-0+p-0=0.

D’oit Au+ pv € FL. Comme Og € FL, FL est non vide et stable par combinaison linéaire, c’est un sous-espace vectoriel de E.
Soient u € F, v € FL. Par définition, (i, v) = 0. Les sous-espaces F et F- sont orthogonaux. -

Exemples. OnaE"' = {0g} et {Og}* = E.

Remarques.
*Si G est un s.e.v de E tel que G est orthogonal a F, alors G c F-. Autrement dit, F- est le plus grand (au sens de

I'inclusion) sous-espace vectoriel de E qui soit orthogonal a F.
* SiFcGalors G- c F.

Soit u € G*. Montrons que u € F*.
Soit v € F. Par hypothese, v € G et par définition (u, v) =0 d’ott u L v et Gt cF*.



Exercice 14 4 Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Prouver les énoncés suivants.

v€ 1. Fc(FY)" 3. F+GL=FnGt. BT
- 2. FL+GtcFnG)t. 4. FLnGtcF+G)* .

n Espaces euclidiens

2.1 Définitions et exemples

DEFINITION espaces euclidiens
Un espace euclidien est la donnée :

— d’un espace vectoriel E de dimension finie,
— d'un produit scalaire sur E.

On note (E, (-,-)).

Exemples. Reprenons les exemples étudiés précédemment.
¢ R”" muni du produit scalaire canonique.
* My (R) muni du produit scalaire canonique.
e (R) muni du produit scalaire défini par (A,B) = Tr(‘AB).
* R,[x] muni d'un produit scalaire.

¢ €¢%(la, b]) nest pas un espace euclidien.

2.2 Bases orthonormées

En premiere année, on a vu qu'une famille 9 = (e;) j¢|1;1) €st une base d’un espace vectoriel E si tout vecteur de E
s’écrit, de maniére unique, comme combinaison linéaire de la famille. Le caractére générateur de la famille justifiant
I'existence de la décomposition, le caractere libre justifiant 'unicité de cette décomposition. Toutefois, il reste une
question : comment calculer efficacement et sans erreur les coefficients de la décomposition?

Voici une des motivations des bases orthonormées.

Définitions, exemples et coordonnées

Comme son nom I'indique une famille 98 = (e;) ;¢[1;) €st une base orthonormée (abrégé en b.o.n) si c’est ala fois:

e une base: VYuek, IA)Diernnn uzf)\iei.
i=1
. ) o 1 sii=j
¢ une famille orthonormée : Vi, jelll;nl, (uj,uj)=9; ;= T
0 sii#j.
Exemples.

 Les bases canoniques de R" et .4, 1 (R) sont des b.o.n pour les produits scalaires canoniques.
* On définit un produit scalaire sur R, [x] en posant, pour tous P et Q dans Ry[x]

(P,Q) =P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).

On vérifie que si’on pose Ly(x) = %(x —-D(x—-2),Li(x) =—x(x—2) et Ly(x) = %x(x —1), alors la famille (Lg,L;,Ly) est
une base orthonormée de Ry [x] pour le produit scalaire précédent.

10
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Exercice 15 <> Soient 8 = (eq, e2, e3) labase canonique de R3 et 6 € R. Justifier que la famille € = (e1,€2,€3)

définie par
v f €1 =cos(B)e; +sin(0)er, €p =sin(B)e; —cos(B)ex et e3=-e3 p.@
.7
L = reste une base orthonormée pour le produit scalaire canonique. Donner une interprétation
- graphique.
#AB15
THEOREME coordonnées dans une b.o.n

Soient (E, (-,-)), un espace euclidien et = (e, ..., en), une base orthonormée.
Pour tout vecteur u € E,

u= Z (u,e;)ej.

i=1

Autrement dit, les coordonnées de u dans la base 9B sont les réels (u, ey, ..., {(u,ey).

Preuve. Soit u € E. La famille (e, ep,...,e,) est une base de E, il
existe donc A1, Ao, ..., Ay € Rtels que

es n
u= Z )\,-e,-.
i=1

Soit j € [[1; n]], on a par linéarité a gauche du produit scalaire

<u,ej> = <_zn:1)\,~e,-,ej> = Zn:l)\i<ei,€j>.
i= i=

Comme la famille est orthonormée, <ei,e j> =0désquei#j
et {ej,e;) = ||e;|* = 1. 1l vient <u,ej> = A;j et la formule est

finalement prouvée. -

A Attention. Il ne faut pas oublier I'hypothése "base orthonormée".

PROPOSITION norme et b.o.n

Soit (e1, ez, ...,en), une base orthonormée d’'un espace euclidien (E, () ) Pour tous u, v € E,

n n
(wvy=Y (weNve) et |ul®>=Y (ue)’.
i=1

i=1

Preuve. Soient u, v € E. D’apres le théoreme précédent et la bilinéarité du produit scalaire

(u,v) = <l§"1<ui, ei>ei’]§1<y’ej>ef> = i Z <”’ei><”’ej><"i’ef>-

i=1j=1
Comme <e,', ej> =0pour i # j,la somme se simplifie

0= (uer) (ner) feren) = 3 (ter) (ner).

=1

La seconde formule s’en déduit avec v = u car || ull2 ={u, u). -

Théorémes d’existence d’une b.o.n et procédé d’orthonormalisation de Schmidt
Soit € = (f1,..., [»), une base quelconque d’un espace euclidien (E, (-,-) ). Prouvons qu'il existe une famille % =

(e1,...,en) telle que :

11



i) 2B estune base orthonormée.

ii) Pourtoutke(1,n]], vect(e,ey,...,ex) =vect(fi, fo,..., fk)-

La preuve s’effectue par récurrence et donne un procédé de construction de la base 98 a partir de la base 6.

e e U1
— Initialisation. On pose vi=fi et e= T
U1
- k-1
— Pour tout entier k = 2, on pose ey = T ot vp=fi— Y (foei)ei
Vk i=1

Avant de faire la preuve, commencons par détailler le procédé d’orthonormalisation de Schmidt sur une famille
de vecteurs de R3.

T _ Posons
vy =
fo={frer)e fi=,2,D, £=B,1L1) et f3=(-21,6).
f2 . 4] 1
Avec les notations v = et eg=——=——(1,2,1).
e 1=h TG
. 1
o P Puis v2=f2—<f2,el>el=fg—W(fg,vl>v1.
1
é (farer)er

Apres simplifications, on trouve
1

V5

v, =02,-1,00 et ey= 2,-1,0).

Ensuite

(f3,v2) Uz_(f3»1/1>v1 .

o212 AR

v3=fa~(fs,e2) e2~(fz,e1) 1= f3~

1
Ilvient v3=(-1,-2,5) et e3=—(-1,-2,5).

V30

Preuve. Prouvons le cas général en raisonnant par récurrence sur la propriété

(e1,...,ex) est une famille orthonormée
P(k): ou  kel[L;n].
Vect ey, ..., ex) = Vect (f1,..., fi)-

— Initialisation. Comme e} = fi/ || fi || # Op, 2(1) est vraie.

— Hérédité. Soit k € [[1;n — 1]], supposons £ (k) vraie et démontrons £2(k + 1). Notons que vy, est non nul puisque par hy-
pothese, la famille € est libre. Le vecteur ey, est donc bien défini. Pour tout j € [[1; k]|, on a par linéarité a gauche du produit
scalaire

<vk+1r€j>=<fk+1,€j>—_Xk:l(fk+1,e,')<ei,ej>
i
:<fk+1.ej>—<fk+1,ej> car, pour i # j, <ei,ej>:0

<vk+1,ej> =0.
D'ott v, L ej. Comme ey estcolinéaire a vy, 1, onaaussi ey, L e; pour tout j € [[1;k]]. Précisons de plus que, par construc-
tion, ey est normée. Comme la famille (ey, ..., e;) est orthonormée, la famille (ey,...ex , k1) I'est aussi.

12



Justifions le second point.

Vect(ey,..., e, exy1) = Vect ey, ...
€1,...

=Vect|ey,...

=Vect(f1,...,

Vect(ey,..., e, exy1) = Vect(fi,...

La propriété 2 (k + 1) est donc vraie si 22 (k) 'est.

ect (

(
=Vect(ey, ...

(

(

vekr Vkt1)
N k
ep frs1—U) ol u= '21 (fr+1,€i) e € Vect(er, ..., ex)
i=

ve fier1) -
vex) +Vect (fi41)
i) + Vet (fi41)
S fern) -

— Conclusion. Les propriétés & (k) sont vraies pour tout k € [[1; n]]. Lénoncé s’obtient avec £2(n) en rappelant qu'une famille

libre avec autant de vecteurs que la dimension est une base.

[ |
++4 & Exemples
Exercice 16 1. On consideére R® muni du produit scalaire canonique.
C Orthonormaliser la base ((-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)).
\—;‘r\ 2. Orthonormaliser la base (1, x, x%) de R [x] muni du produit scalaire : p-B2
N o
J 1
X ®.Q= [ Poend.

# AB16

COROLLAIRE

existence d’'une base orthonormée

Tout espace euclidien admet une base orthonormée.

Preuve. Comme I'espace est euclidien, il est de dimension finie et admet au moins une base. Il suffit alors d’appliquer le procédé

| d’orthonormalisation décrit précédemment a cette base pour obtenir une base orthonormée.

COROLLAIRE

base orthonormée incompléte

Toute famille orthonormée d'une espace euclidien (E, (-,-)) peut étre complétée en une base orthonormée deE.
Autrement dit, si (el, €,...., ep) est une famille orthonormée deE de dimension n, il existe des vecteurs ey 1, €p+2,...,ex
tels que la famille (el, €2,...,€p,€pil,..n) en) soit une base orthonormée deE.

Preuve. D'apres le théoréme de la base incompléte, il existe des vecteurs fy11, fp+2, ..., fn tels que % = (el, e,..., e,,,fp+1,...,fn)
soit une base de E. En reprenant le procédé d’orthogonalisation, on peut obtenir une base %’ de 9 sans modifier les vecteurs

ey, e,...,ep. D'oti le résultat.

Bases orthonormées et matrices

PROPOSITION

Soient (E, (-,-) ), un espace euclidien, % = (ey, ...

Sionnote | — U=Matg(u).
— V=Mat%(v).

Alors (u,v) =0V

expression du produit scalaire avec les matrices colonnes

,en) une base orthonormée deE et u, v € E.

et |ull®="'UU.

13



Preuve. D’apres le théoreme précédent

(u,e1)
n (u,e2)
u=> (ue;ye; et U= ) € Mn) (R).
i=1 :
(u,en)
De méme pour le vecteur v. Il suffit alors de poser le calcul
(v,e1)
(v, e2) n
'UV=[(uer)(u,e) - (u,en) ] . =Y (ue;)(ve;)=(u,v).
: i=1
(v, en)
Le second point s’en déduit avec v = u. -
A Attention. Rappelons que ces énoncés ne sont valables que dans le cadre d'une base orthonormée.
DEFINITION matrice orthogonale

SoitM € M, (R).
On dit que M est une matrice orthogonale siM est inversible et M~! = 'M.

Remarque. D’apres les résultats sur les matrices, M est orthogonale si et seulement si ‘MM =1,, ou M’'M =1,,.

cos(0) sin(0)

—sin(®) cos(®) est orthogonale. En effet,

Exemple. Pour tout 0 € R, la matrice Rg =

cos(0) sin(0) cos(0) —sin(0)

. _
Ro Rg = —sin(0) cos(0) sin(@)  cos(0)
B cos(0)? +sin(0)? —cos()sin(0) +cos@)sin(®) | _[ 1 0] _,
“ | —cos(0)sin(B) + cos(0) sin(0) cos(0)2 + sin(0)? “lo 1| *

Remarques.
e Les colonnes d'une matrice M orthogonale sont non nulles et forment une base orthonormée de .4, (R) pour le
produit scalaire canonique. En effet, si on écrit M = [C; C; ... C,], alors

I of} ;¢ 'CiC, -+ ICyiCy,

'C, 'C, CC1 GGy -+ GG,
M=| . et MM=| . [[C C ... Cy = ) ) )

'Cp 'Cn ‘c,¢, ‘C,C, --- 'Cc,C,

Dés lors, la matrice M est orthogonale si et seulement si pour tout (i, j) € [[1, nl?

1 sii=j
tCiCj _ { : J
0 sinon.

Cette derniére condition traduit le fait que la famille des matrices colonnes (C;) ;¢[1;, €st orthonormée. Comme cette
famille contient autant de vecteurs que la dimension de .41 (R), c’est une base de .4, 1 (R).

e Structure de 'ensemble 0,, des matrices orthogonales de taille (7, )

— Présence d'un élément neutre : 1,€0,.
— Stabilité par passage al'inverse : vPeoO,, P leod,.
— Stabilité par produit : VP, Qel,, PQe0,.

14



Exercice 17 Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes

- <> 1. Justifier les trois points de la remarque précédente.

z <> 2. Que dire d'une matrice diagonale et orthogonale? p-B2
1) 44 3. Montrer que si P € 4> (R) est orthogonale avec det(P) > 0 alors il existe 0 € R tel que
4 P=Ry.
#AB17
PROPOSITION

matrice de passage orthogonale

Soient (E, () ) un espace euclidien et 8 = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E.
Soit € une autre base de E. On a équivalence entre les énoncés :

i) La base € est orthonormée.

i) La matrice de passage Pz« est une matrice orthogonale.

Preuve. Pour une matrice A, notons [A];; son coefficient en position (i, j). Notons aussi € = (€1,€2,...,€). Comme % est une
base orthonormée,

Vie[l;n] Si:§1<5ivek>ek-
Par définition de le matrice de passage de la base 8 a ¢ i
[P ] = (eirex)-
Puis, par définition de la transposée [tngcg]kj = [ngcg]jk = <sj,ek>.

Enfin, par la définition du produit matriciel

n
[Pas Pae];;= kzl [Pagse] ik ["Paaee ]
n
=) (eier)(gjex
PUCHERICED
[Pme tng(g] ij= <£,-,£]-> voir proposition page[TT}

Raisonnons par équivalence. La matrice Py est orthogonale si et seulement si

. 0 sii#j
Poe'Pae=1n < Y, jellnl? [PgecgtPga%]ij:{l sinon
. 0 sii#j
= V(@ j)ell,nl? €,,€7)=
Gpemnr?,  (eie;) {1 o

Finalement, Pg« est orthogonale si et seulement si la base 6 est orthonormée.

2.3 Le supplémentaire orthogonal

Tout s.e.v d'un espace euclidien (E, o) ) admet un supplémentaire orthogonal.
Autrement dit, si F est un s.e.v de E, il existe un s.e.v G de E tel que

FeG=E et VYueF, VvegG, ulwv.

En effet, si (el, e,..., ep) est une base orthonormée de F, alors on peut choisir (ep+1, €p+2yenes en) une complétion en
une base orthonormée de E. Dans ce cas, Vect(ep+1,ep+2, ..., €,) fournit un supplémentaire orthogonal.

Exemple. Reprenons F et G de I'exercice[I2} p.[9] Les vecteurs v = (—2,1,0)) et w = (-3,0,1) forment une base du plan
Fetu=(1,2,3), une base de la droite vectorielle G. On constate que F et G sont supplémentaires et orthogonaux.
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PROPOSITION propriétés

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, () )
o F etF* sont supplémentaires dans E.
¢ dim (F) = dim(E) — dim(F).

Preuve.  Soit u € E. Soit (el, eg,...,ep) une base de F orthonormée que 'on compléete en une base (e, e, ..., e;) orthonormée
deE.On a

n P n
u=>y (ueiye;=y (wejyei+ Y (ue;).
iz1 i=1 i=p+1
—_—  —
=Up =uy

F est un s.e.v stable par combinaison linéaire et pour tout i € [[1, pll, e; € F, donc ug € F. De plus, pour tout j € [[1, pl|
n
<l“_,€j> =Y (u.ei><eilej> =0 dou uy eFL
i=p+1

On a donc E = F+FL. De plus, pour v € FnFL. Le vecteur v est orthogonal 2 lui-méme, c’est donc le vecteur nul. Ainsi,
FNF+ = {0g}. Par la caractérisation des supplémentaires, F & F- = E.

* Pour le second point, il suffit d’écrire

FoFLt=F = dim(F)+dim(FJ‘)=dimE.

A Attention. Iln’y a pas unicité du supplémentaire, mais unicité du supplémentaire orthogonal.
En effet, si G est un supplémentaire orthogonal de F, on a G c F* puisque F* est le plus grand, au sens de I'inclusion,
s.e.vde E orthogonal a F. Or, avec le second point, on a automatiquement dim(G) = dim(F1). Nécessairement G = F~+.
Dans I'exemple précédent, on constate qu’il n'y a qu'une droite vectorielle orthogonale a F.

Exemples.

¢ Soit E = R3 muni du produit scalaire canonique. Posons u = (1,1,1) et F = Vect(u). Déterminons une base de FL.
Tout d’abord, F+ est de dimension 3 — 1 = 2. Pour déterminer une base de F*, il suffit de donner deux vecteurs de F+
qui forment une famille libre (donc ici, non colinéaires). Par exemple,

v=(1,-1,00 et w=(0,1,-1).
e Soit E = Ry[x] muni du produit scalaire (P, Q) = P(-1)Q(-1)+P(0)Q(0) + P(1)Q(1). Donnons une base de I'orthogonal
de F = R; [x]. Comme F est de dimension 1, il suffit de trouver un polynéme de degré au plus 2, orthogonal a 1 et x. Or,

pour P = ax? + bx + ¢, on montre que

(P(x),1)=2a+3c et (P(x),x)=2b.
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On constate que P = 3x? — 2 convient.

¢ Dans le cas de .4, (R) muni du produit scalaire canonique, on montre (en reprenant les idées de I'exercice 13 que

yn(R)l = vdn)

Exercice 18

++ & Les questions sont indépendantes
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien (E, (-, -} ).
1. Montrer que (FJ-)J' =F. B3

2. Montrer que (F+ G)J- =FinGt puis Fl+Gl= Fn G)J'.

4+ % Soient n € N* et E=Ry,[x]. Considérons F et G les sous-espaces vectoriels de E consti-
tués des polyndmes pairs (resp. impairs). Montrer que F et G sont des sous-espaces supplé-
mentaires orthogonaux de E pour le produit scalaire

. p-E3
P(1Q(r)dt.
1

VP, QE€E, (P,Q):[

17
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Editeur

Y/ Exercices
1 ,

X g

Exercice 20. 4 Vrai ou faux? #AB21
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace euclidien (E, (-, -} ). F et G sont supplémentaires si et seulement si FletGt
le sont.
> Solution p.[33]
n n
Exercice 21. - ®» Montrer que pour tous réels x1, X2, ..., Xp,ona ¥ x; </n,/ ¥ x;2. Préciser le cas d’égalité. # AB22
i=1 i=1
> Solution p.[33]
Exercice 22. <> Inégalité de Bessel # AB23
Soit &, une famille orthonormée d’un espace euclidien (E, (oD ] Montrer que pour tout vecteur u € E :
Y (we)® < ful®.
eeF
> Solution p.[33]
Exercice 23. 4 # AB24
1. Rappeler l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis vérifier que
VA€ Mp®), Tr(A?)<Tr('AA).
2. Montrer également que Tr (A%) = Tr (*AA) si et seulement si A est une matrice symétrique.
> Solution p.[33]
Exercice 24. 4+ Base orthonormée d’'un hyperplan de R* # AB20
On considere 'espace euclidien R* muni du produit scalaire canonique et F I'hyperplan d’équation x + 2y — z— 2t = 0 dans la base
canonique de R?.
1. Déterminer une base de F'.
2. Construire une base orthonormée de F.
3. Tester et expliquer le code suivant qui permet de vérifier votre résultat.
> Solution p.[34]
# A est une matrice (4,3) dont chaque colonne représente un vecteur de la famille
def test(A):
for i in range(3):
if A[O,i]+2%A[1,i]-A[2,i]-2*A[3,i]!=0:
return print (’NON, BOUHHHHH’)
for i in range(3):
for j in range(i):
s=0
for k in range (4):
s+=A[k,il1*A[k,]j]
if s!=0:
return print (’NAAAAN !!?)
return print(’Bravo !’)
Exercice 25. ¢ % Soit (E, (-,-) ) un espace euclidien de dimension n € N*. Soit u € E\ {0g}. On définit ensuite 'application sur # AB25
E par

VxeE, @x) ={(x,uyu.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. Préciser Ker(¢p) et Im(¢).
2. Donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢. Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

3. A quelle condition sur u, ¢ est un projecteur de E?
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> Solution p.

Exercice 26. 4 Probabilité de collision
Soient X et Y deux variables aléatoires finies indépendantes et de méme loi. Notons

X(Q)=Y(Q) ={x1,x2,---,xn} et Vie[l,nl]l PX=x;)=p;.

1. Démontrer que PX=Y) = f sz.
k=1

1

e

2. En déduire que P(X=Y) = --. Préciser le cas d’égalité.
> Solution p.[39]

Exercice 27. ¢4 % Vecteur normal a un hyperplan
Soit F un hyperplan d’un espace euclidien (E, (-,-}).
1. Montrer qu'il existe ug € Etel que pourtout veE: veF <= (up,v)=0.
On dit alors que ug est un vecteur normal a F.
2. Exemples

a) On considere E = R® muni du produit scalaire canonique et le plan de R3 : F = {x,y,2) € R3|2x+3 y —z = 0}. Déterminer un

vecteur normal a F.
1
b) Soit E = R3[x] et le produit scalaire défini par (P,Q) = f P(1)Q(#)dt. Déterminer un vecteur normal a Ry [x].

> Solution p.[34]

Exercice 28. 44 & % Condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité
Soient u et v deux vecteurs non nuls d’'un espace euclidien (E, (-,-) ). Etablir I'équivalence entre les énoncés suivants :

i) Les vecteurs u et v sont orthogonausx.

ii) Pourtout AeR, [Au+v|=|vl.
>> Solution p.

Exercice 29. ¢4 Soient 8 = (ei)ie[[rn]] la base canonique de R” muni du produit scalaire canonique et A = (@ij)i jel1;n) une
matrice orthogonale. On désigne par c;, le vecteur de R" dont la matrice colonne dans la base canonique est la j-éme colonne
de A.

1. Montrer que < : .

n n
Y X ajj
i=1j=1

n n
e Xcj
i=1 j=1

< n.

ffdij

i=1j=1

2. & En déduire I'inégalité

> Solution p.[35]

Exercice 30. 444 Frames
Soient (E, ¢, -)) un espace euclidien et 2 = (e, €2, ..., e;) une famille de vecteurs de norme 1 de E.

1. & Justifier que 98 est une base de E si on suppose que
. 2
Vuek, lul?=) (ue;)”.
i=1
2. On suppose maintenant qu'il existe deux réels strictement positifs A et B tels que
U 2
Vuel,  Alul?<) (ue))*<Blul® (%)
i=1

a) Justifier que % reste une famille génératrice.
b) En considérant sur E = R? la famille (e1,e2,e3) définie par e; = (1,0), ez = % (-1,V3) etes = % (-1,-v3),
montrer qu'une famille peut vérifier (x) sans étre libre.

La théorie des frames permet d’étudier la stabilité et la redondance des représentations linéaires discretes d'un signal. On la retrouve
notamment dans la théorie des ondelettes, particulierement utile en analyse d’images.

>> Solution p.

Exercice 31. 44 On considere un espace euclidien E ainsi qu'une famille & = (e, -, ep) de vecteurs de E. Montrer que si la
famille & est génératrice de E, alors 'endomorphisme

E — E
Y, £1<u, eiei est bijectif.
i=
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Indication. On pourra, pour un vecteur u bien choisi, considérer {u, (1)) .

> Solution p.

Exercice 32. 444 Soient (1;) (1, une famille de vecteurs d'un espace euclidien telle que # AB32

v (e1,....en) €{-1,1}",

=§ww.

n
Zeiui
i=1

Montrer que la famille est orthogonale. On pourra démontrer dans un premier temps que

Exercice33. 444 d’apres oral HEC 2014. # AB33
Soit E un espace euclidien de dimension 7 = 2; on note {, ) le produit scalaire et || - || la norme associée.

2=§wwﬁwa.iww>

i=1 Jj=i+l

n
Z EjlUj
i=1

> Solution p.

n
1. Soit x € E. Montrer que | x| = /7 si et seulement si il existe une base orthonormée % = (e, ey,..., ey,) € E vérifiant x = ¥ ey.
k=1

2. Soit x et y deux vecteurs de E. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une base orthonormée % =
n n
(e1,€2,...,ep) eEvérifiant x= Y e ety = ¥ key.
=1 =1

> Solution p.

n .
Exercice 34. ¢ 44 SoitP(x) = ¥ a;x’ € R[x] avec pour tout indice i, a; € Rf. Montrer que pour tous x,y € R, on a # AB34
i=0

P(y/xy) < vP(x)-P(y).
> Solution p.

Exercice 35. ¢ 44 % Dual d’'un espace euclidien # AB35
Soit (E, (-,-)), un espace euclidien. On note E*, I'espace vectoriel des formes linéaires sur E. Pour tout u € E, on définit les applica-

tions @y par:
E - R
Pu { x = {u,x).

1. Vérifier que pour tout u € E, &, € E*.
On pose alors I'application @ : E — E* définie par ®(u) = ®,.

2. a) Vérifier que ® est une application linéaire de E dans E*.

b) & Montrer que @ est injective.

¢) & En déduire que pour tout f € E*, il existe u € E tel que f = ®,.
e Application

3. Justifier que si f est une forme linéaire de .4/, (R) dans R alors il existe une matrice A € .4, (R) telle que

VM e 4y [R), f) =Tr(AM).

4. & Soit n e N*, Justifier qu’il existe un unique polynome P,, de R, [x] tel que :

1
VQeRy,[x], fo P, (1)Q(#)dt = Q(0).

1
5. a) Justifier qu'il n’existe pas de polynome P de R[x] tel que : VQ € R[x], f P(H)Q(r)dt =Q(0).
0
On pourra utiliser le polynome défini par Q(x) = xP(x).

b) Est-ce en contradiction avec la question 3?

> Solution p.[37]
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Endomorphisme conservant la norme, les angles ...
Exercice 36. ¢4 Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.
1. Ondit que f est une isométrie si pour tout x € E, || f(x) || = [ x]|.
a) Montrer que si f est une isométrie alors f est un isomorphisme de E.
b) Etablir I'équivalence entre les énoncés :
i) f estuneisométrie;
i) Pourtous x, y€E, {f(x), f(1)) = (x, ).
Dans la suite, on s’intéresse aux trois conditions :
I) Lendomorphisme f est une isométrie.
) fof=—idg.
III) Pour tout x € E, f(x) est orthogonal a x.
On souhaite montrer que si deux des conditions sont vérifiées alors la troisieme ’est aussi.
2. Justifier que si les conditions I) et 1) sont vraies alors III) aussi.

3. On suppose maintenant I) et I1I).
a) Calculer {f(x) +x, f2(x) + f(x)), en déduire (x, 2(x)) = — |l x[|%.
b) Expliciter ||f2(x) + x||2, puis montrer II).

4. Conclure en montrant la derniére implication.

Exercice 37. ¢4 % Endomorphisme qui conserve I'orthogonalité

> Solution p.

Soit (E, (-,-}) un espace euclidien de dimension n. On note (-,-) le produit scalaire et || - || la norme associée. Soit f un endomor-

phisme de E qui vérifie la propriété suivante :
Vv eE, (=0 = {(@w),e))=0.

1. Vérifier que si u et v sont deux vecteurs de méme norme, alors (1 — v) et (4 + v) sont orthogonaux.

2. Démontrer qu'il existe k € R* tel que pour tout u € E, [[@(w)|| = k| ull.

Produits scalaires sur R;[x] et familles de polyndmes orthogonaux
Exercice 38. ¢ & A quelles conditions sur les réels a, p et y 'application définie sur R, [x]2 par
¢(P,Q) =aP(-1)Q(-1) +BP(0)Q(0) + YP(1)Q(-1)

est un produit scalaire sur Ra[x] ?

Exercice 39. 4 Soient neN* et ay,ay ..., an, nréels deux a deux distincts. Pour tout i € [[1; n]], on pose

X—a
L= [] —% et Piw=(x-a)Liw>
kellL;n) %~ Ak
k#i

1. Justifier que I'application ¢ définie par
2 n
VP,QEeR-1[x1%  @®,Q = Y P(ar)Q(ar)
k=1

est un produit scalaire sur Ry, [x] et (L;) je[1;5 €st une base orthonormée.
2. Justifier que 'application y définie par: ¥V (P,Q) € Ry,,_1 [x]?
n n , ]
wP,Q =) P(xr)Qxi) + ) P (xi) Q' ()

k=1 k=1

est un produit scalaire sur Ry;—1[x] et (P;) je[(1;) €st une famille orthonormée.
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>> Solution p.

> Solution p.[3§]

# AB36

d’apres HEC 2007. # AB37

#AB38

# AB39



> Solution p.

Exercice 40. 44 Variantes de produits scalaires sur R, [x] # AB40
1. Soit a € R. Pour tous les polynémes P et Q appartenant a E = Ry, [x], on pose
no. ;
®Q =3 PY@-Q" (.
i=0

Montrer que (E, (-,-)) est un espace euclidien.
On pourra penser a la formule de Taylor pour les polynomes.

2. Soientag,aq,...,ap desréels 2 a 2 distincts. Pour tous les polyndmes P et Q appartenant a E = R, [x], on pose
n . .
®,Q =Y PV (a;)- Q" (ct;).
i=0
Montrer que (E, (-,-)) est un espace euclidien.

> Solution p.[39]

Exercice 41. ¢4 % Un classique : les polynémes de Tchebychev # AB41
On définit (T;) ,en, une suite de polynomes par la récurrence

To=1, Tix)=x et VneN, Tui2(x)=2xTH41(x)-Th(x).
1. a) Soit neN, justifier que pour tout 6 € R,
cos ((n+2)6) + cos(nB) = 2cos((n +1)6) cos(6).
b) Montrer que pour tout réel 8, tout entier naturel n,
cos(n®) =Ty (cos®) (o)

c) Vérifier que T, est'unique polynome vérifiant les relations (e). Préciser le degré de T;,.

2. Soit n€N*. Soit (-,-y 'application définie sur R, [x]? par :

L P(1Q(D) dr

SRV

a) Montrer que (-, ) est un produit scalaire bien défini sur Ry, [x].

(P,Q) =

b) Vérifier que la famille (Ty) est une base orthogonale pour ce produit scalaire.

O<ksn
¢) Déterminer ||Tx| pour tout entier k € [[0, ]

>> Solution p.

Algebre bilinéaire et réduction

Exercice 42. 4 Matrice de Householder # AB42
Soit 1 un vecteur unitaire de R” et U sa matrice colonne dans la base canonique. On pose

H=1,-2U",

1. Simplifier HU et HV ol V est la matrice colonne d'un vecteur v orthogonal a u. Que peut-on en déduire sur H?
2. Vérifier que H est symétrique, orthogonale et diagonalisable.

>> Solution p.
Exercice 43. 44 Soit (E, (-,-)) un espace euclidien avec dimE = 2. Pour tout vecteur « non nul et pour tous les réels (A, ) # #AB57

(0,0), on définit 'endomorphisme f de E par
f(x) =Ax+ plx, uwyu.

1. % Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. Est-ce que f est diagonalisable?
2. a) Onditqu'un endomorphisme g est une isométrie si pour tout x € E, ||g(x)|l = || x||. Justifier que Sp(g) = {-1;1}.

b) A quelles conditions sur A et y, 'application f est une isométrie?
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> Solution p.

Exercice 44. 44 d'aprés EMLyon # AB58
Soit n.€ N*. On note E = R, [x] et on considére 'application ¢ de E2 dans R définie par:

+00
@(P,Q) = fo P(OQ(He " dr.

1. Montrer que ¢ est bien définie puis montrer que c’est un produit scalaire sur E. On pose ||P|| = \/m .
2. Soit T le polynéme défini par TX) =1+ );—V,L Calculer ||T||.
On posel = \I_%I
3. On définit 'application y qui a tout polynéme P de E associe 2¢(P,)I - P.
a) Montrer que 6 est un automorphisme de E et déterminer y~!.
b) Montrer que pour tout Pde E: [w(P)| = |IP].
¢) Quelles sont les valeurs propres possibles de y?

d) Lendomorphisme y est-il diagonalisable?

>> Solution p.
Exercice 45. ¢ 44 % Matrices de Gram et valeurs propres # AB59
Soient (E, {-,-)) un espace euclidien de dimension 7 et (u1, U2, -, up) une famille de vecteurs de E. On pose
G:(<u-,u->] et M=Matg(u,u, -+, un),
P i j<n 2 n)
ol 2 est une base orthonormée de E.
1. Vérifier que G = 'MM.
2. En déduire que ker(G) = ker(M), puis rg(G) =rg(uy, ug,- -, Up).
Indication. Considérer "XGX pourX e M1 (R).
3. Vérifier que G est inversible si et seulement si la famille (u1, up, -+, uy) est une base de E.
4. Justifier que les valeurs propres de G sont positives ou nulles.
5. Justifier que les valeurs propres sont majorées par ¥ || ||2 )
i=1
>> Solution p.
Exercice 46. 44 Soit n un entier supérieur ou égal a 2. # AB60
On munit R” de son produit scalaire usuel que I'on note (,). La norme associée est notée | - |. Soit u un vecteur de R” de norme

égaleal.
Pour tout réel a, on définit 'application f, par:

VxeR", fax) = x+alx, uyu.

1. Montrer que f; est un endomorphisme de R”.

2. Soient a et b deux réels.
a) Déterminer c tel que fgo fj, = fe.
b) Pour quelle(s) valeur(s) de a, 'application f, est-elle bijective? Expliciter alors sa bijection réciproque.
c) Pour quelle(s) valeur(s) de a, I'application f; est-elle une symétrie?

d) Pour quelle(s) valeur(s) de a, 'application f, est-elle une projection? Préciser alors les deux sous-espaces F et G tels
que f soit une projection sur F parallelement a G.

3. Lendomorphisme f; est-il diagonalisable?
4. Dans cette question, on pose a = —2 et on ne suppose plus le vecteur u fixé.
On note s, I'application f_, définie précédemment. On a donc, pour tout u de R” tel que flul =1:
VxeR", su(x) = x=2(x, uu.
On note g un automorphisme de R” vérifiant la propriété suivante : la matrice de g1 dans la base canonique de R” est la
transposée de la matrice de g dans la base canonique de R”.
a) Vérifier que [lg(w)| = 1.
b) Montrer que: gosyog~ ! = Sg(w)-
> Solution p.[&2]
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Compléments en dimension infinie
Exercice 47. ¢ 44 Orthogonal d'un hyperplan
1
On munitE = <60([0, 1],[R) du produit scalaire défini par :V(f, g) € Ez, (f,8= f fgde
0

Considérons le sous-ensemble A de E, constitué des applications qui s’annulent en 0 et le sous-ensemble B de E, constitué des
applications dont I'intégrale sur [0, 1] est nulle. A et B sont les noyaux de formes linéaires non nulle

1
feEE— f(0)eR et feE»—»f f(ndteR.
0

Ce sont donc des hyperplans de E. Déterminer AL et BL.
> Solution p.[42]

Sujets de révision

Exercice 48. 44 Un sujet de concours
On note E I'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R* et & valeurs dans R et E; 'ensemble des fonctions f de E
telles que l'intégrale f0+°° (f (x))2 dx converge. Pour toute fonction f de E, on note ®(f) la fonction définie dans cette partie sur R*
par

X
izf tf(ndt six>0
+ _J x¢Jo
VxeR™, @(f)x)= 1)

2

six=0.

On admet que @(f) est continue sur R*.

1. a) Justifier: V(x,y) e R?,|xy| < 1 (x? +y?).

+00
b) En déduire que, pour toutes fonctions f et g de Ep, I'intégrale f f(x)g(x)dx est absolument convergente.
0

c¢) Montrer alors que E» est un sous-espace vectoriel de E.
2. On considere I'application (-,-) de Ep x E; dans R définie par:

+00

V(f,g) €E2 xEa, (f, 8= X fx)gx)dx.

Montrer que (-, ) est un produit scalaire sur Ex. On munit E» de ce produit scalaire et de la norme associée notée | - |-
3. Soit f une fonction de Ej.

X
OnnotepourtoutxdeR+: h(x)zf tf(nde.
0

2 2
a) Calculer les limites de x — (h(x—ﬁ)) etde x — (h(x—?) en 0.

b) Montrer, a 'aide d’'une intégration par parties :

X (h(x)

2
h(X
vXeR], dx:—l[ %
o x*

3 x3

) 2 (X
+§f0 FEO(HxX)dx (o)

X
c) SoitX € R} . En étudiant le signe de la fonction polynomiale A € R — f Af@x)+o() (x))2 dx, montrer I'inégalité de
0

Cauchy-Schwarz suivante :

1/2

fOXf(x)tb(f) (x)dx < (fox (f(x))2 dx)ll2 UOX (<I>(f)(x)]2 dx)

d) En déduire:

X 12, X 1/2
VXeR], (fo @(f)(x))zdx) sg(fo (f(x))zdx) .

2
e) Montrer alors que la fonction @(f) appartient a Ex et quel'on a: |[®(f)| < 3 £l

f) En utilisant la relation (e), justifier que la limite de X — X(®(f) (X))2 en +oo est finie, puis en raisonnant par I’absurde,
montrer que cette limite est nulle.
g) En déduire :

D)2 = §<d>(f),f>.
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> Solution p.

Probleme 49. 444 Séries de Fourier # ABp3
Dansla suite, E désigne l’espace vectoriel des fonctions continues sur R et 2n-périodiques. Pour tout f € E, on définitles coefficients
de Fourier par :

1 bl
():—f 0di,  bo(f) =0,
ao(f o _nf o (f
1 [m 1 [m
vneN*,  an(f)= —f f(t)cos(nr)dr et bn(f)z—f f)sin(no) dt.
nJ-7 nJ-n
On définit de plus la matrice ?n(f)zan(f)lg+bn(f)l ol Iz[ _01 (1) ]

> Solution p.[d4]

Régularité et décroissance des coefficients de Fourier

1. Justifier que 'application définie sur .45 (R)? par
V(A B e R, @@AB) =Tr('AB)

est un produit scalaire sur .#> (R). On note || - || la norme associée a ce produit scalaire.
2. On suppose dans cette question que f est de classe ¢! sur R.
a) Montrer que: ap(f) n:oo et bu(f) nfc;oo'
b) En déduire que |[Fp(f)| 0
On admet que ce résultat est encore valable méme lorsque f est continue (de classe €°).
3. Vérifier que si f est de classe ¢! sur R, alors pour tout e N* :  F, (f) = -nJBu (.
4. Comparer ||F,(f")| et |En(H)]-

~ 1
5. En déduire que si f est de classe €P avec p € N alors ||Fn(f) || =0 (_p) .
n—+00 n

e Un produit scalaire surE

6. Vérifier que I'application définie sur E2 par

1 pm
V(g B2 (f,g)=;f Fngnde
—Tt

est un produit scalaire sur E. On note N(-), la norme associée.

7. Notons & (respectivement .#), le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions paires (respectivement impaires). Vérifier
que £ et .¢ sont supplémentaires orthogonaux dans E.

1
8. a) Justifier que pour tous a, b € R, cos(a) - cos(b) = 3 (cos(a—b) +cos(a+Db)).
b) Soit n € N*. On définit les fonctions f; pour k € [[0; n]] par
fo:teR—1/vV2 etpourk=1 fr: teR— cos(kt).

Justifier que la famille &, constituée des fonctions (i) kefo;n €St orthonormée pour le produit scalaire (-, ).
De la méme maniere, on montre que la famille 9, constituée des fonctions g : t € R— sin(kt) pour k € [[1; n]| est orthonor-
mée.

9. Vérifier que la concaténation des familles F, et ), forme une famille orthonormée de E.

1 &~
10. Soit f € Vect(Fpn,¥y). Démontrer que  N(f)? = > X ||Fk(f)||2-
k=0

Compléments Python - Calculs approchés des coefficients de Fourier

Dans la suite, on définit pour tout fonction f de E et tout n € N*,

n

n
Su(N =) ar(Nfi+ 3 b(f)gk-
k=0 k=1

On peut montrer que si la fonction f est « suffisamment réguliére » alors pour tout réel t, Sy (f)(t) tend vers f(t) lorsque n — +oo.

On peut en déduire que la limite de (N(Sn (f))) estalors N(f). La preuve est accessible avec les outils de deuxieme année mais elle
n

n'est pas dans lUesprit du programme, on propose donc de le vérifier numériquement avec python.
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11.

12.

13.

On a démontréﬂ dans un précédent exercice que pour tout polynéme P € Ry [x]

B _
f Plodr= P& [P(a) +4P
A 6

Partant de ce constant, pour une fonction continue f, on approxime l'intégrale sur [o; 3] par
p -«
[} reodz=1,00 = £

o« 6

Pour obtenir une meilleure approximation sur un segment [a; b], on partitionne uniformément le segment [a; b] en p sous-
segments. Sur chacun sous-segment, on approxime 'intégrale a I'aide de la relation (e). Une approximation d’ordre p est alors
donnée par

f(a)+4f(°‘7+ﬁ)+f(s)] *)

b-a
-

b p-1
ff(x)dx:Zl(f,a+kh,a+(k+1)h) ou h=
a k=0

Compléter la fonction Approx qui prend en arguments un entier naturel non nul p, une fonction f, deux réels a, b et renvoie
b
une approximation de f f(x)dx al’aide du schéma décrit ci-dessus.
a
def Approx( ... ):
=
- h=
8 for k in
=t
= alpha=
= beta=
I=
return I

Modifier la fonction précédente pour obtenir une fonction python an qui prend en arguments un entier naturel n, une fonction

f etrenvoie une approximation de a,(f) (on pourra choisir p = 20).

En déduire une fonction python aCoeff qui prend en arguments un entier naturel N, une fonction f et renvoie une matrice

ligne contenant une approximation de

[ao() ar1(f) ... an()].
De méme, on admet que I'on dispose d’'une fonction bCoeff qui prend en arguments un entier naturel N, une fonction f et
renvoie une matrice ligne contenant une approximationde [0 b1 (f) ... bN(f)].

14. Compléter le programme qui permet d’afficher Sy (f) pour la fonction f € E définie sur [-m; 7] par f(¢) = ||t| - 2|.

N=10 # wun choixz d’une valeur de N
x=np.linspace(-np.pi,np.pi,100)
A=aCoeff (f,N), B=bCoeff (f,N)
Y=np.zeros (100)

5 e for i in range (0,100):
2 Y[i1=A[0]/np.sqrt(2)
E for k in range(1,N+1):
Y[il=
return

plt.plot(x,Y,’r’)
plt.plot(x,f(x),’b?)
plt.show ()

Graphe de f et SN(f) avec N=1 Graphe de f et SN(f) avec N=2
2.00 — s 200 — 520
— —

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 [ 1 2 3

1. Voir formule de Simpson.
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Graphe de f et SN(f) avec N=3
2.00 — s3(7)

-3 -2 -1 0 1 2 3
Graphe de f et SN(f) avec N=5 Graphe de f et SN(f) avec N=10
— s5(0)
—f

— s10(f)

—

Compléments - Calcul de {(2) et {(4) via I'égalité de Parseval

1 too
On admet dans la suite que pour toute fonction f de E N(f)2 =3 Y IED ||2
k=0

15. Préciser les coefficients de Fourier de la fonction f périodique de période 2nt définie par f(x) = x? pour x €] — 7; 7).

1ot
16. En déduire I'égalité Z Py

n=1

1
17. Calculer Z — en considérant maintenant la fonction f périodique de période 2n définie sur ] — m; n] par

n=1 n?
_J 1 sixel0,ml],
fx) ‘{ 0 sixel-m0l
Probléme 50. 44 Soit n € N*. On munit .4, (R) de son produit scalaire usuel : # ABp4

YA, Be.#y®R), (AB)=Tr("AB).

Pour tout F sous-espace vectoriel de .4, (R), on pose : F° = {M eMnR)|IVNEeF, Tr(MN) = 0}.
1. Préliminaires
a) Justifier que F° est un sous-espace vectoriel de .4, (R).

b) Vérifier que pour tout M € .4, (R) : MeF° < I!MeFt
ou F+ désigne I'orthogonal de F relativement au produit scalaire ¢, ).

¢) En déduire la dimension de F° en fonction de la dimension de F.

2. Application
Soit A € .4, (R), une matrice nilpotente (c’est-a-dire, il existe p € N* tel que AP = 0,). On admet que toute matrice nilpotente
est de trace nulle. On définit maintenant I'endomorphisme

Dy : { MR —  Mp([®)
M — AM-MA.
a) Pour M, N € ./, (R), comparer (P (M), 'N) et (‘M, D5 (N)).
b) Montrer que Im®, < (Ker®,)°. Justifier qu'il y a méme égalité.
¢) Montrer que A € (Ker®,)°.
d) Conclure en montrant qu’il existe B € .4, (R) telle que A = AB — BA.

> Solution p.
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Indications et solutions

p.[

&, Indication de l’exercicelzl

Remarquer que P € Ry [x] et calculer son discriminant.

&, Indication de l’exercice

p.B

. Prouver dans un premier temps quesix, y€ B, tx+(1-t)y €
B. C’est-a-dire [tx+ (1 -0yl < 1.
Traiter ensuite le cas d’égalité avec la question précédente.
. Dans R2, B correspond 4 un disque.

&, Indication de I'exercice[16 h.[13
[

Détaillons les différentes étapes.
Notons f1, f2, f3 les 3 vecteurs.

o Etape1:calculdee.

Normaliser fj pour obtenir e .

e Etape2: calcul dee.

Poser v2 = fo — (2,1 ) e et calculer

U2

er = .
o2l

e FEtape 3 : calcul de e3.
Poser v3 = f3 — {f3,e1)e1 —(f3,e2) ez, puis calculer
U3

3= ——

e3= .
sl

& Indication de I'exercice[18] p.[17]

On pourra s'appuyer sur les résultats de I'exercice[T4} On vu
l'inclusion F ¢ (FJ-)J' et 'égalité

(F+G)L =FtnGt.

Exercice[l] p.

AB1

Soient u, v€ E

2 2 2 2
lu+vl®+lu—vI® =lul”+2{uv)+ vl
2 2
+lull® =2¢u, vy + vl

2 2
=lul”+1vll®.

N+ vl = lu—vI? =lul? +2¢u, v) + v)?
= (luel® = 2¢u, v) + 1v1%)
=4(u, v).
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p-[A

AB2

Exercice2]

1. Si u est nul, I'égalité est vérifiée. Sinon, soit A € R tel que
v=Au.Ona

(1, v)] = INCu, )] = A )2
et Naell - vl = IAT- ull?.

On a bien égalité.

2. D’apres les regles de calculs sur la norme et le produit sca-

laire
POV = A2[ull? +2X- (u, v) + w2

Comme la famille est libre, u # O, puis ||ull # 0 et P est un
polyndme de degré 2. Son discriminant est

A= 4u, v)? —4l|lul?- v)* <o.

Or P n'admet pas de racine. En effet, s'il existe un réel 7y tel
que P(#) = 0, on en déduirait que fyu + v = 0. Absurde, on
suppose la famille (u, v) libre. Le discriminant A est donc
strictement négatif. D’ou1

2 2 2
(u, )= <|lull”-llvll”.

On a donc bien montré I'inégalité avec son cas d’égalité.

p-A

AB3

Exercice[3]

Laurent Schwartz a gauche (1915-2002), Hermann
Schwarz a droite (1843-1921) et Augustin louis Cauchy
(1789-1857) au centre.

p-A

AB4

Exercice[d]

1. — Symétrie
Soient f, g € 6€°((a; bl).

b
o(f.g) = f Fhgndr
a

b
=f g f(ndr=g(g N.
a

— Bilinéarité
Justifions la linéarité a gauche. Soient A e Ret f, g, h €
¢°(la, b]), par linéarité de I'intégrale,

b
OAf+gh) :f (Af()+g(0)h(n)dt
a

b b
=Af f(t)h(t)dt+f g(Oh(ndt
a a

=Ao(f, h) + (g, h).



Par symétrie, on obtient la linéarité a droite et donc la bili-
néarité.

— Positivité
Pour f € €%([a;b)). Par croissance de l'intégrale avec les
bornes dans le bon sens

b
o(f, f) :f f(n?de=0.
A S—~—
=0

— Définie
Soit f € €°(la; b)) telle que

b
o(f, N =f f(n%de=o0.
a

La fonction t € [a; D] — f (1)2 est positive et continue, par le
cours, la fonction f est nulle sur [a; b].

Lapplication ¢ est bien un produit scalaire.

. Pour tous f, g € €°((a; b]), on a par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz

F.e*<IfI?*-lgl?

C’est-a-dire

b 2 b b
(f f(t)g(t)dt) sf fz(t)dt-f g2 (1 dt.
a a a

. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, f est de signe
constant. Dans la suite, on suppose f >0 (le cas f <0 s’en
déduisant en considérant — f). En appliquant 'inégalité de
Cauchy-Schwarz aux applications continues (par composi-

tion) a
\/; et 1/\/?,

on obtient le résultat demandé.

Il y a égalité si et seulement si il existe A € R tel que \/f =
N/f. Dot f=A.

La réciproque est directe. En conclusion, il y a égalité si et
seulement si f une fonction constante (non nulle).

Exercice[5] p.

AB5

. En reprenant la démonstration de I'inégalité triangulaire, il
y a égalité si et seulement (u, v) = ||u| - |v]l. On a donc deux
conditions :

Ku, )| =lul-llvl et (u,v)=0.

La premiere égalité correspond au cas d’égalité dans 'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz. La famille (u, v) est liée. Soit v est
nul, soit u = Av avec A € R. La seconde condition équivaut a

Mull® = (u, Auy = (u, v) > 0.
N——

=0

On peut résumer par : soit v est nul, soit il existe A € R* tel
que u = Av.
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2. Rédaction 1.
D’aprés I'inégalité triangulaire. Soient x, y€ B et t € [0;1]

lex+ A=yl <lel-lIxl+11=z- 1yl
<tlxl+A-0-lyl
<t-1+4(1-1-1=1.

D’apres la question précédente, il y a égalité si et seulement
siil existe A € R} tel que

tx=A1-10y
Par conséquent, x et y sont colinéaires et de méme norme.
On a de nouveau le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz et
lx=yI? = 1l + 1 yI? - 2¢x, .
= llxl® + Iyl* = 20x] - Iyl
=(Ixl-lyl)*=0 dou x=y.

Rédaction 2.
On a par I'inégalité triangulaire

ltx+A -yl <lexl+IIX-Dyl (L1)
(L2)

(L3)

< tlxll+@=nlyl
<tx1l+(1-1x1
1

Justifions maintenant que I'inégalité est stricte. Raisonnons
par I'absurde en supposant que

N

ltx+ A -0yl =1.
Le passage entre la ligne L, et L3 impose
lxl=1, lyl=1

D’apres la question 1, le cas d’égalité dans I'inégalité de la
ligne L; impose 'existence de A € R* tel que

tx=A1-0y (o)
En particulier, on a I'égalité des normes :
r=lexl =M1 - Dyll=A1—-1).

Précisons que ¢ # 0, A(1 - £) # 0. En revenant a (e), on en dé-
duit alors que x = y. Cas exclu par hypothése. L'inégalité est
stricte.

3. Dans R2, I'ensemble B correspond au disque unité avec son

bord. La condition de convexité
Viel0;1l], tx+(1-1yeB

se traduit géométriquement : pour tous éléments x, y de B,
le segment [x, y] est inclus dans B.

7
o\




De plus, la condition stricte
||tx+ 1- t)y|| <1

illustre le fait que le seul moyen pour que z = tx+ (1 - 1)y
soitsurle bordestque z=x (t=0)ouz=y (t=1).

Exercice[f] p-@
AB6

. — Symétrie
L'application ¢ est bien symétrique

VP,QeRa[x], ¢1(P,Q) =¢1(Q,P).

— Bilinéarité
(1 estlinéaire a gauche. Pour Q, P, Se Ra[x] et A e R

2
@1(P+AQ,S) = Y (P+AQ)(H)S(i)

i=0
2 2
=Y PSS +A Y QU)S(i)
i=0 i=0
@1(P+AQ,S) =1(P,S) +Ap1(Q,S).

Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite et donc bilinéaire.

— Positivité
Pour P e Ry [x]

@1(P,P) =P(0)> +P(1)* +P(2)% > 0.
—— N N —

=0 =0 =0

— Définie

De plus si ¢ (P,P) = 0 alors P(0) = P(1) = P(2) = 0 (somme
de termes positifs). Le polyndome P admet donc au moins 3
racines tout en appartenant a Ry [x], nécessairement P = 0.
Finalement, ¢ est un produit scalaire.

* De méme, on vérifie que ¢y est symétrique et bilinéaire.
Soit P € Ry [x]. Par croissance de l'intégrale

vre[-1;1], P®%=0
1
donc (pg(P,P):f P(H2dt=0.
-1
1
Deplussif P(1)®dt =0 alors
vie[-1;1], P®2=0

car t— P(t)2 est continue positive sur [—1;1]. Le polyndéme
P admet une infinité de racines (tous les réels de [-1;1])
doncP=0.

Remarque. Ce passage est le plus délicat de la preuve, le cor-
recteur sera particuliérement vigilant sur ce point. Il convient

de bien le maitriser.

Finalement, ¢ est bien un produit scalaire sur Ry [x].

2. SoitQ:ax2+bx+c<—:[R€2[x]

@1(P,Q) =0+1x(a+b+c)+2(4a+2b+c)
=9a+5b+2c.

1 2b
@2 (P1,Q) :f ax® +bx® +cxdx = 3
-1
Ainsi pour Q1 = 2x-5, on a Q; orthogonale a P; pour le pro-
duit scalaire (7 mais pas pour ¢2.
Pour Qy = x2, Q5 est orthogonal pour P pour le produit sca-
laire 2 mais pas pour 7.

Exercice p-[6
AB7

Exercicelg] p.[6
AB8

Exercice[] p-
AB9

Exercice p-[
AB10

Ce calcul permet de vérifier que la réciproque de la re-
marque est fausse. En effet, on a exhibé trois vecteurs de R3
qui ne sont pas orthogonaux alors que

2 2 2 2
lu+v+wl® =llul”+Ivl®+wl”.

Exercice p-[E
ABI11

1. Soient a et b deux réels. D’apres les identités trigonomé-
triques,
cos(a+b) =cosacosb-sinasinb

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
donc cos(a+ b) + cos(a— b) =2cosacosb

On en déduit

21
f cos(kx)cos(fx)dx
0
2n 1
:f E(cos((k+€)x)+Cos((k—E)x)dx
0

21 2n
:f cos((k+€)x)dx+f cos((k—¥€)x)dx
0 0



Soitn e Z.
— Sin#0,
2n 1 21
f cos(nx)dx = | —sin(nx) =0.
0 n 0
— Sin=0,

21 21
f cos(nx)dxzf 1dx=2m.
0 0

En conclusion

2m 2 ik=¢
f cos(kx)cos(fx)dx = TS
0 0 sik#0.

La famille est bien orthogonale mais non orthonormée.

2. D’apres le résultat précédent, la famille (x — cos(kx))
est libre.
On peut procéder de méme pour la seconde famille ou uti-
liser la dérivation. Notons gy : x — sin(kx). Soit (Ay)
R” tel que

1<ks<n

1<ks<n ©

n

A8k =0.
k=1

Par linéarité de la dérivation

2 !
Z )\kgk =0.
k=1
n
Donc kA i fi =0.
k=1

D’aprés la question précédente, la famille (%)
libre. Donc

o<ks<n €St

Vke[l,nll, kAp=0.

Ainsi, pour tout k € [[1,n]], A = 0. Par définition, (x —
sin(kx)); <<y €st donclibre.

3. Oui!
Soient Ay,...,Apn, U1,..., Un € R tels que

n n
VxeR, Z A;jcos(kx) + Z Y sin(kx) = 0.
i=1 i=1

Ou encore

n n
VYxeR, Y Ajcos(kx)=-) p;sin(kx).
i=1 i=1

A droite on a I'expression d'une fonction paire et a gauche
impaire. Comme la fonction nulle est la seule fonction a la
fois paire et impaire.

n
VxeR, ) Ajcos(kx)=0,

n
i=1 i=

;sin(kx) = 0.
1

Comme les familles (x — cos(kx));c;e, €t (¥ —
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sin(kx))1 <k<p Sont des familles libres de E, tous les coef-
ficients A; et p; valent 0. La famille est bien libre.

Exercice[T2] p-Ql
AB12
1. SoitX = (x, y, z) € R3
(x,y,2)€F < x+2y+3z=0
(x,y,2)
= (-2y-3z,y2)
- = y(-2,1,00+2(-3,0,1)
= yui+zup
<~ (x,y,2) € Vect(uy, up).

Les vecteurs u; = (-2,1,0) et up = (—=3,0,1) forment une fa-
mille génératrice de F.

2. On vérifie que (u, u1) = 0 = (u, up). D’apres la remarque F et
G sont orthogonaux.

Exercice[T3] p-
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[

. Par les propriétés de la trace, 'application est bien une
forme bilinéaire symétrique.

e PourA= (a,-j)i,je[[l;n]],vériﬁer que
t W 2
Tr(A'A) = Zl Zlaij =0.
i=1j=

En particulier, si Tr(A’A) = 0, on obtient une somme de
termes positifs qui est nulle. Nécessairement, chaque terme
est nul.

Vi, jelll;nl, a,-j=0.

La matrice A est nulle.

2. Soient S€ %, (R) et A€ of;(R). On a
(S,A) = Tr (S'A) = — Tr(SA)
et (A,S) = Tr (A’S) = Tr(AS) = Tr(SA).

D’ou (S,A) = —(A,S). Or le produit scalaire est symétrique
(S,A) =(A,S). Il vient

(A,S)=0.
Comme ce résultat est valable pour toutes matrices sy-

métriques et antisymétriques. Les sous-espaces vectoriels
In(R) et o, (R) sont orthogonaux.

Exercice p-
AB14

1. Soit u € F. Pour tout v € F+
(u,vy=0

doncue (FJ-)J'. D’ou l'inclusion.



2. Soit w € FL + GL. Il existe u € FL et v € G tels que
w=u+v.
Soit x € Fn G. Par linéarité a gauche du produit scalaire
(w, x) ={u+v,x)=(uU,x)+(vx)
CommexeF,ueFJ-, (u,xy=0.
CommexEG,veGL, (v,x)=0.

Il vient (w, x) = 0 et w € (FN G)L. D’ou le résultat.

3. Raisonnons par équivalence.

ue(F+G)r < VveF+G, (u,1)=0
<~ VveF, (uv)=0
et YweG, (uw)=0
<> ueFt et ueGh
— ueFtnGt.

Dot I'égalité.

4. 1l suffit de procéder comme au 2.

Exercice[T5] p-
AB15

(€1,€1) = cos(0)? +sin(0)% = 1
(€1,€2) = cos(0) sin(B) —sin(0) cos(0) =0
(€1,€3) = cos(0) (e1, e3) +sin(B) (e2,e3) =0

car e; et e3 sont orthogonaux.
Il en va de méme avec € et €3. En résumé

Vi, je1;2;3), <€i,€j> =5;;.

La famille (e1,€2,€3) est une famille orthonormée.

En particulier, la famille estlibre avec autant de vecteurs que
la dimension de R3. C’est donc une base de R3. Conclusion :
(€1,€2,€3) est une b.o.n

On a fait une rotation des vecteurs (eg, e2) d'un angle 0 pour
obtenir (€1, €2). La famille reste bien une base orthonormée.

p-[I3]

AB16

Exercice[I6|

1. En reprenant la démarche détaillée dans l'indication, on
trouve
1

-1, 1,1
\/5( )

e =

32

1
es = —(1,1,0).

V2

1
ep=—(1,-1,2) et

V6

2. Vérifier que :

e1=1, ex=V32x—1) et e3=v180(x%>—x+1/6).

Exercice p-
AB17

1.e 1,4, =1, doncl, € @y.

« Comme pour P € @y, PP =1,.D'oll

_ -1

L L G I e Vo Bl s o
C’estla preuve de P~ € @y,
e SoientP, Qe Gy,.
‘PQIPQ = "Q'PPQ = Q,Q="QQ =1
= = nl= =ln.

DoncPQ e Gy,.

2. Supposons que la matrice P est diagonale et orthogonale.
Notons p; les coefficients diagonaux. Dans ce cas ‘P =P et

I,=PP=pP?= diag(plz,pgz,...,pnz).
Des lors, pour tout i € [[1; 7]], piz =letp;e{-1;1}.
La réciproque est claire. Finalement, les matrices diago-
nales et orthogonales sont les matrices diagonales avec la

diagonale constituée de +1.

3. Supposons P orthogonale

b
=l d]
de sorte que
2, B2
o | a“+b~ ac+bd
IZ_PP_[ ac+bd c?+d?
2, 2
o | G°+c°  ab+dc
2= PP‘[ ab+dc b?+d? ]

En particulier
2

A+b¥=1=a’+c¢
F+d?=1=b*+d*

On a donc b? = ¢? et a? = d?.

De plus, a® <1 et a € [-1;1]. D’apres le théoreme des va-

leurs intermédiaires, il existe 0 € R tel que a = cos(0). Puis
¥=1- cos(G)2 = sin(e)2 <= b=+sin(0).

Quitte a changer 6 en —0, on peut prendre b = sin(0) tout en
gardant a = cos(0). Ensuite, il existe €., €4 € {—1;1} tel que

c=¢csin(0) (car = 02)

d =gz cos(0) (car a? = dz)



De plus la condition ac + bd = 0 donne €, = —g;4 (qui
convient aussi si cos(0) sin(0) = 0).

Le cas €. = 1 est impossible avec la contrainte sur le déter-
minant.

Donc g, = —1 et on obtient

cos(0) sin(©) |
~sin(0) cos(®) | °

Exercice[I8] p-[I7
AB18

.OnadéjavuqueFc (FL)L (voir exercice p.. De plus
L
dim (F*)” = dimE - dimF*
=dimE - (dimE - dimF) = dimF.
. 4 sz 11
On a bien I'égalité F = (F-) ™.

. La premiére égalité a déja été montrée a I'exercice Ce
résultat étant valable pour tous sous-espaces vectoriels, on
peut I'appliquer a F- et G pour obtenir

(Fr+cH)t=(FH 1 n(GH T =FnG.
En appliquant de nouveau le résultat de la question 1, il

vient bien FL + GL = (Fn G)~+.

Exercice[T9] p-
AB19

SoientP € F, Q € G. le polyndme PQ est une fonction im-
paire, donc

1

1
<P,Q>=f_lP(t)Q(t)dt=fl[PQ)(t)dt:O.

F et G sont des espaces orthogonaux. En particulier FNG =
{0}. De plus, pour A € Ry, [x]

2n Ic n 2 n-1 2i41
i
A=) apx" =3 ayx™+ ) apjx7 7.
k=0 i=0 Jj=0
—_—  —
eF eG

On obtient F + G = E. Comme on a vu que F et G sont en
somme directe, F et G sont donc supplémentaires orthogo-
naux de E.
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