ECG 2 pour le mercredi 19 novembre

DM 3 - sujetA

THEME : ALGEBRE LINEAIRE, DIAGONALISATION

Probleme 1. ¢4 # DAp2

Norme et convergence de matrices

e Préliminaires
— Pour toute matrice B, on note [B];,, le coefficient en position (i, j).
—  Soit (A) yen une suite de matrices de .4, (R).
On dit que la suite (A,) ,en €St convergente si pour tout couple (i, j) € [[1, p]]z, la suite des coefficients ([An] i j)
converge vers une limite réelle notée ¢; ;.
On pose alors L= [¢; ;] , on dit que la suite (A;) ,en converge vers L.

neN

1<i,j<p
—  Pour toute matrice A de .#,(R), on pose [Al= max |[Al;;].
(i, )ellL;pl?
1. Vérifier que I'application ||-|| est une norme sur .4, (R). C’est-a-dire :
i) |All=0sietseulementsiA=0;
ii) Pour tout A réel, pour tout A€ .4, (R) : [IAA] = [AlIAll;
iii) Pour tout couple (A, B) de Jh’p([R{)2 (JA+ Bl < ||All + IB]l.

2. Montrer que (Ay) ,,en cOnverge vers A si et seulement si [|A, — All . 0.
—00

3. a) Etablir que pour tout couple (A,B) de (Jl,,([ﬂi))z, ona [|AB| < plA]-|Bl.
b) Montrer que si (A;) ,eny converge vers A et (B,) ,eny converge vers B, alors (A,Bj,) ,eny converge vers AB.

Exemples de convergence

4. Soit A un élément de .4, (R) telle que A <1/p.

a) Etudier lalimite de la suite (A"), .

b) i) Enraisonnant par I'absurde, montrer que 1 ¢ Sp(A).

ii) Pour neN, simplifier (I, — A) 3 A¥. En déduire la limite de ( ¥ Ak ) .
k=0 k=0 neN

Définition de 'exponentielle de matrice dans deux cas particuliers

Soit A € 4, (R).
. . 2 z n
Si la suite de terme général y. % AF est convergente, on pose
k=0""

+oo ] . ) n 1 k
exp(A):];)EA =n1iglmgOEA )

Exemple avec une matrice nilpotente d’'indice maximal
5. a) Justifier que si A est une matrice nilpotente (il existe un indice i € N tel que A’ = 0p), alors exp(A) est bien
défini.
b) Préciser exp(A) dans le cas ou

>
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o o o
S O -
S = =

e Lecas diagonalisable

Lycée Saint Louis 2025-2026



6. Soit D une matrice diagonale de .4, (R). Expliciter exp(D) a I'aide des coefficients diagonaux de D.
7. Soit A une matrice de .4, (R) diagonalisable, D une matrice diagonale et P une matrice inversible telles que
A =PDP!. Expliciter exp(A) a 'aide de P et exp(D).

Une deuxiéme définition et une relation fonctionnelle

e Une deuxieme définition dans le cas diagonalisable
8. Soit A une matrice de .4, (R) diagonalisable.
n
a) Soit x € R. Calculer lim (1 + f) .
n—oo n
b) Montrer que la suite de matrices ((Ip + %A)n) converge. Vérifier que exp(A) est sa limite.
n

¢) Montrer que pour tout réel x, exp (xI p +A) =e¥exp(A).

e Une relation fonctionnelle
* Dans la suite, A et B sont deux matrices de .4, (R) diagonalisables et qui commutent (AB = BA). On suppose
de plus que A a n valeurs propres distinctes. Soient u et v, les endomorphismes de R” canoniquement associés
a A et B respectivement.
9. a) Que dire de la dimension des sous-espaces propres de u?
b) Justifier que tout vecteur propre de u est vecteur propre de v.
¢) En déduire que u et v admettent une base commune de vecteurs propres.
10. Montrer que exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
11. Application
Justifier que exp(A) est inversible et donner son inverse.

- FIN -
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ECG 2 pour le mercredi 19 novembre

DM 3 - sujet*

THEME : ALGEBRE LINEAIRE, DIAGONALISATION

Probleme 2. 444 # DApI

Norme et convergence de matrices

e Préliminaires
— Pour toute matrice B, on note [B]; ;, le coefficient en position (i, j).
—  Soit (Ay) ey une suite de matrices de .4, (R).
On dit que la suite (A,) ,en €St convergente si pour tout couple (i, j) € [[1, p]]z, la suite des coefficients [[An] i j)
converge vers une limite réelle notée ¢; ;.
On pose alors L = [¢;, j] , on dit que la suite (Ay) ,cn cOnverge vers L.

neN

1<i,j<sp
—  Pour toute matrice A de .4, (R), onpose [Al= max _|[Al;;].
(i, )ellL;plI?
1. Vérifier que I'application ||-|| est une norme sur .4 (R). C’est-a-dire :

i) [|All=0sietseulementsiA=0p;
ii) Pour tout A réel, pour tout A€ .4, (R) : [[AAll = [A[IAll;
iii) Pour tout couple (A, B) de .#,(R)? : |A+B| < Al +|BI|.

2. Montrer que (A;) ,en converge vers A si et seulement si [|[A, —All — 0.
n—oo

3. a) Etablir que pour tout couple (A,B) de (M,,(R))Z, ona |AB| < p|Al - IBJ.
b) Montrer que si (A;) ,en converge vers A et (Bj,) ,eny converge vers B, alors (A;B;,) ,en converge vers AB.

Exemples de convergence

4. Soit A un élément de .4, (R) tel que Al < 1/p.
a) Etudier la limite de la suite (A")
b) i) Montrer que 1 ¢ Sp(A).

neN*

ii) Montrer que la suite ( 5 Ak) converge, et exprimer sa limite a I'aide de la matrice I, — A.
k=0 ) neN

Premiere définition de I'exponentielle de matrice et exemples

5. SoitA € .4y(R).

a) Justifier que pour tout (i, j) € [[1; pll?, tout k € N : 0< <(plAl )k.

[°]
Li
n

b) En déduire la convergence de la série de terme général | [Ak/ k! i j| puis de la suite de matrice ( Z

1
) EAk) .

n
+oo ]

On note alors exp(A), la matrice limite de sorte que Z EAk =exp(A).
k=0 "%+

e Exemple avec les matrices de rotation
6. Soit A € /4 (R) antisymétrique.
2n+1 1
a) Pourtout neN, calculer A, = EAk .
k=0 1
P P . _[cos(®) —sin(0)
b) En déduire qu’il existe unréel 0 e Rtel que exp(A) = sin®  cos(®) |-

On pourra s'aider de la formule de Taylor-Lagrange.

Lycée Saint Louis 2025-2026



10.

11.

12.
13.

Le cas diagonalisable

. Soit D une matrice diagonale de .4, (R). Expliciter exp(D) a I'aide des coefficients diagonaux de D.
. Soit A une matrice de .4, (R) diagonalisable, D une matrice diagonale et P une matrice inversible telles que

A=PDPL. Expliciter exp(A) al’aide de P et exp(D).

Une deuxieme définition et relation fonctionnelle

Une deuxieme définition dans le cas diagonalisable

. Soit A une matrice de .4 (R) diagonalisable.

x\n
a) Soit x € R. Calculer lim (1 + —) .
n—oo n

b) Montrer que la suite de matrices ((I pt %A)n) converge. Vérifier que exp(A) est sa limite.
n

¢) Montrer que pour tout réel x, exp (xIp +A) =e¥exp(A).

Une relation fonctionnelle

Dans la suite, A et B sont deux matrices de .#,(R) diagonalisables et qui commutent (AB = BA). On note u et
v les endomorphismes de R” canoniquement associés a A et B. On note (Ay,...,A;) les valeurs propres de u et
(M1,..., Hg) les valeurs propres de v.

On note E) (u) le sous-espace propre de u associé a une valeur propre A. Montrer que E) (u) est stable par v.
Pour i € [[1,7]], on note alors v; 'endomorphisme de Ey,; (u) induit par la restriction de v a Ey, (u). Lobjet de la
question suivante est de montrer que v; est diagonalisable.

Soit (x1,...,Xxp) une base de E constituée de vecteurs propres de v. On suppose que chaque vecteur x; est écrit
sous la forme
Xj=X1,j+Xp,j+ - +Xrj, avec Xg ;j€Ey, (u)pourtoutkde [[1,r]].

a) Montrer que les vecteurs non nuls de la famille (x1,..., xx, ,) sont des vecteurs propres de v et des vecteurs
propres de u.
b) Montrer que cette famille est une famille génératrice de E,, (u).
¢) En déduire que u et v admettent une base commune de vecteurs propres.
Montrer que exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
Application
Justifier que exp(A) est inversible et donner son inverse.

- FIN -
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ECG 2

DM 3 - éléments de solution

Problemell]

Pour une étude plus poussée et plus précise avec un
autre choix de norme, on pourra chercher les sujets HEC
2007 ou ESSEC 2009.

1.a)i) Soit A€ .4, (R).
Ial=0 < max |[a;]|=0
(i, NellL;p)?
= vGpelLpl? [Aj]=0
< A=0p.
ii) Soit A € R

INIAL = Nma| [ ]| = max ML | = 1Al

iii) Soient A, B € 4 (R)

la+BI=  max |A+Bl;j]
i, )ellL;pl?
|1A1; + Bl

(1,1)6[ 11 p]]2

< )[A )[B] )
etz U H )

< inégalité triangulaire

< ax ]ij"" Hmax ‘[B]”‘
(l,]) [(1;p11? (i, )ellL;pl?

IA+BI <[All + Bl

2. Notons que pour tout n € N

0<lAp-Al<s Y [[Anl;j—I[Al;;
(i, HellL;pll?

de sorte que si Ay, Pl A alors
—00

Vi, )elpl’, (Al — (Al

et par somme

Y |- tal] = 0.
(i, )ellL; pl?
Par encadrement 1A, —All — 0.
n—oo

* Réciproquement, si [|[A;—All oo 0 alors pour tout
(i, j) € [11; )i

0< ([Anl;j—[Al;j| < Ap —All

et par encadrement
[Anl; in [A] ij
Ceci étant valable pour tous les couples d’indices (i, j)
Ap o A.

L'équivalence est établie.

3.a) Soient A, B € ./ (R). Par définition du produit matriciel,
pour (i, j) € [[1; plI?

1481 | = ‘ f (A £ Bl

Z [(AL;k |- ‘ (Bl ]) inégalité triangulaire

P
< ) lIAl-IBI
k=1

|1aB1;| < pial- 18I

D’olt IABI < pllAll - IBIl.

3.b) Rédaction 1
Soit (i, ) € [11, pll?

n

ABnlij= ), [Anlix  [Bnlg;j
k=1 S—~— ——
— Al — (Bl

n—o0
et Z [Al;[Blg; = [AB];;.
k=1
Ainsi AnBn — AB.
n—oo

* Rédaction 2.

IAnBy —AB| = [An B —B) + (A —A)BIl
<[An Bn —B)l +II(An —A)BIl
< pllAnl-1Bn =Bl + 1Bl - [|Ax —All

On vérifie que (||Ax ) est bornée et par hypothese
B —BIl njt;oo et [|Ap—All njc;oo'
Par encadrement A, =By —AB|| — 0.
n—oo
Ce qui conclut d’apres la question 2.

4.a) Par récurrence, on a

VkeN, “Ak “ < p* 1Al < (plal)*.
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Comme pl|lA|l €] —1;1], les résultats sur les suites géo-
métriques donne (pllAIl)k — 0 puis HAk H — 0.La
k—+o0 k

—+00
question 2 permet de conclure

k
A" — 0p.
k—+00 P

4.b)i) Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe
X€e Mp1(R) telle que

AX=X et X#0p1.

Notons X = [x1,..., Xp]. Soit i € [[1; p]]

|xi] =

p
> (Al
=1

k
p
S LTARE

= ~

k=
<(Z |kl |- nAl
k

=1

il < plA .
|xi| < pl IIkg[%%Hkal

On éviterales notations du type ||X|| car'application
Il n’est définie que sur A [R) et non sur Mp,l (R).

Si on choisit un indice i tel que le maximum soit atteint,
ona

x;i #0 et |xl-| < |xl-|p||A||.
D’ol1 1< plAl.
Absurde par hypothese sur A. Finalement
1¢Sp(A).
La matrice [, — A est inversible.

En adaptant un peu, on a méme l'inclusion Sp(A)
I-1;1[.

4.b)ii) Par télescopage
n n
(Ip-A) Y AF= ) (1,-A)AF
k=0 k=0

n
_ Z Ak_Ak+1 =Ip —A"+l.
k=0
Avec le résultat précédent
i k
(Ip-A) Y AF — 1
p —ir
=0 n—oo

et avec la question 3.b)

M=

A= (1y-8)7 (1,-4) 3 Ak
k=0

k=0

-1 -1
— (Ip-A) " xIp=(1,-A)7"

n—oo

On pourra noter que c’est une généralisation de

5.a) Dans ce cas, pour tout n = i

n Ak i*lAk n o1

= _+ZEAi:Z_'

k=0 K kS0 K S k=0 K

i-1 Ak

La suite de matrices est constante a partir d’'un certain
rang, elle converge (vers cette matrice constante).

5.b) Ona
0 1 1 0 0 1
A=|0 0 1|, A2=| 0 0 o0 |.
0 0 O 0 0 O
D’ou
A2 0 1 3/2
exp(A):Ig+A+7: 0 0 1
0 0
6.0n a pour D = diag(dy, dz, ..., dp).
n pk nogkonogok n dpk
—:diag(z—,z—,...,z—
k=o k! =0 K iz K i K

— diag(edl,edz,...,ed”)
n—oo
d’apres I'expression sous forme de série de I'exponentielle.

Finalement

exp (dy) 0
exp(D) = .
0 exp (dp)

7. Par récurrence, on a

vkeN, Ak=ppkp~!

puis
n Ak noq ( noq
kp-1 k|p-1
> —=3 =PD*PT =P| ) —D¥|P
k=o Kt o k! k=o ¢!
On sait que
f Lok . expm)
k=o Kt nmeo

p—p pl_— p!
n—oo n—oo

En utilisant la question 3.b) (étendue au cas de 3 matrices),
on a converge et égalité

f Lak . pexpmyp~!
k=o kKt oo P

D’oll exp(A) = Pexp(D)P~ L.

8.a)
(1 + %]n = exp[nln(l + %])

Comme £ ——0,0na
(o)

1L ln(l + f) ~ =
@ Vae]-1;1], Zak j»ool—*(l—a) 1 n)n-ocon’
k=0 ) x
Par produit nln(l + —) ~ X
n) n—oo
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Equivalent que I'on traduit par une limite
X
nln(l + —) — X.
n’) n—oo
Par composition de limite (continuité de I'’exponentielle)
x\n
(1 + —) — e¥
n/ n—oo
C’est une limite classique a connaitre. Tout ce qui

@ |peut s'apparenter a une composition d’équivalents
sera durement sanctionné aux concours.

8.b) Comme A est diagonalisable, il existe P inversible et
D =diag(\1,...,A) diagonale telles que A = PDP™L. Ainsi
pour tout n € N*,

I,+ lA—P(I + ID)P_I
Pop™ P

1\" 1\
et I,+-A| =P(1,+-D| P~
(” n (" n)

)

Ainsi, en utilisant 10.a) et la question précédente, la suite

avec

1 n
I,+—=D| =di
o 2of

n
I,+ lA) ) converge et sa limite vaut
(( PTn n &

exp(A) = Pdiag (e)‘l,...,e)\l’) p!

8.c) Soit x un réel. La matrice Ay = xI + A reste diagonali-
sable etl'on a

Ac=PD,P"!, ot D=diag(x+A1,...,x+Ap).

Le méme raisonnement qu'a la question précédente
n
montre que la suite ((Ip + %Ax) J converge et que sa li-
n
mite vaut

exp (xIp +A) = Pdiag (ex”‘l,...,ex”l?] p!
= edeiag(e)‘l,...,e)‘P) P! =eXexp(A).

9.a) Comme u € £ (RP) a exactement p valeurs propres, on
sait que u est diagonalisable et le espaces propres sont
tous de dimension 1.

9.b) Soit x, un vecteur propre de u pour la valeur propre A.
Alors u(x) = Ax. Comme u et v commutent, on obtient :

u(v(x)) = v(u(x)) = v(Ax) = Av(x).

Ainsi v(x) € E) (1). Or x € E) (1) et E) (1) est de dimension
1, donc
E) (1) = Vect(x)

et il existe p € R tel que v(x) = px. Le vecteur x # Of est
aussi un vecteur propre de v.

9.c) Comme u est diagonalisable, il existe une base consti-
tuée de vecteurs propres de u. D’apres la question précé-
dente, cette base est aussi une base de vecteurs propres de
v.

Si on note 28 cette base et P la matrice de passage de la
base canonique a la base 28 alors les matrices

Matg (1) et Matg(v)
sont diagonales et par la formule de changement de bases
A=PMatg ()P~ et B=PMatg(v)P L.

10. Comme A et B sont diagonalisables avec la méme matrice
de passage P (question précédente), on peut écrire

exp(A+B)
= Pdiag (e)‘””l .. ..,e)"’+“ﬁ) p!
= Pdiag(e)\l,...,e)‘f’)P_1 x Pdiag[e“l,...,e“”]P_1
=exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
On pourra regarder le sujet * pour s’assurer que la
matrice exp(B) est bien définie.
11. La matrice —A commutent avec A. D’apres la question
précédente
exp(—A) exp(A) = exp(A) exp(—A) = exp(A—A) = exp(0p) = Ip.
On en déduit que exp(A) est inverse et d’'inverse

exp(A) ! = exp(-A).

Probleme[2

Pour une étude plus poussée et plus précise avec un
autre choix de norme, on pourra chercher les sujets HEC
2007 ou ESSEC 20009.

1.a)i) Soit A € p(R).

Al =0 <

it pnz[ ’”
= Vi pelnpl? [A]=0
— A:0p.
ii) Soit A € R

NINE |A|1(13,e;§(“A,-,-” :ﬁ%‘[mh,-( = IAAIL

iii) Soient A, B € .4 (R)

JA+B= max )[A+B],~j

(@ Dell;ph?

= max [1A};+ 1Bl
Gpelmppzl

< (|ariy| + |m1;
G pelitspyz U el )

< inégalité triangulaire

= Jiazi|+  max |1
G, elllspl? (@, Delll;p2

IA+BIl <[All + IIBI|.
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2. Notons que pour tout n € N

0<lAn—-Al<s Y |lAnl;j—I[Al;
(i, )ellL;pl?

de sorte que si Ay, Pl A alors
—00

Vi, )ellpl®, (Al — (Al

et par somme
Y |l =0
G, )elll;pl?
Par encadrement

lAn —All — 0.
n—oo

e Réciproquement, si [|[A;—All el 0 alors pour tout
(i, j) € [11; pli?
0< ([Anl;j—[Al;j| < Ap — Al
et par encadrement
[Anlij njo'o[A]ij-
Ceci étant valable pour tous les couples d’indices (i, j)

L'équivalence est établie.

3.a) Soient A, B € ./ (R). Par définition du produit matriciel,

pour (i, j) € [[1; pII?
p
|1AB1j| = | Y [Al[Bl,
k=1

p
< Z |[A]ik| . ‘[B]k j‘ inégalité triangulaire

k=1
p
< Y Al 1B
k=1
|1aB1;| < pIAI- 18I
Dot IABI < plIAI- IBI.

3.b) Rédaction 1
Soit (i, j) € [[1, pll2

n

[ABulij= ). [Anlix  [Bnlgj

k=1 "
njc;o[ ]ikn:;o[B]kj

n
oo > [Aljk[Blg; = [AB];;.
k=1
Ainsi ApBy, — AB.
n—oo
e Rédaction 2.
IAnBy —ABIl = A B —B) + (A —A) Bl

<lAn Bn—B)lIl +1(An —A) Bl
< plAnl-IIBn —Bll + 1Bl - [An — Al

On vérifie que (|Ax 1)) 5, est bornée et par hypothese

IBu—BIl — 0 et [Az—Al — 0.

@

Par encadrement Ay, —B;y —AB| — 0.
n—oo

Ce qui conclut d’apres la question 2.
4.a) Par récurrence, on a
vken, Ak <pF A< (pran®.
Comme p|All €] —1;1[, les résultats sur les suites géo-
métriques donne (pIIAII)k — 0 puis HA’CH — 0.la
k—+oo k

—+00
question 2 permet de conclure

k
A" — 0yp.
k—+o00 P

4.b)i) Raisonnons par I'absurde en supposant qu'’il existe
Xe Mp'l (R) telle que

AX=X et X#0p1.

Notons X = [x1,..., xp]. Soit i € [[1; p]]

p

> (Al
k=1
p

|x;| =

DM LITREA
=1

k
(£ 1

| <plA .
|x;| < pll IIkg%%Hle

-IAll

On éviterales notations du type ||X|| car'application
Il ’est définie que sur Mp(R) et non sur J%p,l (R).

Si on choisit un indice i tel que le maximum soit atteint,
ona

X #£0 et [x;|<|x;| pllAlL
D’ou L<plAl.
Absurde par hypothese sur A. Finalement
1¢ Sp(A).

La matrice I, — A est inversible.

En adaptant un peu, on a méme l'inclusion Sp(A)
I-L1L

4.b)ii) Par télescopage

AF (1, —A)A*

Il
M=

(Ip—A)

kol
L=

kel
Il
o

Il
M=

Ak_Ak+1 — Ip —A”+1.

bl
i}
(=]

Avec le résultat précédent

n—oo

n
(p-m) Y A% 1,
k=0
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et avec la question 3.b)

> Ak = (1,-0)(1,-4) 3 aF
k=0 k=0

— (1,=A) " xIp=(1p-A)"

n—oo

1
On pourra noter que c’est une généralisation de

n
1
@ Yae]-1;1], ak — — —q-aL.
=0 n—ool—aqa

5.a) Pour tout (i, j) € [[1; p]|
%1, 51 < %] < (p1an)*
d’apres la question 4.a).
5.b) Soit (i, j) € [[1; p]]z. D’apres ce qui précede

‘ (pllal)*
il = Kk

0<|[ak/k

Or la série exponentielle ):(pIIAII)k/ k! est convergente.
Par le critere de comparaison, on en déduit que la sé-

rie ). [Ak/k!] .. converge absolument, elle converge. Ceci
1]

étant capable pour tout couple d’indices (i,j), on a la
convergence de la série de matrices Y(1/kDAK,

6.a) Il existe 6 € R tel que

A=

Notons que 12 =-Ip.
Par récurrence, on montre que pour tout k € N

]2k:(_1)k12 et ]2k+1 (Dkl

En distinguant termes d’indice pair et impair, on obtient

n 92p+1
LD gy

=0
n 92p n 92p
LV o LD g

i

P

6.b) Soit n € N. La fonction cosinus est de classe <€2”, on a
par la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2n entre 0 et x,

2n (k)
cos'™ (0 M
c0s(x) — '( ) & ap 2+l
P S @n+ !
ol M= max ‘cos(Z"“) (x)‘.
(0;x]U[x;0]

Comme les dérivée k-iéeme du cosinus valent +sin ou
+cos, ladérivée (n+1) iéme est majorée par 1. Ainsi, M < 1.
De plus, on a montre que

0 si k est impair ,
cos® 0) = . P
(-DPsik=2p.

Par exemple, on a montre par récurrence que

7
@ cos" (x) = cos (x + ng) )

Il vient :

2n (k) 2n (k)
cos'™’ (0 cos*™’ (0
Z ( ) xk = Z ( ) xk

k=0 K = K
k pair
—-1P
— ( ) x2p (k=2p)
p=o0 p)!
—_1P 2n+1
Puis, cos(x) — szf’ I

p=0 2p) @n+1"

Par les croissances comparées :
2n+1
| x|
(2n+1)! n—oo

On conclut par le théoreme d’encadrement :

+00 (_1\P
cos(x) = Z &lej.
p=o 2p)!

De la méme maniére, on montre que

+00 _1\P
Sin(x) = Z &xzp'*'l
= 2p+ 1!

En conclusion

cos(0) sin(0)

An 2o | =sin©)  cos®) |

Comme on établit la convergence de la suite
(Zzzo(l/k!)Ak)n, on sait que la limite est aussi la limite
de la suite extraite (A;);, (extraite car on ne garde que les
indices impairs). Ce qui conclut :

cos(0) sin(0)

exp(A) = —sin(0) cos®)]"

7.0napour D = diag(d1, do, ..., dp).

n Dk n dlk n n p
—dlag(z—,z v 2
ok =0 K o =0 K
— diag(edl,edz,...,ed”)
n—oo
d’apres I'expression sous forme de série de I'exponentielle.
Finalement

exp (dq) 0
exp(D) = .
0 exp (dp)
8. Par récurrence, on a
vkeN, AX=ppkp!
puis
Ak n

n
- kp-1 1 ok
- Z T PD*P™ P(kgoED

P—l
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On sait que

n
—pk
Z k'D 2 exp(D)
pP—p P! _—p!
n—oo

n—oo

En utilisant la question 3.b) (étendue au cas de 3 matrices),
on a converge et égalité

- L ak Pexp(D)P!
z K n—oo exp(D)

D’oil exp(A) = Pexp(D)P~ L.

1+ %)" = exp nin(1+ %))

Comme % — 0,0na
noo

9.a)

ln(1+£] ~ X

n’/n—oon

. X
Par produit nln (1 + —J ~ X

n) n—oo
Equivalent que I'on traduit par une limite

X
nln(1+—) — X.
n) n—oo

Par composition de limite (continuité de I'’exponentielle)

C’est une limite classique a connaitre. Tout ce qui
peut s’apparenter a une composition d’équivalents
sera durement sanctionné aux concours.

@

9.b) Comme A est diagonalisable, il existe P inversible et
D = diag(Ay,...,Ap) diagonale telles que A = PDP™ L. Ainsi
pour tout n € N*,

I,+ lA—P(I + ID)P_I
p n - p n

1\" 1\
et I,+-A| =P[1,+-D| P~
(” n (" n)

n A n
1+ﬁ) ,...,(1+—”) )
n n

Ainsi, en utilisant 10.a) et la question précédente, la suite

avec

1 n
I,+—D| =di
p 5] =i

n
I,+ lA) ) converge et sa limite vaut
(( PTn n &

exp(A) = Pdiag(eAl,...,eAﬂ)P_l.

9.c) Soit x un réel. La matrice Ay = xI, + A reste diagonali-
sable etl'on a

Ac=PD,P7!, ot D=diag(x+A1,...,x+Ap).

Le méme raisonnement qu’a la question précédente
n
montre que la suite ((Ip + %Ax) J converge et que sa li-
n

mite vaut
exp (xI +A) = Pdiag (ex”‘l,...,ex“l?] p!

= edeiag(e)‘l,...,e)‘P) P! =eXexp(A).

10. Soit x € Eq (u). Alors u(x) = Ax. Comme u et v commutent,
on obtient :

u(v(x) = v(u(x)) = v(Ax) = Av(x)

ce qui montre que v(x) € E) (). Ainsi, E, (u) est stable par
v.

11.a) Par définition, les xp; non nuls sont des vecteurs

propres de u. Soit j € [[1, n]]. On suppose que Xj est vec-
teur propre de v associé a la valeur propre . Alors,

MjXij=WjXj= ”(xf)
_v(xlyj)+v(x2,j)+ . [xp]] (xivj).

Or, d’apres la question 10, chaque v (xk,j] estdans Ey, ().
Par unicité de la décomposition selon la somme directe,
ona

o

1

1

[\/]m

i=1

Vke[1,pl, v(xk,j) =HjXg,j

les xj. ; non nuls sont des vecteurs propres de v.

11.b) Soit z € E)\ (u). Le vecteur z se décompose sur la base

(x1,Xx2,...,X,) sous la forme z = Z «;x;. Donc

n
Mais z € Ey, (u). Donc z = ¥ a; x; -
i=1 ’

11.c) De la famille génératrice de la question précédente,
on peut extraire une base de Ey, () par le théoreme de
la base incompléte. On obtient ainsi pour chaque sous-
espace propre de u une base de vecteurs propres de v.
En mettant ces bases bout a bout, on obtient une base de
vecteurs propres commune a u et v.

12. Comme A et B sont diagonalisables avec la méme matrice
de passage P (question précédente), on peut écrire

exp(A+B)

= Pdiag(e)\lﬂ‘l,...,e)\f’J’“%’)P_1

= Pdiag[e)“ ,...,e’\")Pf1 x Pdiag(e!,...,eHr) P!

=exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

13. La matrice —A commutent avec A. D’apres la question
précédente

exp(—A) exp(A) = exp(A) exp(—A) = exp(A—A) = exp(0p) = 1.
On en déduit que exp(A) est inverse et d’inverse

exp(A)_l =exp(-A).
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