CHAPITRE 1 3

Compléments sur les variables aléatoires a densité

Il n’y a rien de plus triste qu'une vie sans hasard.

HONORE DE BALZAC (1799-1850)

n Loi du maximum, loi du minimum

Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes a densité définies sur un méme espace probabilisé (Q, <7, P).
Notons fx et fy des densités respectivement de X et Y. On définit les applications

,l0 - R o - R
1 o — max(X();Yw)) € | @ — min(X();Y(w))

Noter simplement Z = max(X,Y) et T = min(X,Y). Les applications Z et T sont des variables aléatoires.

e PourtoutreR,
Fz()=P(Z<1t)

=P(X<tIn[Y<t])
=P([X<1])-P([Y<1]) Parindépendance
Fz () = Fx(1) -Fy(1).

Par produit, F7 est continue sur R et de classe ¢! sur R sauf en un nombre fini de points (noté D). Z est une variable
aléatoire a densité. Une densité est donnée par dérivation, pour t € R\ D

fz(t) =F7 (1) = Fx' (1) - Fy () + Fx(1) - Fy' (¢) = fx(O)Fy(8) + fy (1) Fx(0).

La derniere égalité s’étend a tout réel ¢.
* Le calcul est similaire pour le minimum en rajoutant le passage au complémentaire. Pour tout ¢ € R,

1-Fr(t)=P(T>1)
=P([X>tIn[Y>1])
=P(X>1¢])-P([Y>t]) Parindépendance
1-Fr() = (1 -Fx(1) x 1 -Fy(1).

Par produit, Fr est continue sur R et de classe €' sur R sauf en un nombre fini de points (noté Dr). T est une variable
aléatoire a densité. Une densité est donnée par dérivation, pour £ € R\ Dt

—fr()=1-Fp'(1) =1 -Fx'(0)- (1-Fy(0) + (1 -Fx(1) - 1 - Fy)' (1) = = x (1) (1 - Fy()) = fr(1) (1 - Fx(1)).
Finalement, on peut poser pour tout réel ¢

fr() = x(O(1-Fy(0) + fr(6) (1 -Fx (D).
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Editeur

Le calcul précédent se généralise facilement au cas de n variables aléatoires indépendantes a densité (X, Xo, ...,
Xn). Avec
Z =max(Xy,...,X,;) et T=minX,,...,X,),

n n
ona Fz()=]]Fx,(» et 1-Fr(@®)=]](1-Fx)®.
i=1 i=1

Les variables Z et T restent des variables a densité. Retenons aussi la simplification lorsque les variables X; suivent la
méme loi (ainsi, Fx, = Fx,)

ona Fz(1) =Fx, (0" et 1-Fr(n)=(1-Fx, ()"
Une densité pour Z et pour T sont données par

VieR, fi(0)=nfx, (OFx, (0" et fr(d)=nfx (0(1-Fx, ()"

Exercice 1 < % Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois
T exponentielles de parameétres A et .
- 1. Donnerlaloide T =min(X,Y). p.[@
1) & 2. En déduire I'existence et le calcul des espérances de min(X,Y) et max(X,Y).
— 3. Généraliser le résultat de la premiere question avec n variables.
# VADI1
Exercice 2 +
7 1. Que permet de conjecturer le programme et les résultats suivants? )
A\ . NP . . . . p-
N & 2. Prouver votre conjecture puis généraliser le résultat obtenu? Comment interpréter graphi-
\‘ > quement ce résultat?
#VAD2
2.00 4
def simul():
return max(rd.random(2)) 1.75 4
def simu2():
return np.sqrt(rd.random()) 1.50
m=5000
Echl=np.zeros(m), Ech2=np.zeros(m) 1.25 1
for i in range(m):
Ech1[i]=simul () 1.00
Ech2[i]l=simu2 ()
plt.hist (Echl,30,density=True,color="’ 0.75 1
black’)
plt.hist (Ech2,30,density=True,rwidth 0.50 A
=0.5)
plt.show () 0.25 A
0.00 -

n Loi d’'une somme de variables aléatoires a densité

2.1 Calcul d’un produit de convolution

Soient f, g deux fonctions continues sur R (sauf éventuellement en un nombre fini de points). Pour tout réel x, on
définit, sous-réserve d’existence, f * g(x) par

+00
f*g(x)=f fx-vg(ndt.
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Cela définit alors une nouvelle fonction x € R — f * g(x). On parle alors de produit de convolution.

<> Conditions suffisantes d’existence et propriétés

+0o
Exercice 3 Soient f, g et h, trois fonctions continues sur R telles que f soit bornée sur R et f g(ndt,
_ 7 +00 T
N f h(t)dz soient absolument convergentes. p.[[7
—00

1. Montrer que f * g est bien définie sur R.
2. Vérifierque fx g =g+ fetpourtout AeR, f*(g+Ah)=(f*g) +A(f * h).

# VAD3

Exemples. Nous en donnons deux. Chacun vérifie la condition de la question 1 de I'exercice précédent, le produit de
convolution sera ainsi toujours bien défini.

e Exemple 1 avec la gaussienne.
2 . .
Posons pour t€R, f(f) = e /2 Soit x e R, calculons f * f(x). Dans un premier temps, pour ¢ € R
2
Flr=0f() = e 060712 o112 _ o (=02+22)12 _ = (Ptx+ 5) _ o= (-x122+2%14)

_42 (f—x/2)2
—e x/4.e (r x/2).

+00 29 +00 22
Onadonc f*f(x):f flx-nf(dr=e* / f e (=x12% 44
—0o0 —00
Alaide du changement de variable affine u = ¢ — x/2, il vient
—ia [T S —x214
frfxy=e™ / e " du=vme "
e Exemple 2 avec une fonction a support borné. Soit ¢ définie sur R par

{1 site[-1;1] '
c(r) =

0 sinon.

-3 -2 -1 1 2 3
Soit x € R. Calculons

+00
c*c(x) :f c(x—1t)c(r)dt.

(o0}

Tout d’abord, simplifions les bornes de I'intégrale.

~1<r<1 -1<
cx-1c(t) 20 = {—1st—x<1 - { X

Distinguons plusieurs cas :

— Six < -2, alors les conditions précédentes ne peuvent étre vérifiées simultanément : c(x — #)c(#) = 0 pour tout ¢
etcxc(x)=0.

— Six=2,onademéme, c*c(x)=0.
— Sixe[-2;0l,onax—1<-1letx+1<1.Lesconditions se simplifienten -1 <¢t<x+1et

x+1 x+1
c*c(x):f c(x—t)c(t)dt:f ldu=x+2.
-1

— Sixe€[0;2],onamaintenant x—1<ft<1let

1
cx*c(x) :f c(x—Bc(dt=2-x.
x-1



Finalement :

0 si x¢[-2;2]
cxc(x)=< 24+x si xe[-2;0] 14
2—-x si x€[0;2].

On obtient un graphe en "triangle". : 4 \ ‘ : :
-3 -2 -1 1 2 3

Exercice 4 444 On définit les fonctions f, g et h sur R par
Tr 1 -t g i .
f e si =0 1 si tel0;1]
7z =— = = .
2 f@ 1+ 12 §(1) { 0 sinon et h() { 0 sinon. [
= Calculer f*h, g+ g, g* h.
#VAD4
2.2 Le théoreme de sommation
THEOREME loi d’'une somme

SoientX etY deux variables aléatoires sur (Q0, </, P), de densités respectives fx et fy.

Si | — LesvariablesX etY sont indépendantes,

— La fonction h définie sur R par P,
h(x) =/ x@ fr(x—nde

o0
est bien définie et continue sauf en un nombre fini de points.

Alors la variableX +Y est a densité et h est une densité.

Exemples. Reprenons les deux premiers calculs de la section précédente.
e Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes dont la loi est une loi normale centrée réduite. Une densité
est donnée par

VieR,  fx(t) = fr(t)= Lo ! £
3] X = JY —\/ﬁ —\/ﬁ .

Le premier calcul justifie 'existence du produit de convolution fx * fy avec

1 1 2 1 2 2
VxeR, $ f() = — % FX) = —yme ¥4 = e x1@V2),
fx* fy an f 7 N

On constate alors que X +Y est encore une variable a densité qui suit encore une loi normale .4 (0;2).
e Le deuxiéme calcul traduit le fait que la somme de deux lois uniformes sur [—1;1] est encore une variable aléatoire
a densité dont une densité est donnée par

0 si x¢[-2;2]
hix)=X (2+x)/4 si xe[-2;0]
2-x)/14 si x€]0;2].

Vérification expérimentale avec Python



Editeur

m=500
# puis, 1000, 5000 et 1074
# taille de l’échantillon
x=-1+2%np.random.rand (m)
y=-1+2%np.random.rand (m)
# simulation d’une lo<
# continue sur [-1;1]

unt forme

plt.hist(x+y,30,density=True)

# tracé de l’histogramme
plt.plot([-2,0,2],[0,0.5,0])

# tracé de la densité
plt.show ()

# affichage

20 -15 -10 -05 00 05

10

15 20 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

Remarque. La somme de deux variables aléatoires a densité n’est pas toujours une variable aléatoire a densité. Il

suffit de considérer X + (—X) pour s’en convaincre.

Exercice 5
44 Probabilité de collision
.@k{\ J Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a densité bornée.
" Que dire de la probabilité P([X=Y]) ?
w

n Application aux lois usuelles

p-[1

Un lien vers une explication en vidéo.

3.1 Stabilité par somme des lois y

On rappelle les définitions des fonctions I' et 3

+00 1
Fmeme " le'dr et &umeWHft*M—N*m.
0 0

Les propriétés de ces fonctions et les liens entre elles sont étudiées a I’exercice 22, p. 22.

THEOREME

Soient vy, vy € R} etXy, Xo deux variables aléatoires sur (Q, </, P).

Si | — X etX, sont indépendantes.
— Xy = y(vy) etXs — y(va).
Alors X1+ Xy = y (V1 +Va2).

somme de deux lois y

Preuve. Notons o1 =T (v1) ! etap =T (vo) ™1 pour alléger les notations. Considérons de plus les densités de probabilité :

si <0

si t=0 et g(t)z{

0
f(t) :{ atvl—le—t

Soient x € R. Justifions I'existence et calculons f * g(x). Soit ¢ € R.

x—t=0
t=0

fx=-0g)#0 < {

0
a2 le™t g

si <0
t=0

# VAD5S


https://m.youtube.com/watch?v=IaSGqQa5O-M&t=1114s

* Six<0,onatoujours f(x—£)g(¢t) =0 et par suite

+00
f*g(x)=f flx-ngmder=o0.
—00

continue sur un segment.
+0o

X
fxgx)= f(x—t)g(t)dt:fo flx-ngnde
00

X
:f a (x— V17 le Dy V2 e dr
0

X
f*g) =0(10<2€_xf x—nV1=iv2=lqy,
0

Effectuons le changement de variable u = )—tc de classe €', strictement croissant de [0; x] dans [0;1].
* 1,vo-1 ! 1 1
f C ) MR AR 1) =f x—xw)"'7 (xw) V27 - (xdw)
0 0
1
— xV1+V2—1f (1 _ u)\'l—l qu—l du = ﬁ(vlv nuz)xV1+V2—1.
0

On obtient pour x € R},
f*gx) = agazP(vy,vg) -xV1TV2"le™>
S ——
indépendant de x

A une constante preés, f * g est une densité d’'une loi y (v1 + v32).

— , r + o V1+V2—1 —x.
[ xgx)=ajazP(vi,v2) xT'(vy +V2) F(v1+v2)x e

Or, d’apres le théoreme sur les sommes, f * g est une densité de la variable X+ Y. Donc
+oo
1= fxgdt=o0g02p (v1,v2) T (v1+Vv2)

—00

On en déduit que
ajoef (v, v2) - T'(vi+va)=1

et Xy +Xp suit une loi y (vi +v2).

* Si x = 0. On peut réduire 'intervalle d’intégration a [0, x]. f * g(x) est alors bien défini en tant qu’'intégrale d’'une fonction

]
Remarque. Ce calcul a permis de retrouver 1'égalité
1 Ir(vp)T(v
Vvi, V2 €RE, Bvi,v2) =f 1= " e du = LYDE O
0 F(vi+va)
COROLLAIRE cas particulier des lois exponentielles
SoientneN etXy,---, X, n variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé.
Si | — LesvariablesX,,---, X, sont mutuellement indépendantes.
— Pour touti € [[1;n]], X; — &(1).
Alors X;+Xo 4+ X, — y(n).
Preuve. 11 suffit de procéder par récurrence en rappelant que la loi exponentielle de parameétre 1 est aussi une loi y(1). -
Exercice 6
P 4+ % Cas général - loi d’Erlang
ﬁb 2/ Soient Xy, -, X;; des variables mutuellement indépendantes suivant une loi & (A). Vérifier que p.[I7]
L > la somme Xj + X5 + -+ -+ Xj; est a densité et préciser une densité.

# VADG6



3.2 Stabilité par somme des lois normales

PROPOSITION somme de deux lois normales
Soient my, mp €R, 01,02 € R} etX;, Xy : Q — R deux variables aléatoires.

Si | — X etX, sontindépendantes.

= Xp—»ﬂ(ml,olz) etXZ;n/V(mz,O'zz).

Alors X +X2;>,/V(m1+m2,012+022).
44 Preuve
Exercice 7 1. On suppose dans cette question que mj = mp = 0. Prouver 'énoncé en adaptant le pre-
g mier exemple de la section et en admettant I’égalité suivante :
ry
2 .
,\f (x-1? t2 o? 02* X N 2 2 r
J - — > > == ) __Zx_ 3 ou o0=\/01°+02°.
~ 201 202 201402 o 20

2. En déduire le cas général avec m; et my non nécessairement nuls.

Exﬂercwe 8 On considere X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives A (my, 0%) et
\ 4 N (mg,02). Soient S=X+Yet T=X-Y.
' : @
j Y 1. Déterminer laloi de S puis celle de T. )
J a 2. Onsuppose que S et T sont indépendantes. Donner la loi de S+ T. En déduire o1 = 03.
On en déduit par récurrence :
COROLLAIRE somme de 7 lois normales

SoientXy,---, X, n variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i € [[1; nll, X; — A (m;, a;2). Alors

n no,
X1+--~+Xn‘—>JV(Zmi,ZGi )
i=1 i=1

Exemple. En particulier, retenons que si (X;);ey1; €St un vecteur aléatoire composé de variables mutuellement in-
dépendantes et de loi identique .4 (u,0?), alors

n

rX;—np

-1

X, = 0.
n ovn 0;1)

Remarque. Nous avons vu que les lois normales sont stables par transformations affines, ainsi toute combinaison

linéaire ed variables aléatoires suivant des lois normales restent une loi normale.

A Attention. La condition d'indépendance est nécessaire. Par exemple, si X — .A7(0, 1) et Y une loi uniforme sur
{—1;1} alors XY — A4 (0, 1), X et Y ne sont pas indépendantes. Par contre avec vérifie que X+ XY = (1+Y)X ne suit méme
pas une loi normale. La variable n’est méme pas a densité car PX+XY=0) =1/2.

BB un exemple détaillé

Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur ]0; 1[. On pose

B min(X,Y)
" max(X,Y)’

7



Déterminons la loi de Z.

Simulation Python et conjecture

import random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simulation():
X=rd.random ()
Y=rd.random ()
Z=min(X,Y)/max(X,Y)
return Z

Ech=[]

for i in range (5000) :
Z=simulation ()
Ech.append(Z)

Editeur

plt.clf ()
plt.hist (Ech, bins=20, density=
True)
BN De maniére assez surprenante, la loi semble uniforme sur
I'intervalle [0; 1]. Une preuve s'impose!
4 Une premiére approche?
Expliquer pourquoi le schéma de preuve suivant ne convient pas.
—  Etape 1. Trouver, en reprenant la partie 1, laloi de U = max(X,Y) et V= min(X,Y)
Ex::rcice 9 —  Etape 2. En déduire, en passant par la fonction de répartition, la loi de In(U) et —In(V).
T — —  Etape 3. Appliquer le théoréme de sommation pour obtenir la loi de m
p.
}/\J/ W=1In(U/V) =In(U) + (- In(V)).
—  Etape 4. Conclure, de nouveau avec la fonction de répartition, en obtenant la loi
Z =exp(W).

# VAD9

Calcul de la loi
e Appliquons le logarithme afin d’avoir des sommes.
In(Z) = In(min{X, Y}) - In (max{X, Y})

=min{In(X),In(Y)} - max{In(X),In(Y)} car In est croissante
=—|InX) - In(Y)|.

¢ Donnons une densité de In(Y) a valeurs dans R™. Soit t € R~

Finy)(8) =P(n(Y) < 1)
=P(Y<e') carlexponentielle est croissante

=Fy(ef)=e’ care’€]0;1] et Fy(x) = x six € [0;1].

et Finy) (1) =0 si t € R}.1. Par dérivation, une densité est

el sit<0
g = .
0 sinon.



En adaptant le résultat précédent, on constate que X est bien a densité avec une densité f donnée par

£ = {e‘” sit=0

0 sinon.
Autrement dit -InX) = &Q1).

e Soient x, t € R.

x—t=0 r<
x—-0Ng)#0 <— —
I 18(1) # { r<0 { <
Distinguons deux cas.
— Si x € R*, la condition devient ¢ < 0 et le produit de convolution va étre convergent

+00 0 0 0 1
flx- t)g(t)dt:f flx— t)g(t)dt:f e_(x_”etdt:e_xf e?ldr=—-e".
(o0} —00 —00 —00 2

— Pour x € R™, on a maintenant

X

+00 P
h(x):f f(x—t)g(t)dt:f f(x—t)g(t)dt:f e el dr

—00
X X 1
:e_xf e’ldr=e" x

Lol _lex
o) 2

e
2

—00

En résumé, on a convergence pour tout x € R et

frgl= %e"x‘

De plus, par le lemme de coalitions, les variables In(X) et —In(Y) sont indépendantes. Ensuite par le théoréme de
sommation In(X) —In(Y) est une variable a densité et une densité est donnée par h = f * g.

Vocabulaire. On retrouve une loi de Laplace (voir exercice 22, p.2?).

* Justifions maintenant que z est a densité et déterminons une densité. Soit H, la fonction de répartition de In(X) —
In(Y). Soit ¢ € [0;1]
Fz(t)=P(Z< 1)
=P(-1In(2) = -In(?))
=P(|In(X) —In(Y)| = —In(?))
=1-P(|In(X) - In(Y)| < -In())
=1-P(-In(®) >InX-InY>In1t)
=1-P(-In(#) 2InX-InY>In?¢)
Fz (1) = 1 - (H(-In(») - H(n(?)).

Puis par dérivation, une densité est donnée sur [0; 1] par
1, 1, 1 1
fz(0) = ;H (—In(8) + ;H (In() = ;h(—ln(t)) + ;h(ln(t)).
Apreés simplifications, on trouve simplement fz(¢) = 1. Au final

0 site¢[0;1]
1 sinon.

fz(t) = {
C’est I'expression d'une densité d'une loi uniforme sur [0,1] :
Z—2([0;1]).
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Exercice 10

+4 Les questions sont indépendantes.

1. SoientX, Y deux variables aléatoires indépendantes de loi %/(]0; 11). Donner la loi de
T = —In(max{X,Y}).

2. Reprendre le probléme avec trois variables aléatoires indépendantes X, Y, T suivant des
lois uniformes sur [0;1] et
min(X,Y,T)

" maxXY,T)

10

p.[03]

# VAD10



Editeur

179 i *
\ U/ Exercices N
=
l & .
Compléments sur les variables a densité
Exercice 11. 4 % Anticiper la réponse de la machine a la suite des commandes suivantes : #VADI11

> Solution p.[I9]

import numpy.random as rd
Cc=0
m=5000
for i in range(m):
if rd.normal (0,1)<rd.normal(0,1):
C+=1
print (C/m)

Exercice 12. ¢ & #VAD12
Soient (X;) ,en Une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée réduite et o € R\ {+1;0}. On définit

Yo=Xo et VneN, Ypy1=aY,+Xu41.

1. Calculer pour tout n € N, E(Yy,) et V(Yy,).
2. Justifier que pour tout n € N*, la variable Y, suit une loi normale dont on précisera les parametres.
3. Calculer pour tout p € N*,Cov (Yy, Y4 p).
> Solution p.[I9]

Exercice 13. ¢4 #VADI13
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Q, o/, P) telles que X — A (a, 02] etY— N (b, 02]. Prouver 'équivalence

1
PX<Y) = E <~ as<bh.
> Solution p.[T9]
+00
Exercice 14. ¢4 % Soient f, g deux fonctions positives non nulles bornées, continues et telles que les intégrales f(»dr #VADI5
—00

+00
et f g(1)dt soient convergentes. Montrer que
—00
+o00 +00 +00
f (f*g)(r)dtz(f f(t)dt) (f g(t)dt).
—00 —00 —00

Exercice 15. ¢4 D’apres oraux HEC 2013 # VAD16
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Q2, </,P) et de méme loi 4(0,1). On
note a, la probabilité que la matrice ci-dessous soit diagonalisable.

> Solution p.[20]

<

1l
o~ o
o o =
o oo

1. CalculerPX=Y) et PXY>0).

2. Calculer a.

11



> Solution p.

Exercice 16. ¢4 Soient X, Y, et Z trois variables aléatoires, indépendantes de méme loi. On pose #VAD17
a b c
Va,bceR, M(a,b,c)=| a b
a b ¢

1. a) & Justifier que si a+ b+ ¢ # 0 alors M(a, b, ¢) est diagonalisable.

b) Comparer les événements [X+Y+Z # 0] et "La matrice M(X, Y, Z) est diagonalisable". En déduire la probabilité que la matrice
aléatoire M(X,Y, Z) soit diagonalisable lorsque les trois variables suivent des lois normales.

2. @ Reprendre la question en supposant que X+ 1, Y et Z suivent des lois de Poisson.

> Solution p.[2]]

Loi d’'une somme, d’un maximum, d’un produit, etc

Exercice 17. 4 Soient n un entier >2 etXj, ..., X;; des variables indépendantes de densité f : #VADI18

flx) = é six €]1, +oo]
f(x)=0  sinon

1. Ftudier I'existence de E(X;) et V(X;). Les calculer si possible.

2. SoitY= 1m'in (X;). Déterminer la loi de Y et étudier I'existence de E(Y).
<i<n

3. De méme avec Z= max (X;).
1<isn

> Solution p.

Exercice 18. ¢ & Maximum et loi de Gumbel B #VAD19
On dit que la variable X suit la loi de Gumbel si sa fonction de répartition Fyx est définie sur R par Fx(x) =e™¢

1. Soit n € N*. On consideére n variables aléatoires mutuellement indépendantes X, ...,X; suivant chacune la loi de Gumbel.
Montrer que la variable aléatoire Z définie par Z = max (Xy,...,Xy) —Inn suit également la loi de Gumbel.

2. On considere maintenant une suite de variables aléatoires indépendantes (Yy) ,en* Suivant chacune la loi exponentielle £(1).
Posons S;; = max (Yy,...,Y,) —Inn. Montrer que I'on a, pour tout x = 0, la convergence suivante :

Fg,, () oo Fx(x) ol X suit une loi de Gumbel.

>> Solution p.

Exercice 19. ¢ & % Loi d’un produit d’'une variable discréte et d’'une continue # VAD20
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé. On suppose que X est une variable
discrete a valeurs dans {—1;1} et que Y suit la loi normale centrée réduite .4 (0; 1).
Donner laloi de Z =XY?

> Solution p.
Exercice 20. ¢ Exemples avec les lois uniformes D'apres EDHEC # VAD21

On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur le méme espace probabilisé (Q, </,P), indépendantes et suivant la loi
uniforme sur [0,1]. On pose : Z=X+Y.

1. a) Déterminer une densité de Z.

b) Montrer que, pour tout x €]0, 1], les événements (Z > 1) et (1 — x <Z <1+ x) sont indépendants.
2. Onpose:T=max(X,Y). On admet que T est une variable aléatoire définie sur (Q, «/,P).

a) Montrer que T est une variable aléatoire a densité, puis donner une densité de T.

b) En déduire que T posséde une espérance et la déterminer.

3. On pose : U = [X-Y]| et on admet que U est une variable aléatoire définie sur (Q, «/,P). Montrer que U est combinaison
linéaire de Z et T, puis en déduire I'espérance de U.

> Solution p.[22]

Exercice 21. 4 Loi d’'une différence de lois exponentielles D'aprés Ecricome  # VAD22
Soient a et b deux réels strictement positifs, X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (Q2, </, P),
indépendantes et suivant chacune une loi exponentielle de parametres respectifs a et b.
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1. Déterminer la fonction de répartition, puis donner une densité de la variable T = —X.

2. Montrer que Y — X admet une densité, notée h, définie par:

ab_ _pe
e ", pourt>0
a+b
h(t) =
ab et our <0
a+b P e
3. On considere la variable Z = |Y — X].
be~ % + e~ bs
a) Montrer que pour tout s € [0,+oco[, P(Z<§)=1— B —
a

b) Vérifier que Z est une variable aléatoire a densité, puis donner une densité de Z.

c¢) Montrer que Z admet une espérance et la calculer.

>> Solution p.
Exercice 22. 44 Lois de Pareto et produit a . #VAD23
+ PP . —iT site([l;+oo]
Pour a € R}, on définit la fonction f; surRpar: fa(H)=4 * .
0 sinon.
1. Vérifier que f, est une densité de probabilité.
On dit qu'une variable X suit une loi de Pareto de parameétre a si X admet f; comme densité.

2. & Soient X, ..., Xp, n variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi de Pareto de parameétre a. Justifier que le

produit Xj ...Xj; est une variable a densité, et en donner une densité.
> Solution p.[24]

Exercice 23. 44 Loide lapartie fractionnaire # VAD24
Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle &(A).

1. Donner la loi de [X]. Préciser son espérance et sa variance.

2. Démontrer que la variable Y = X — [X] est a densité et donner une densité.
> Solution p.[24]

Exercice 24. 44 Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de la loi &(1). #VAD25
1. Soit a € Rf. Vérifier que X — oY est une variable a densité dont une densité est donnée par

ex/(x .

o1 six<0

f) ={ at]

L _gr> :
Tl six=0

2. SoitZ= %—% Vérifier que Q est une variable aléatoire a densité et en déterminer une densité.

. . . X
3. Déterminer laloi de 5.
> Solution p.[25]

Exercice 25. ¢4 % Somme de lois uniformes #VAD26
Soient Z, X3, ..., Xy, n+ 1 variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi uniforme sur [0; 1].

1. & Justifier que S, = f X; est une variable a densité et qu'il existe une densité f;, dont la restriction a [0; 1] est donnée par :
i=1

n-1

Vxeloll,  fal)= TEE

2. CalculerP(Z > Xj +X] +...+Xp).
> Solution p.[25]
Exercice 26. 44 Un exemple sans 'hypothese d’indépendance #VAD27
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0;1].
1. & Déterminer la loi et I'espérance de Y = min(X, 1 —X), ainsi que de Z = max(X, 1 - X).

2. Vérifier que vos résultats sont en accord avec les simulations numériques suivantes :

13



Editeur

Editeur

> Solution p.[25]

25

2.0
ech=np.zeros (5000)
for i in range (5000): s
x=np.random.rand ()
ech[il=min(x,1-x)
plt.hist(ech,30,density=True)
plt.show ()

1.0

0.5

0.0

2.0

ech=np.zeros (5000)

for i in range (5000) : 15
x=np.random.rand ()
ech[il=max(x,1-x) 10

plt.hist (ech,30,density=True)
plt.show ()

0.5

0.0

3. Calculer, si elles existent, les espérances de X/Z et de X/Y.

Exercice 27. ¢ 44 % Minimum sur un nombre aléatoire de variables # VAD28
On considére une suite (X) xeny+ de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, «,P), indépendantes, de méme loi
exponentielle de parameétre 1. On pose pour tout n € N*, U, = min (X1,--+,Xp).

1. Donner laloide Uy,.
2. & Soit N une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parametre p €10, 1[. On suppose que N est indépendant des X,

pour tout k € N*, et on pose :

UN =min (le see ,XN)
i.e. Uy (w) = min (X1 (), , XN(w) (w)), pour tout w € Q. On admet que Uy est une variable aléatoire.
Déterminer la loi de Uy.
) 1 In(p)
3. Soient g €]0;1[etl(q) = —dr
0 (I1-qg1)
a b
=—+ .

t(l-qt) t 1-qt

a) Déterminer deuxréelsaetbtelsque: Vtel0;1/ql,

b) En déduire I'existence et la valeur de I(g).

c) Conclure en montrant que Uy a une espérance que I'on calculera.

Indication : on pourra utiliser le changement de variable ¢(t) = e~

> Solution p.[2§]

Exercice 28. 444 Soit une suite (X;) ,en+ de variables aléatoires indépendantes toutes de loi uniforme continue sur [0;1[. # VAD29
On définit, pour tout n € N*, les variables aléatoires S;, et Ty, :

Sn= in et Tp=Su—1Sul.
j=1

1. Vérifier que S est a densité et donner une densité.
2. & Montrer que Ty suit la loi uniforme sur [0; 1.
3. On note h la fonction définie sur R par h(x) = x — [x].

a) Soit n € N*. Vérifier que h (h (Sp) +Xp+1) = Th+1-

b) & En déduire que T}, suit la loi uniforme sur [0; 1].

> Solution p.[27]

Probleme 29. ¢44 . Lois de Cauchy
1. e Préliminaire sur la loi de Cauchy
Soit a € R} . On définit sur R la fonction fapar: fa(x) = ————.
n(a? +x?%)
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Editeur

a) Montrer que f;; est une densité de probabilité.

Dans la suite, X est une variable aléatoire réelle sur (Q2, «/,P) admettant f,; pour densité. On dit alors que X suit une loi de

Cauchy de parametre a et on écrit X — € (a).

b) Donner la fonction de répartition de X.

¢) Soit A € Rf. Reconnaitre la loi de AX lorsque X — € (a).

2. Quotient de lois normales centrées

Soient N et N’ deux variables aléatoires définies sur (Q, «/, P), indépendantes, & valeurs dans R*, suivant une loi normale centrée

réduite A4 (0;1).

a) Montrer que la variable aléatoire Z = In|N| est une variable aléatoire a densité, et en déterminer une densité. Quelle est une

densité de la variable aléatoire —Z?

b) Montrer qu'une densité & de la variable aléatoire In |N/ N’ | estdonnéepar: VxeR, h(x)=

2 e

me2X+1’

c¢) i) Endéduire que la fonction de répartition de U = |N/N/| est donnée par Fy(x) = 2arctan(x)/m - 1+ (x).
ii) Vérifier que pour tout x € R, P(N/N' = x) = 0. En remarquant que N et —N ont méme loi, déduire que G(x) + G(—x) = 1

ol1 G désigne la fonction de répartition de N/N'.

iii) Conclure en montrant que N/N' — €(1).

plt.clf )

X=np.zeros (50000)

for iter in range (50000) :
X[iter]l=1/Cauchy ()

plt.hist(X,np.linspace(-3,3,30),density=
True ,rwidth=0.8,color="k’)

x=np.linspace (-4,4,200)

plt.plot(x,1/(np.pi*(1+x**2)),linewidth=3)

plt.show ()

Compléments

Probleme 30. 44 Maximum de loi normale

3. Proposer une fonction python qui simule une loi de Cauchy de parametre 1, puis de paramétre A € Rf.

4. Al'aide du code suivant, que peut-on conjecturer sur la loi de 1/X si X — % (1) 2 Prouver la conjecture.

> Solution p.[2§]

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

D’apres EDHEC 2006 # VADp2

On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé (Q, &/, P), indépendantes et suivant toutes deux la
loi normale centrée réduite (de densité notée ¢ et de fonction de répartition notée ®).
On pose Z = max(X,Y) et'on se propose de déterminer la loi de Z, ainsi que son espérance et sa variance.

1. a) Montrer que Z est une variable aléatoire a densité définie elle aussi sur (Q2, <7, P).

b) Vérifier que Z admet pour densité la fonction f définie pour tout réel x par :

+oo 2
2. a) Rappelerlavaleur de I'intégrale f ez dt.
—00
+00
b) En déduire la convergence et la valeur de f
—00

Fx) =2 x) ).

e—t

2
dr.

¢) Enremarquant que, pour tout réel x, ¢’ (x) = —x¢(x), montrer, grace a une intégration par parties, que :

+o0o
f xf(x)dx =
0
0 1 1 10
d) Montrer de méme ue:f X (x)dx:__+_f
d —00 ! V2n TJ-oo

Montrer que X? et Z? suivent la méme loi.

w
=
=

b

=

15

1 1f+°° 2
—+— e dt.
V2 mJo

—2 P 4
e~ dr. En déduire que Z a une espérance et donner sa valeur.

Déterminer E (Z2), puis donner la valeur de la variance de Z.

> Solution p.
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