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THEMES : DIAGONALISATION, ALGEBRE BILINEAIRE

part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Un point bonus si vous écrivez superfétatoire sur la copie avec sa définition. Ils ne doivent faire usage d'aucun document :
l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice
Famille d’endomorphismes a un parametre

Dans cet exercice, on se place dans I'espace euclidien R3 muni du produit scalaire canonique. On note ¥ = Vect(u) et 28 = (ej, €2, €3),
la base canonique que R3. Soit u = (a, b, ¢) € R3 de norme 1.

On note p le projecteur sur la droite vectoriel & parallelement 2 27 et g le projecteur sur 2 paralléglement 2 2. Dans la suite, id
désigne I'application identité de R3 et (-, le produit scalaire canonique de R3.

Quevaut p+q?

Justifier que pour tout v € R3, p) =(u,v) u.

Calculer alors p(e;) pour i € {1;2;3}. En déduire les matrices P et Q de p et g dans la base A.

Soit f 'endomorphisme de R tel que sa matrice dans la base canonique soit

0 —-c b
M= c 0 -a
-b a 0

Montrer que M2 =-Q.

Calculer f(u). En déduire que rg(f) < 2. Déterminer le noyau et 'image de f et les exprimer en fonction de .

Déduire de la question précédente, une simplification de f o p. Montrer alors que le polynéme P(x) = x + x° est annulateur de f.
Quelles sont les valeurs propres de f? f est-il diagonalisable?

Endomorphismes a parametre
Pour tout réel 6, on définit 'endomorphisme gg par

gp =id+(sinB) f + (1—cosB) f> ou f2=fof.

Pour 0 et 8’ réels, calculer gg o gp et montrer qu’il se met sous la forme gy, avec 0" réel.
En déduire que, pour tout réel 6, gg est bijective et déterminer son application réciproque.

Probleme I
Retour sur les polynémes de Lagrange et de Legendre

On rappelle que R[x] désigne I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour n entier naturel, R, [x] désigne le sous-
espace vectoriel de R[x] des polyndmes de degré inférieur ou égal a n. On précise que I'on pourra confondre polynéme et fonction
polynomiale associée. Soit P un polyndéme de R[x]. On note P sa dérivée n-ieme.

Partie I - Préliminaire sur les polynomes de Lagrange
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

Soient xy,...,x, des réels tous distincts. On définit le polyndome A par

n
A =] (x—x;).
i=1

De plus, pour tout i € [[1; z]], on définit la fonction M; sur R\ {x;} par

A(x)
(x—x;) A (x;)
a) Vérifier que M; est prolongeable par continuité en x; en posant M; (x;) = 1.

b) On note encore M; ce prolongement. Justifier que M; est un polyndme.
c¢) Démontrer que pour tous i, j € [[1; n]],

VxeR\{x;}, M;(x) = (%)

0 sii#j
M;(xj) =, j ={ 1 sinon.
On définit pour tous P, Q e R;,—1 [x], w(P,Q) = f P(xp)Qxg)-
=1

a) Justifier que v est un produit scalaire sur R, [x].
b) Est-ce que la famille (M;) j¢[(1;,) €st une base orthonormée pour ce produit scalaire?
¢) En déduire que pour tout P € R;;_1 [x]

n
P(x)= ) P(x;))M;.
i=1

Partie II - Etude des éléments propres d’'un endomorphisme ¢

Pour n €N, on note U, = (x2 - 1)" etL, = ﬁU(n"). Les polynomes L, sont appelés polyndmes de Legendre. Pour n entier naturel,

ap, désigne le coefficient dominant de L.
Justifier que L, est de degré n et préciser la valeur de ay,.
On considere dans la suite 'application ¢ de R[x] dans lui-méme définie par :
_ (.2 /" /
WPERLK, @)= (x—1)P"+2xP.

a) Prouver que ¢ est un endomorphisme de R[x].
b) Soit n € N fixé. Justifier que R, [x] est stable par ¢.

On note ¢, 'endomorphisme de R, [x] induit par ¢. Cet endomorphisme ¢, est donc défini par: VP e R, [x], @, (P) =

On note M, = [ml-,j ] 0<i,j<n la matrice de ¢, dans la base canonique de Ry, [x].

a) Vérifier que M;, est triangulaire supérieure et préciser les coefficients diagonaux.
b) Montrer que ¢, est diagonalisable et préciser les dimensions des sous-espaces propres.

Soit k € [0, n].
a) Vérifierque: (x?-1)Up’ -2kxUj=0.
b) En dérivant (k + 1) fois la relation précédente, montrer a I’aide de la formule de Leibniz que

(= 1) U F*2 (0 + 2200, 5D (0 = ke + UL P () =0,

Montrer que, pour tout k € [[0, n]], le polynéme Ly est un vecteur propre de ¢, en précisant la valeur propre associée.
Déduire de ce qui précede les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de .

Partie III - Produit scalaire associé a la famille (L) ;e

Dans la suite du probléme, pour P et Q éléments de R[x], on définit :

1
(P, Q) =f POQUL

Justifier que (-, ) est un produit scalaire sur R[x].

1 2
On note || - || la norme associée, qui est donc définie par: || fl = (f f(l‘)2 dt) .
-1

@(P).
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19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26

27

1
. Etablir que pour tout (P,Q) € [R[x]z, (p(P),Q) = —f (1.‘2 — l) P’(t)Q’(t)dt, puis que :
-1

VP,QEeRX%,  (@P),Q) = (P,eQ).

b) En déduire que pour tout n € N*, L, € R, [x]L.

Soit 7 € N. On note pour tout entier naturel k <2n, uy = <U(nk),U§12"_k) >
_nk
a) Montrer que (( 1) (uk)] k(o2 St CODSLANLE:
22VL+1 (n|)2(_1)ﬂ

b) En admettant que ug =
) dque to 2n+1

, en déduire que ||L;, 12=2/2n+1).

a) Montrer que la famille (L) ,en de polyndmes de R[x] est orthogonale pour le produit scalaire (.,.).

Partie IV - Python : tracé des polyndmes L,

Une relation de récurrence

a) Montrer que pour tous P, Q € R[x], (xP(x), Q(x)) = (P(x), xQ(x)).
b) Soit n € N*. En décomposant le polynome xLj (x) a 'aide la famille (Q;)

3, tels que

iefl

XLp(x) = s1,nLln+1 + 52 nLln + 53, nLn-1.

On admet dans la suite que pour tout n € N* :

n+1
Lp+1(x) =
n

XLy (x) —
1 n(x)

Premiere solution
b) Comment obtenir le tracé de L, sur [-1;1]?

Deuxieme solution

M=[po p1

Ainsila commande M[i] renvoie p;, le i-éme coefficient de P.

a) Comment coder les polynomes Lg et L; ?

b) Soient P et Q deux polyndmes de Ry[x] codés par M et N.
Soient a, b deux réels. Donner une fonction python somme
qui permet d’obtenir la matrice qui code le polyndéme aP +
bQ?

c) Soit P appartenant a Ry—; [x] et codé par M. Comment obte-
nir une fonction multix qui donne la matrice codant le poly-
nome xP(x)?

. Compléter ci-contre le code python suivant qui prend en argu-
ment i € [[0;N]] et calcule la matrice qui code le polyndme L; €
RN [x].

. a) Ecrire une fonction eval qui prend en arguments ¢, un réel,

et M, une matrice ligne codant un polynéme P puis renvoie le
réel P(1).
b) Comment tracer les polynémes L; pour i € [[0;20]] sur [-1;1]?

n
n+1

Lp-1(x)

pn].

Editeur

()

a) En utilisant (), écrire un programme qui prend en argument 7 et x et renvoie la valeur de L (x).

N .
Soit N = 20 fixé dans toute la suite. Tout polynome P = . p; x" peut étre codé par une matrice ligne a N + 1 coefficients
i=0

def Legendre(n):

(1)
(2)

(3
(4)

(5)

N=20
Mold=np.zeros (N)
Mnew=np.zeros (N)

Pour neN, on pose Qy =1/ 2"2+1 Ly. Que peut-on dire de la famille (Q) ey de polynémes de R[x] pour le produit scalaire (-, -) 2

011’ justifier I'existence de trois réels sy 5, s2,, et

Mold [0]= .... # corespond da LO
Mnew[1]= .... # corespond a L1

for i in range(2,n+1):
Minter=Mnew
A=
b=
xMnew=multix (Mnew)
Mnew=somme (
Mold=Minter

return Mnew
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-1.00 -0.75 —0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00

Les 20 premiers polynémes de Legendre normalisés

Partie V - Application des polynémes de Legendre au calcul d’intégrales

On admet dans la suite que le polynéme L; admet 7z racines distinctes dans ] — 1;1[. On note
—  X1,...,Xp, lesracines de L, rangés dans I'ordre croissant.
1
— W lapplication linéaire de R[x] dans R définie par ¥ (P) = f P(r)dt.

-1
— Onreprend les notations de la premiere partie. Les polynémes (M;); vérifie alors

Yie[l;nl M-(x)=¢
o ' (x—x;) L' (x;)

28. Al'aide de la premiére partie, montrer que
1 n
VPeR,_1[x], [ P(r)dr= ) ayP(xg) (%)
-1 k=1

ol pour tout i € [[1; n]], a; = ¥ (M;).
29. Soit PeRy;,—1[x]
a) Enoncer la division euclidienne du polynéme P par L;,.
b) Montrer que la relation (x ) trouvée a la question précédente reste vérifiée pour P € Ry, _1 [x].
¢) En utilisant le polynome (L,2)’, montrer que Ly (1)% = L, (-1)2.

30. Expression des poids o;
a) En remarquant que <M;,Ln> =0, montrer que M; (1)L, (1) =M;(-1)L,(-1) -
(Xl'Lln (xl-] =0. )

(1= x2) Ly, (x;)
On pourra remarquer (ou admettre dans un premier temps) que Ly, (1) = 1.

b) En déduire que Q; =

Bonus Qui est représenté sur 'image ci-contre : Lagrange, Legendre ou le gendre de La-
grange?
Les réponses au hasard sont autorisées a condition de donner la probabilité d avoir la
bonne réponse.

Probleme I1
Moyennes de Césaro d'un endomorphisme

Soit (E, ¢ ) un espace euclidien. On note ||-||, la norme associé au produit scalaire (-, -).
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* Ondit qu'un endomorphisme f de E est orthogonal si et seulement si

VYx€eE  ||f@]=lxl.

 On rappelle que si 28 est une base orthonormée de E et (u, v) € E2 alors (i, v) = 'UV o1 U et V désignent les matrices des
coordonnées de u et v dans la base %8.
* De plus, pour (x) ,en une suite de vecteurs de E et x € E, on dit que (xj),;, converge vers x si

Xp—x|l — 0.
ot = xll —

 Ftant donné un endomorphisme f de E, pour tout n de N*, on définit I'endomorphisme de E

1n—1 &
Fp:x€E— — F*(x).
n k=0

Lobjectif du sujet est d’étudier dans des cas particulier la limite de la suite (F; (x)),en* de E lorsque n tend vers +oo.

Dans la premiére partie, on étudie cette limite dans sur exemple. Dans la deuxiéme partie, on obtient la limite de la suite (F; (X)) ,en*
lorsque n tend vers +oo dans un cadre plus général ou f est un endomorphisme orthogonal.

Partie I : exemple

La partie I permet d'illustrer les résultats établis dans la partie II. Elle doit étre traitée sans utiliser les résultats de la partie II.
Dans cette partie, E est un espace euclidien de dimension 4. Soit # = (e, e2, €3, e4), une base orthonormée de E.
Soit s 'endomorphisme de E défini par sa matrice

1 2 2
- 0 — —
3 3 3
1 2 2
© -3 73 3
Matg(s) =S =
2 2 1
— —— — 0
3 3 3
2 2 1
_ _ 0 _
3 3 3

31. Réduction de 'endomorphisme s
a) Justifier que 'endomorphisme s est diagonalisable.
b) ATlaide du calcul python suivant, vérifier que Sp(s) = {—1;+1}.

=

2

g

3 array ([[1.
[o.
[o.
[o.

s>

>

>

>

0.

il
0.
0.

>>> np.dot(S,S)

>

>

>

>

O = O O

>>> import numpy as np

>>> S=np.array([[-1/3,0,2/3,2/3],[0,-1/3,-2/3,2/3],[2/3,-2/3,1/3,01,[2/3,2/3,0,1/311)

= ooo
N

— .
~

c) Justifier que Tr(S) = dimE; (s) —dimE_; (s) ou1 E) (s) désigne le sous-espace propre de s associé a la valeur propre A.
d) En déduire les dimensions de Ej(s) et de E_q(s).
32. On considere les trois vecteurs suivants de E: u; = ey +e3+e4,up = ey +ex +2eq4 et ug=—ej +ex +e3.
a) Calculer s(u) et s(u2). En déduire une base de E; (s) puis une base orthonormée de Ej (s).
b) Déterminer un vecteur non nul u4 = aej + bea + ce3z + dey orthogonal aux trois vecteurs uj, up et u3z. En déduire que (u3, us)
forme une base orthogonale de E_1 (s).
33. Vérifier que Ej (s) et E_1 (s) sont supplémentaires orthogonaux.
34. En déduire que s est un endomorphisme orthogonal de E. On pourra partir de x = x4 + x— ott x4 € E1(s) et x_ e E_1 (5).
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

Pour tout x de E et tout n de N*, on note
1 n-1
S ==Y sk.
k=0
a) Pour x € E fixé, on note x = y+ z avec y € E1 (s) et z€ E_; (s). Soit k € N, déterminer un réel o tel que sk(x) = y+agz.
b) En déduire, pour n € N*, un réel B, tel que S;,(x) =y +Pnz.
¢) Déduire de ce qui précede que la suite (S;;(x)) ,en* de E a une limite lorsque 7 tend vers +oo. Exprimer cette limite en fonction
de x et de s(x).

Partie I : généralisation au cas orthogonal

Dans cette partie, E est un espace euclidien. Etant donné un endomorphisme orthogonal f de E, pour tout x de E et tout 7 € N*, on

1n-1 k
note toujours Fp(x) = — Y f*(x).
n k=0

Partie A. Etude des endomorphismes orthogonaux
a) Justifier que Sp(f) < {—1;1}. A-t-on toujours égalité?
b) En déduire que f est un isomorphisme.
Soit %, une base orthonormée de E et M, la matrice de f dans la base 23.
a) Justifier que sila matrice M est une matrice orthogonale alors f est orthogonal.
b) En vous appuyant sur le fait que
VX, y€E, 4(x,y>:||x+y||2+||x—y||2,

établir la réciproque.

Partie B
Vérifier que les sous-espaces vectoriels Ker(f —idg) et Im(f —idg) sont orthogonaux dans E. En déduire qu’ils sont supplémentaires
dans E.
Soit x € E. D’apres le résultat précédent, il existe y € Ker(f —id) et ze Etelsque x =y + f(2) — z.

a) Pour k € N, exprimer f k(x) en fonction de ¥, z et k. En déduire I'expression de F; (x) en fonction de y, z et n.

b) Montrer que la suite (Fj;(x)) ,en* de E a une limite que I'on déterminera lorsque 7 tend vers +oo. On note F(x) la limite.
Vérifier que F est un projecteur dont on précisera le noyau et 'image.

- FIN -
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DS 4 - sujet *

THEMES : DIAGONALISATION, ALGEBRE BILINEAIRE

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Un point bonus si vous écrivez superfétatoire sur la copie avec sa définition. Ils ne doivent faire usage d’aucun document :
l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probleme I
Endomorphismes orthogonaux/contractants, limite des moyennes de Cesaro

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. On note ||-||, la norme associé au produit scalaire (-,-) et on fixe 98, une base orthonormée de E.
e On rappelle que 28 étant une base orthonormée de E, si (1, v) € E2 alors (u,v) = "UVouUetV désignent les matrices des
coordonnées de u et v dans la base 8.
* Ondit qu'un endomorphisme f de E est orthogonal si et seulement si

VxeE,  ||fm] =1xl.
* De plus, pour (x)zen une suite de vecteurs de E et x € E, on dit que (x), converge vers x si

Xp—x|l — 0.
ln =l —

« FEtant donné un endomorphisme f de E, pour tout 7 de N*, on définit I'endomorphisme de E

ln—l k
FpixeE—— Y F¥x).
k=0

Lobjectif du sujet est d’étudier dans des cas particulier la limite de la suite (F;(x)) ,,en* de E lorsque 7 tend vers +oo.

Lobjectif des deux premieres parties est d’étudier dans des cas particuliers la limite de la suite (F;(x)) ,en+ de E lorsque 7 tend vers
+00.

Dans la premiére partie, on étudie cette limite sur un exemple. Dans la deuxiéme partie, on obtient la limite de la suite (Fy, (x)) ;,en*
lorsque 7 tend vers +oo dans un cadre plus général.

Dans la troisieme partie, cette propriété algébrique permet d’obtenir un résultat concernant une décomposition des endomor-
phismes orthogonaux d’'un espace euclidien.

Partie I : exemple
La partie I permet d’illustrer les résultats établis dans la partie II. Elle doit étre traitée sans utiliser les résultats de la partie II.

Dans cette partie, E est un espace euclidien de dimension 4. Soit # = (ey, e2, €3, e4), une base orthonormée de E.
Soit s 'endomorphisme de E défini par sa matrice

1 2 2
- 0 — —
3 3 3
1 2 2
0 73 73 3
Matg(s) =S =
2 2 1
- —— = 0
3 3 3
2 2 1
—_ —_ O —_
3 3 3
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—  Réduction de I'endomorphisme s
1.  a) Justifier que 'endomorphisme s est diagonalisable.
b) ATlaide du calcul python suivant, vérifier que s admet deux valeurs propres que I'on explicitera (notées dans la suite A, p avec

A> ).

Console

s

s>

s

0.

>>> np.dot(S,S)
array ([[1.
[o.
[o.
[o.

s>

o g
0.
0

LY

s>

O = O O

>>> import numpy as np

>>> S8=np.array([[-1/3,0,2/3,2/3],[0,-1/3,-2/3,2/3],[2/3,-2/3,1/3,01,[2/3,2/3,0,1/311)

~ o oo
g (9 (0 i
Do o o
<

c) Justifier que Tr(S) = dimE) (s) — dimEy, (s) ot E¢(s) désigne le sous-espace propre de s associé a la valeur propre £.
d) En déduire les dimensions des sous-espaces propres.
2. On considere les trois vecteurs suivants de E: uj = ej +e3+eq,up =ej +ex +2e4 et ug =—ej +ex +e3.
a) Vérifier que u; appartient a Ey (s).
On admet dans la suite que up € E) (s) ef uz € Ey(s).
b) En partant de la famille (11, u2), construire une base orthonormée de E, (s).
c¢) Déterminer un vecteur non nul ugq = aej + bes + ce3z + deg orthogonal aux trois vecteurs ug, up et uz. En déduire que (u3, ug)
forme une base orthogonale de Ey (s).
3. Comment obtenir une base orthonormée € = (¢;) j¢[1; constituées de vecteurs propres de s?

—  Limite des moyennes de Cesaro de s

1n-1
4, Pour tout x de E et tout nde N*, onnote S, (x)=— Y sk(x).
n k=0

Soit x € E, fixé et (a, b, ¢, d) ses coordonnées dans la base €. Déduire de ce qui précede que la suite (S;;(x)) ,en+ de E a une limite
lorsque n tend vers +oo. Exprimer cette limite en fonction des coordonnées de x, puis seulement en fonction de x et s(x).

Partie II : généralisation

Dans cette partie, E est un espace vectoriel réel. Etant donné un endomorphisme f de E, pour tout x de E et tout n € N*, on note

toujours

e A.Lecasorthogonal

1n—1 k
Fn(x) = ; Z f (x).
k=0

Dans les deux prochaines questions, on suppose que f est un endomorphisme orthogonal.
5. Vérifier que les sous-espaces vectoriels Ker(f —idg) et Im(f —idg) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

Soit x € E. D’apres le résultat précédent, il existe y € ker(f —id) et z€ E tels que x = y + f(z) — z.
6. Pour k €N, exprimer f k(x) en fonction de ¥,z et k. En déduire |'expression de F (x) en fonction de y, z et n.
7. a) Montrer que la suite (Fj;(x)) ,en+ de E a une limite que 'on déterminera lorsque 7 tend vers +oo. On note F(x) la limite.
b) Vérifier que F est un projecteur dont on précisera le noyau et 'image.

e B.Le cas contractant via 'endomorphisme adjoint
Dans la suite de cette partie II, on notera B(E) 'ensemble des endomorphismes & de E qui vérifient :

VxeE,  [h)I<IxI.

Soit f € B(E). On définit f* (lire 'adjoint de f) comme I'endomorphisme de E dont la matrice dans la base 2 est la transposée de

cellede f.

8. a) Vérifier que pour tout x € E, ||f* (x)||2 ={x,fof*).
b) Justifier que f* appartient a B(E).
9. Montrer que si x € E vérifie £(x) = x, alors | f*(x) - x||* <0. En déduire I'égalité Ker(f — idg) = Ker (f* —idg).
10.  a) Vérifier que pour tout ¢ endomorphisme de E, Ker (¢*) = (Im cp)J-.
b) En déduire que Ker(f —idg) et Im(f —idg) sont des sous-espaces vectoriels de E supplémentaires dans E.
11. Soit x € E. Montrer que la suite (Fj,(x)) ,en+ de E a une limite lorsque 7 tend vers +oo et déterminer cette limite.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.
20.

21.

Partie III : une application qui demande beaucoup de réflexions

Dans cette partie, f est un endomorphisme orthogonal de E.
Pour tout vecteur non nul e de E, on définit 'endomorphisme o, par

(x,e)
e

Vx€E, Oe(x)=x-2 .
lell?

a) Calculer o¢(e), puis g.(x) pour x orthogonal a e.
b) Montrer que o, est un endomorphisme orthogonal de E.

On dit que o est la réflexion par rapport a I'hyperplan (Vect(e))L.

On note W = Ker(f —idg) et on suppose que W est différent de E. Soit u un vecteur fixé de E tel que u ¢ W. Dans la suite, on pose
e=f(u)—u.

a) Montrer que e € W,

b) Calculer o¢(f (1) — u) et o¢(f (1) + u). En déduire oo (f (1)) et o¢(u).

¢) Montrer I'égalité Vect(u, W) = Ker (0, 0 f —idg).
En déduire que f peut se décomposer en la composée de p réflexions et exprimer p en fonction de k = dim(W) et de n = dim(E).

Probleme II
Polyndmes de Lagrange et de Legendre - le retour

On rappelle que R[x] désigne I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels. Pour 7 entier naturel, R, [x] désigne le sous-
espace vectoriel de R[x] des polynomes de degré inférieur ou égal a n. On précise que I'on pourra confondre polyndme et fonction
polynomiale associée. Soit P un polynome de R[x]. On note P sa dérivée n-ieme.

Pour neN, onnote U, = (x2 - l)n etL, = ﬁU(n"). Les polyndémes L;, sont appelés polynomes de Legendre. Pour n entier naturel,

ay désigne le coefficient dominant de Lj;.
Justifier que L, est de degré n et préciser la valeur de a;,.
On considere dans la suite I'application ¢ de R[x] dans lui-méme définie par:

WPERLK, @)= (x—1)P"+2xP'.

Partie I - Etude des éléments propres de Fendomorphisme ¢

a) Prouver que ¢ est un endomorphisme de R[x].
b) Soit n e N fixé. Justifier que Ry [x] est stable par ¢.
On note ¢, 'endomorphisme de R, [x] induit par ¢. Cet endomorphisme ¢, est donc défini par: VP e R, [x], @, (P)=@([P).

On note My, = ] la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [x].

"] jenn)
Expliciter Mj;, puis montrer que ¢, est diagonalisable.
Soit k € [0, n].

a) Vérifierque: (x2-1)Up'-2kxUj=0.

b) En dérivant (k + 1) fois la relation précédente, montrer que : (x* — 1)U ®¥*+2) 4 25U, *+D — (k + Hu 0 = 0.
Montrer que, pour tout k € [[0, n]], le polyndme L. est un vecteur propre de ¢, en précisant la valeur propre associée.
Déduire de ce qui précede les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de .

Partie II - Produit scalaire associé a (L,;) et distance a un sous-espace vectoriel
Dans la suite du probleme, pour P et Q éléments de R[x], on définit :

1
P, Q) =f1P(t)Q(t)dt.

Justifier que (-, ) est un produit scalaire sur R[x].

1 2
On note || - || la norme associée, qui est donc définie par : || fl = (f f(t)2 dt) .
-1
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22. Etablir que:
VP,QeRX?,  (9P),Q) = (P,o(Q).

23.  a) Montrer que la famille (L) ;e de polyndmes de R[x] est orthogonale pour le produit scalaire (.,.).
b) En déduire que pour tout n € N*, L, e R;—1 [x]L.
24. Soit n € N. On note pour tout k <2n, uy = <U£1k),U(nzn_k) >

22n+1(n!)2(71)n
2

a) Montrer que ((— Dk (u k)) est constant. On admet dans la suite que ug = T

0<k<2n
b) Calculer ||L]|l.
c) PourneN,onposeQ;=+v2n+1)/2L,.

Que peut-on dire de la famille (Qy,) ;e de polyndmes de R[x] pour le produit scalaire (:,-)?
25. Soit P, un polynome de R[x]. Pour tout k € N, on pose ¢ (P) = (P, Qg ). Prouver que la série Z (ck (P))2 converge et que :

+o0
3 () =1PJ%.
k=0

Partie III - Python : tracé des polyndmes L,

—  Unerelation de récurrence
26. a) Montrer que pour tous P, Q € R[x], (xP(x),Q(x)) = (P(x),xQ(x)). Que dire sur ce produit scalaire si le polynome PQ est un
polyndme pair?
b) Soit n e N*. En décomposant le polynéme xL; (x) a I'aide la famille (Qi)ie[[O;n+l]]’ justifier 'existence de deux réels sy, t;, tels
que
XLp(x) = spLlp+1+ tnlp-1.

On admet dans la suite que pour tout n € N* :

n
n+1

2n+
Lp+1(x) = xLp(x) — Lp-1(0) (@)
n+1
—  Premiere solution
27.  a) Enutilisant (), écrire un programme qui prend en argument 7 et x et renvoie la valeur de L, (x).

b) Comment obtenir le tracé de L, sur [—1;1]?

—0.25 4

~0.50

—0.75 4

~1.00 4

-1.00 —-0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00

Les 20 premiers polynémes de Legendre normalisés

— Deuxieme solution N
28. Soit N = 20 fixé dans toute la suite. Tout polynéme P = ¥, p;x" peut étre codé par une matrice ligne a N + 1 coefficients
i=0

M=[po p1 ... PN]-
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Ainsila commande M[i] renvoie p;, le i-eme coefficient de P.
a) Comment coder les polynémes Lg etL; ?
b) Soient P et Q deux polyndémes de Ry[x] codés par M et N. def Legendre(n):
Soient a, b deux réels. Donner une fonction python somme N=20

qui permet d’obtenir la matrice qui code le polyndome aP + Welely s one (1)
Mnew=np.zeros (N)

?
bQ? (1) Mold[0]= .... # corespond da LO

c) Soit P appartenant a Ry_1[x] et codé par M. Comment obte- | (2) Mnewl[1l= .... # corespond & L1
nir une fonction multix qui donne la matrice codant le poly- z for i in range(2,n+1):
ndéme xP(x)? % Minter=Mnew
29. Compléter ci-contre le code python suivant qui prend en argu- i €D a=
ment i € [[0;N]] et calcule la matrice qui code le polynéme L; € (4) b= )
Ry [x]. xMnew=multix (Mnew)
P . . (5) Mnew=somme ( .... )
30. a) Ecrire une fonction eval qui prend en arguments ¢, un réel, Mold=Minter
et M, une matrice ligne codant un polynéme P puis renvoie le Feturn Mooy
réel P(1).

b) Comment tracer les polyndmes L; pour i € [[0;20]] sur [-1;1]?

Partie IV - Application des polyndmes de Legendre a approximation d’intégrales

Dans les questions suivantes, n désigne un entier naturel non nul.

31. Soit k une application de R dans R de classe €2" 1 sur R telle qu'il existe 2 réels t; < --- < fp;, vérifiant :
viel1,2nl, h(t)=0.
Montrer qu'il existe un réel ¢ tel que : R4V (c) = 0.

On admet dans la suite que le polynéme L; admet 7 racines distinctes dans ] — 1;1[. On note :
—  XI,...,Xn, lesracines de L, rangés dans |'ordre croissant.
— Ep, 'espace vectoriel des applications linéaires de R,,—1 [x] dans R.
1
— Y Tl'application linéaire de R;,_; [x] dans R définie par ¥(P) = f P(ndt.
— Pour i € [[1, n]], on note ¢; 'application linéaire définie sur R;_1 [x], a valeurs dans R, par :
VPER,_1[x],  €;(P)=P(x;).
—  Pour tout k € [[0; n]], on pose
Ly (x)
(o = i) Ly (k)

32.  a) Vérifier que My est prolongeable par continuité en x; et que ce prolongement est une fonction polynomiale. On note encore
M. ce prolongement.

b) Préciser M; (xj] pour tous i, j € [[1; n]].

VkelL;nll, VxeR\{x}, M (x) =

e Une formule d’'intégration
33. Montrer que (¢1,...,€5,) estlibre dans E;;.
34. Montrer qu'’il existe un unique n-uplet (ay,...,ay,) de réels tel que :

VP eR,_;[x], fl P(dt =P (x)) +-+apP(xp) (%)
35. Montrer que la relation (%) reste vérifiée pour tout P de Ry, [x].
On pourra, pour P € Ro;,—11x], utiliser la division euclidienne de P par L.
36. Expression des poids o;
a) Enremarquant que <M’l.,Ln> =0, montrer que M; (1)L, (1) —=M; (=D)L, (-1) —o; L, (x;) = 0.
2
(1= x;2) Ly, ()
On pourra remarquer (ou admettre dans un premier temps) que Ln(l)2 = Ln(—l)2 =1

b) En déduire que Q; =

e Application au calcul approché d’'intégrales et estimation de l'erreur
Dans la suite du probléme, f désigne une application de [-1,1] dans R, de classe €2" sur [-1,1].
37. a) Déterminer le noyau de I'application linéaire ® de Ry, [x] dans R?" qui a P associe : (P (x1),...,P (xn), P’ (x1),...,P (xn)).
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b) En déduire que :
Hp (xi) = f(xi)

A'H, € Rpp—1(x], Vie([l,n], {
Hy, (xi) = f' (xi)
c) Calculer ®(T,) ou Ty, est le polynome défini par

Tn() 221 [ (xe) + (- x0) ( (xe) ~ e f (xa))]- My 02

Commenter le résultat obtenu.

38. Soit x € [-1,1] tel que pour tout i € [1, n], x # x;. Montrer que :

_ An(x)z 2n)
dce[-1,1], f(x)—Hn(x)—Wf (o).

2
On pourra considérer Uapplication g définie sur [—1,1] par g(t) = f(t) —Hy(f) — Aé(nt))! K, ottK est un réel dépendant de x a préciser, et

appliquer le résultat de la question 16 d la fonction g'.

A 2
39. a) Montrer que:Vye[-1,1],3ce [-1,1], f(y) —Hp(y) = %f@”) (©).
b) Justifier 'existence de My, (f) = . IPalxl] ‘f(z") (t)‘, puis prouver que :
el
‘fl f(t)dt—((x f(x)+_,.+(x f(x )) <M21’l(f) lA (t)zdt
1 1 1 n n (2n)! 1 n
1 T
40. Justifier I'équivalent suivant au voisinage de +oo : f Ap (z‘)2 dt ~ 22—n
-1
On pourra admettre la formule de Stirling :
ny\n
I~v2 —| .
n nn[e)
- FIN -
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ECG 2

DS 4 A - solution

Exercice 1

1. On a p + g = id. En effet, pour x € E, il existe xg € 2,
x| €2 tels que x = xg + x| . Par définition du projecteur
px)=xg9 et qx)=x.
D’ou pX)+gx)=xg9+x] =x.

2. Rédaction 1.
Soit v € R3. On a p(v) € Im p = Vectu. 1l existe donc A € R
tel que
p(v)=Au

or v—p(v) € (Vect u)1. Donc
0=(v—pW),uw) =(v,u) —(p),u) = (v, u) — \(u, u).

D’out A = (u, u) (car u est unitaire). Ce qui conclut.

* Rédaction 2
La famille (u) est une b.o.n de Vectu que I'on compléte en
une b.o.n (4, ez, e3) de R3. D’oit
v={(vu)+{v,e2) ez +(v,e3)e3.
—_—— —
€9 €9+

Par définition d'un projecteur, on ne « garde » que la partie
dans 2

p) = (v, u)u.
3.0na
ple1) = (u,e1) u=au=(a? ab,ac)
p(e2) = (u,ez) u=bu=(ba,b?, bc)
ples) = (u,e3) u=cu=(ca,ch,c?).
Il vient
a> ba ca
P=Matg(u)=| ab b> cb |.
ac bc c?
Puis

Q = Matg(q) = Matg(id—p) =1, - P
1-a®> —ba —-ca
—ab 1-b*> —cb
—ac —bc 1-¢?

4. On calcule

0 -c b 0 -c b
M2 = c 0 -—-a ] c 0 -—a ]
-b a 0 -b a 0
—c? - p? ab ca
= ab e cb ]
ac bc By

On abien M? = —Q car a? + b? + ¢® = 1.

5. On a par linéarité de f

fw=af(e1)+bf (ex) +cf(e3)
=a(0,¢,—b) + b(-c,0,a) + c(b,—a,0)
f(u)=1(0,0,0).

Comme u # Ogs, le noyau de f n'est pas réduit a {Ops} et
par la formule du rang
1g(f) =3 —dimKer f < 2.
—_——

=1

Notons que a, b, ¢ ne peuvent étre simultanément nuls
(condition a? + b? + ¢% = 1), les colonnes

-c
c et 0 ‘ sic#0
-b a
b
c et | —a sib#0
-b 0
-c b
0 et | —a ] sia#0
0

ne sont pas colinéaires. D’oui rg f = rgM = 2. Dés lors
rgf=2 et dimKerf=1.

Comme u € Ker f'\ {Ops}, Ker f =Vectu =92.
De plus, les vecteurs (0,c,—b),(—c,0,a) et (b,—a,0) sont
dans I'image de f et orthogonaux a u. Dot

Im f < Vect(u)*

puis égalité car les deux sous-espaces sont de dimension 2.

6. Soit v € R3
fop) = fu, vyu) =, v) f(u) = Os.
Ainsi fop= 0. (m3)-
On a vu aussi que M? = —Q, d’oit f2 = —q. Ainsi
f+fP=f+f?f=f~foq=folid-q
=foP=0z@)

Le polynéme x + x est bien annulateur de f.

7.0n a P(x) = x(1+x?). Le réel 0 est I'unique racine de P,
c’est aussi l'unique valeur propre possible de f.
Or on a vu que f(u) = Ops, le réel 0 est donc bien valeur
propre::
Sp(f) =10}
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* Raisonnons par l'absurde en supposant f diagonali-
sable. Comme 0 est la seule valeur propre. La matrice de f
dans une base de vecteurs propres serait Diag(0,0,...,0) =
03. Deés lors f serait 'endomorphisme nul. Absurde.
Finalement, f n’est pas diagonalisable.

8.0Onaavec f3 = —f, f* = — 2. On calcule en regroupant les
termes proportionnels 2 id, a f et a f2
8o ° 8o’
= (id+sin9f+ - cose)fz) (id+ sin®'f + (1-cos®’) f2
=id

+ (sin®’ +sin®— (1 - cos®’) sin0 — (1 - cos (sin®') f

+((1-cos8') +sinBsin®’ + (1 - cosB) — (1 - cosb) (1 - cos®')) f2

=id
+ (cos0'sin@ + cosOsin®’) f
+(1+5inBsin®’ - cosBcosd’) f2
=id+sin (0+0') f + (1 —cos (8 +0')) f2.
Concluons

8080 = 80+0'-
9. Notons que go = id. Ainsi

g6°g—e=g0=id et g_eoge:gozid.

D’apres la caractérisation des applications bijectives, gy

est bijective et
-1
8y =8-6-

Probléeme 1

10.a) On reconnait 'expression d'un taux d’accroissement
entre x et x;. Comme A est dérivable en x;, ce taux d’ac-
croissement admet une limite lorsque x — x;. On obtient :

A(x) A -Ax;) 1
M‘ = = .
i (x—x;) A (x;) x-x;  A(x)
i C7) B
a=xi Al(x)

La fonction M; est prolongeable par continuité en x;.

n .
10.b) Pour x # x;, M; (x) s’écrit sous forme Y. a;x’ Par conti-
i=0
nuité, la formule s'étend par passage a la limite (x — x;) &
x = x;. La fonction M; est donc bien polynomiale.

10.c) La formule est vraie pour i = j, d’apres la question pré-
cédente et comme x; est racine de A. On a bien M; (xj) =0
pouri # j.

11.a) Voir cours.

11.b) Oui car pour tous i, j € [[1; n]]

n n
‘V(Miij) = kgle (i) M (ij = k;@'kiskj =8;j.

La famille est orthogonale pour ce produit scalaire.
En particulier elle est libre. Avec n = dimR;,—_1 [x] vecteurs
appartenant a R, [x], c’est une base de R;,_1 [x].

11.c) On a pour une base orthonormée
n
P=) (P,M)M;.
k=1
En remarquant que
n
<P,Mk> = Z P(x]-)Mk (x]) = P(xk),
j=1
on a bien le résultat demandé.

12.0na Uy, = x*" + Q(x) ol Q € Ro,,—1 [x]. En dérivant 7 fois,
ona
UM =2n2n-1)x--x2n-(m-1) x>+ Q" (x)

———
=2n)!/n!£0 €Rp-1[x]

On constate que L, est de degré n avec

_emt 11 (Zn)

an = =— .
n! 2ntpl 27\ n

13.a,b) ¢ La linéarité de ¢ découle de la linéarité de la déri-
vation.
e De plus pour P € Ry [x]

degP” < degP -2 puis deg(x2 - 1) P'<n
degP’ < degP -1 puis deg(2xP’) < n.
Ainsi @(P) € Ry [x].

Lapplication ¢ est bien un endomorphisme de R[x] et
Ry, [x] est bien stable par .

14.a) Pour keN, k=2
P1) =0, @x)=2x
® (xk] = (xz - l) k(k— 1)xk_2 +2xkxk 1
= (k(k—1) +2k)xF - k(k - 1) x*~2
@ (xF) = ke + 1k — k(- D F.

Des lors M, est triangulaire supérieure et les coefficients
diagonaux sont :

0;2;...k(k+1),...,n(n+1).

14.b) Dans le cas d'une matrice triangulaire, le spectre se lit
sur la diagonale

Sp(@n) = {klk+1) | k€ [10;n]]}.

Les valeurs propres sont 2 a 2 distinctes, il y en a dim Ry, [x].
On sait alors que ¢, est diagonalisable et que les sous-
espaces propres sont tous de dimension 1.

15.a)
(#* - 1)U} - 2kxU;

:[xz—1)k-2x~(x2—l]k_l—ka(xz—l)k:O
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15.b) D’apres la formule de Leibniz en posant S(x) = x% -1 et
T(x) =x,

kel (1) . kil (ev1) ;
_ (D) y7(k+1+1-10) (D) y7(k+1-1i)
0_;0( ) )s Uy —2kl;)( ; U}

Comme S® =0 pour i = 3 et T@W =9 pour i = 2, les
sommes se simplifient

k+1 k+1 k+1
0= SU(k+2) + s/U(Ic+1) + S//U(k)
0 k 1 k 2 k

k+1 k+1
—2k( )TU(k+1) —2k( )T’U(k)
0 k 1 k

= (1) U2 4 e+ 220D
—2kxU Y 2k (ke + U
= (2 =1) U2 200D — ke + HUP.
16. La relation précédente donne
® (Ugc’”) ~kk+ 1)U =0.
En divisant par 2Kkl et par linéarité de ¢
(p(Lk) =k(k+1L; et Lg#Og,[x

le polyndme L. est donc bien vecteur propre pour la va-
leur propre k(k+1).

17. Soit P un vecteur propre associé a A
@P)=AP et P#Op[x].
Soit 7 un entier tel que n > degP
¢nP)=@P)=AP et P#O0gpy-

Donc P est un vecteur propre de ¢,. Il existe k € [[0; n]] tel
que A = k(k+1) et P € Eg g1y (¢n). Or on a montré que ce
sous-espace est de dimension 1 et contient L.

P € Eg(k+1) (n) = Vect (Lg).
Enrevenanta ¢
Sp(g) = {k(k+1) | ke N}.
et Ex(k+1) (@) = Vect (Lg).

18. Voir le cours.

19. On a par intégration par partie (les fonctions considérées
sont de classe €1) :

1
= - t r)dar
L( 2-1)PmQ (nd
=[(t2— I)P’(t)Q(t)]il —f_ll (2tP’(r)+(t2—1)P”(t))Q(t)dt
=—j;11 eP)(Q(1)dt = —(p((P),Q).

Par symétrie des roles

1
(Po(Q)) = (p(Q),P) = —f 1 (2-1)Q P 0.

On a bien (P,9(Q)) =(Q, p(P)).

On dira au second semestre que 'endomorphisme
(p est symétrique.

20.a) Soient n, me N avec n # m.
n(n+1) Ly, Ly) =(n(n+ 1)Ly, Ly)
={(¢Ln),Lm) (question 16)
=(Ln,@Lm)) (question 19)
={(Lm,m(m+1)L;,)
n(n+1) Ly, Lyp) =mm+1)(Ly,Ly).

Comme n(n+1) # m(m+1),ona(Ly,Ly)=0.
La famille est orthogonale.

20.b) La famille (L) keli0;n—1) ©st une famille libre car éche-
lonnée en degré (ou encore, car associée a des valeurs
propres distinctes).

Pour tout k € [[0; n— 1], L. € R,—1[x]. Ainsi, la famille est
une base de R;,—1 [x].
Comme L, est orthogonale a chaque vecteur de cette base,

Ly € Ry_q[x]t.

21.a) Procédons par intégration par parties pour k € [[0;21n —
11

k 2n-k
Ue={UP,u"b)
1
=f Ul (nuln=R nar
-1
- —k-1! 1 -
= [l Dugnk ”]_l—flu(,,’””(t)uﬁ” 1) (1 dr

By @n—(e+1) 11 k+1) 112n—(k+1
~ [upu@rtee ]! (e gt

(DR gy

Notons que le crochet est nul. En effet —1 et 1 sont racines
de multiplicité n de Uy. D’ou

vkeon-11, UP@=0=uP .
etpour k€ [[n,2n—-1]],
0<2n-(k+1)s2n-(n+1)sn-1
puis U@n=k) () = g = y@e-k+ D)y,

4 Nk, —(_1k(_ _(_1\k+1
Résumons (-1)*up = (-1 (—ugsq) = D lug .
La suite est bien constante.

21.b) SoitneN

ILnll? = (L, L)

(o] (o)

2
=( ! )(—1)nun

21 np!

= (Znn')z 1) (constance de ((—1)kuk)),

T 22n(pn2 2n+1

Lal?= )
1L, T
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Le calcul de ug se fait par I'intermédiaire des inté-
grales de Wallis.

22. La famille est orthonormée pour ce produit scalaire car
elle était déja orthogonale d’apres la question 20.a) et le
fait de diviser chaque vecteur par sa norme, I’a rend nor-
meée.

23.a) Soient P,Q € R[x]
1
(xP(x),Q(x)) :fl (xP(x))Q(x) dx

1
=f 1P(x)(JCQ(x))dx= (P(x), xQ(x)).

23.b) xLp(x) € Rp41 (2] et (Q;)
normée de R;,+1[x]. D’out

iell0;n+17 €St une base ortho-

n+l1

xLp(x0) = Y (xLp(x),Q;(x))Q; (x)
i=0
n+l1

= Y (In(x),xQ; (1)) Q;(x)

i=0
orpouri<n-2,xQ;(x) eR,-1[x] etonavuque
Ly €Rn—1[x]J'
Ainsi
Vie[0;n-2], (Lp, xQ;(x)) =0.

La somme se simplifie et avec Q;(x) = L;(x)/ ||L;||, on ob-
tient

(Ln(x), xXLp+1(x)) (Ln(x), XLy (x))

xLp(x) =

+1
L1112 " L 112 "
Ln(, xp-1 ()|
L1l e

D’ot le résultat.
Notons que par imparité de x — xLj, (x)2 (car Ly, est
soit pair, soit impair car U, est pair), on a
! 2
(Ln(x), xLp(x)) = f xLy(x)“dx=0.

La coordonnée suivant L;, est méme nulle.

24. On commence par importer les bibliothéques :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

24.a)
def PolyLegendre(n,x):
lold=1
if n==
return lold
lnew=x

for i in range(2,n+1):
linter=1new
lnew=((2%i-1)*x*1lnew-(i-1)*1lo0ld)/i
return lnew

24.b)

plt.clf ()

def trace_legendre(n):
x=np.linspace(-1,1,200)
y=np.zeros (200)
for i in range (200):

y[il=PolyLegendre(n,x[i])

plt.plot(x,y,linewidth=0.5)
plt.show ()

25.a) OnLg =1 etLj = 1. Pour coder ces polynémes, on com-
mence par une matrice ligne remplie de 0 et 'on change
respectivement le premier et le deuxieme coefficient :

MO=np.zeros (N)

MO [0]=1 # corespond d LO
Mi=np.zeros (N)

M1[1]=1

25.b)

def somme(M,N,a,b):
m=len(M) # m=n+1
R=np.zeros (m)
for i in range(m):
Rlil=a*M[i]+b*N[i]
return R

25.¢)

def multix(M):
m=len (M) # m=n+1
R=np.zeros (m)
for i in range(m-1):
R[i+1]=M[i]
return R

26.

def Legendre(n):

N=20

Mold=np.zeros (N)

Mold [0]=1 # corespond d LO

Mnew=np.zeros (N)

Mnew [1]=2

for i in range(2,n+1):
Minter=Mnew
a=2*(2%i-1)
b=-4x(i-1) **2
XxMnew=multix (Mnew)
Mnew=somme (xMnew ,Mold,a,b)
Mold=Minter

return Mnew

27.a)
def eval(M,t):
m=len (M)
s=0

for i in range(m):
s+=M[i]*t*x*i
return s

27.b)

from scipy.special import factorial
def trace(n):
x=np.linspace(-1,1,200)
y=np.zeros (200)
M=Legendre (n) /(2**n*factorial(n))
for i in range (200):
ylil=eval (M,x[i])
plt.plot(x,y,linewidth=0.5)
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for n in range (1,20):
trace (n)
plt.show ()

28. Remarque : CommeL;, = apAy, on a bien

L,(x)
Lp(x) “an AW

(x—x;)Lp (x;) (x_xi)(]‘}_z)’(xi) (e =) AL (x;)

=M;(x).

La question 11.c) et la linéarité de I'intégrale donnent

1
fP(t)dt— Z (x;)M; (0 dt
-1
Z(fM(t)dt) x;)
"
fp(t)dt_Zan,)

i=1
29.a) Il existe un unique couple de polynémes (Q,R) tel que

P=QL;,+R avec degR<degL,=n

Ne pas oublier la condition sur le degré du reste R
pour avoir I'unicité de la décomposition.

28.b) Notons que les réels (x;) | étant les racines de Ly,

i€[[1;n]

P(xi) =Q (xi] Ln (xi) +R(x,-) = R(xi] .
=0

De plus, P e Ry;,—1[x] impose Q e Rj,—1 [x] et
1 1
f P(t)dtzf QUOLA(0) +R(D
-1 -1
1
:<Q-Ln>+f R(r)dt
-1
1
=O+f R(r)dr.
-1

Car Ly, € R,_1[x]1. De plus R € R;;,_1[x], la relation (% %)
s’applique surR:

f_ll R()dt = Zn: (ka(xk) — i O‘kP(xk)~

k=1 k=1

1 n
On a bien f P()dr=Y apP(xg).
-1 k=1

29.c) On a degL,,? = 2degL,, = 2n puis
!/
deg (an) =2n-1.
La relation (xx) s’applique sur (an)’ avec

La(? L% = [3] "
=[] @ar= 3 e 1) (s

or (12) (x) = 2L}, (xi) L () =0

car xj. estracine de L. Finalement
Ln(1)® = Lp(=1?.

Notons que I'on montre a partir de la parité de Uy,
que L, est une fonction paire (respectivement im-

@ |paire) si n est un entier pair (respectivement pair).
Ainsi [2 est une fonction paire et on retrouve le ré-
sultat précédent.

30.a) Comme M’l. ERy—1[x] etLy €Ry—1 [x]L on a bien
(M, Lp) =0.
Puis par intégration par parties
0= (M}, Ln) = [M;Ln] L) —(M;,L},)
Or [M; Ln] 1 =M; (ML (1) -M;(=DLx(-1)

et MiL’n € Ryy—1[x] etla relation (% %) donne
(M;L,) = f M;L, (0 dt
= kglO(kMi () L () = @i Ly (o)
D’oui le résultat.

30.b) On montre par récurrence double a partir de (o) que

VneN, L,(1)=1.

On peut aussi utiliser la formule de Leibniz a partir

@ de Ul = (x— W (x4 .

Ainsi
0= MiLa() M (=DLy(-1)
L () Ly (x;)
La()®  Lp(=1)?

T () (- ) Uy (1)

( 1 1 ) 1

= + . 5

1-x; 1+x; L/n (xi)
2

(1=x2) L (x0)*

Probléme 2

31.a) La matrice S est symétrique a coefficients réels donc
elle est diagonalisable. Il en va de méme pour s.

31.b) D’apres le calcul python
$?2=1; puis (S—I)(S+I) =04 (%)

Par conséquent (x —1)(x + 1) est un polynéme annulateur
de S (et donc de s). Ainsi

Sp(S) < {+1}.
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De plus 1 € Sp(S) car si celan’est pasle cas (S — 1) est inver-
sible et en multipliant 2 gauche par (S—14)~! dans (x), on
trouve S+ 14 = 04, S = —14. Absurde. De méme —1 € Sp(S).
On en déduit

Sp(S) =Sp(s) = {£1}.
31.c)d) Comme S est diagonalisable, il existe P inversible, D
diagonale telle que

s=pDp L.

Par invariance de la trace par similitude
0=Tr(S) =Tr(D).

Or D = diag(A1,A2,A3,A4) avec A; € {+1}. Le nombre de
A; = 1 est donné par dimE;(s) et celui de A; = —1 par
dimE_1 (s). Ainsi

Tr(D) =1 xdimE; (s) + (-1) x dimE_ (s).
D’out dimE; (s) =dimE_q (s).

De plus, S est diagonalisable avec +1 comme valeurs
propres
dimE; (s) +dimE_q(s) = 4.

D’olt dimE; (s) =dimE_q(s) =2.

32.a) Ona

s(uy) =s(e1) +s(e3) +s(eq)
1 1 1
=-(-1,0,2,2)+-(2,-2,1,00+ = (2,2,0,1
3( ) 3( ) 3( )
=(1,0,1,1)
s(u1) = uy avec uy # Opa.
De méme, on montre que s(u) = uz. D’olt
Vect (uy, up) < Eq(s).

Comme (u7, u2) est libre et dimEj (s) = 2, on a nécessaire-
ment
Vect (uqy, up) = E1 (s).

Notons que

(ul,Ltz):[l 0 1] =3#0.

N O =

Appliquons le procédé d’orthonormalisation pour obtenir
une base orthonormée de Ej (s). On pose

u] 1

“wl V3

e1 ui.

Puis on pose

(v, v1)
o112

Vo = up — Uz, e1)e;

avec (uz,uy) = 3, il vient vy
convient alors de poser

up —u; = (0,-1,1,-1). On

=2 Lo _11-1
2= =—F>UL,—11,-
2l /3

de sorte que (eq, e2) soit une b.o.n de E; (s).

32.b) On veut

0=(ug,up)=a+b+2d

0=(ug,u1)=a+c+d
0=(ug,uz)=—a+b+c

—
a+c+d=0
i3”£3ti b-c+d=0
2 2 b+2c+d=0

Sionposec=0,b=1,d=-1,a=1, onaune solution. On
choisit alors
us = (1,1,0,-1).

Ensuite, on vérifie par le calcul que
s(uz)=—-uz et s(ug)=-uy.

Pour s’en convaincre, on peut refaire le calcul du 31.a) ou
remarquer que

-1 1 1 -1
1 -1 1 -1
Sta [Tl 5o |7 o
0 0 -1 1

Ainsi Vect (u3, uq) < E_1 (s). Par des questions d’égalité des
dimensions, on a méme 'égalité :

Vect (uz, ug) =E_1(5).

La famille (u3, us) est une base orthogonale de E_ (s).

33. Comme s est diagonalisable avec Sp(s) = {+1},ona

E1(s)®E_1(s) =E.

Comme (u, up) sont orthogonaux a (u3, u4), les espaces
sont bien supplémentaires orthogonaux.

34.Soit x = x4 +x— € Eavec x4 € Ej(s) et x— € E_1(s). D’apres

le théoreme de Pythagore sachant que x4 et x_ sont ortho-
gonaux :
IsCOIZ = s (es) + 5 ()17

= lIs () —x—11?
= s 12+ D% o )?
= lloes 1 + - 11?
= llos + 2|17
IsGol? = l1x)12.

Comme une norme est positive, on a || s(x)|| = ||x|l. Lappli-
cation s est orthogonale.

35.a) On a par linéarité de sk

sk ) :sk(y)+sk(z)
=1F. y+(=nkz
sk(x) =y+ (-Dkz.
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Onrappelle que pour u € E) (¢), Q € R[x], Q(¢) (1) =
e\ u.

35.b) Par somme

1l 1-(-1"
Su =LY (y+ (-Dkg)=ys D,
nk:O n

(somme géométrique).

35.¢) On en déduit que

[Sn(x)-y] = ”(1_(;1),1)2" = ‘1_;” ‘ -zl

—_

o0
Comme
{ X = y+z Ly
s(x) = sW+s@=y-z Ly
onapar (L +L2)/2
_s(xX)+x
2
et on peut conclure :
s(x)+x
Snlx) — y= ( ;

36.a) Soit A € Sp(f). Il existe x € E\ {Og} tel que
fx)=Ax.
D'ou lxll =1 = IAxl = Al llx]l.
Comme | x|| #0,|A| = 1. Finalement
Sp(f) = {£1}.

36.b) Comme 0 ¢ Sp(f), Ker f = {0g}. Lapplication f est in-
jective. En tant qu'endomorphisme de dimension finie (E
est euclidien), f est un isomorphisme.

37.a) Supposons M orthogonale.
Soient x € E, X € ./y,,1 (R), la matrice colonne des coordon-
nées de x dans la base 8. On sait que MX est la matrice
colonne des coordonnées de f(x) dans la base 98. Des lors

I FOII? = L MX)MX = X 'MMX = 'XX = || x||%.
N——

=I,

Cela prouve que f est orthogonal.

37.b) Soient x, y € E et X, Y les matrices colonnes associées

dans la base 28. on a alors

(f0), fF()) = FMXMY = ‘X' MMY
(x,y) ="XY.
Comme f est orthogonal, on montre avec I'égalité rappe-
lée que
f, f) = m,
d’out
IX'MMY = XY

Puis X('MM-1,)Y=0.
Le résultat étant valable pour tout X € .4, 1 (R), il vient
VY€ lly®), ("MM-1,)Y=0.

Finalement ‘MM — I, = 0. La matrice M est orthogonale.

38. Soit x € Ker (f —idg). Soit y € Im (f —idg), il existe donc
zeEtel que

(f-id(x)=y ie y=f(z2)—=z.
On a aussi f(x) = x. Ainsi

(X, yy=(x, f(2) - 2)
=(x, f(2)) —{x,2)
=(f(x), f(2)) —(x,2)
(x,»»=0
Les sous-espaces Ker (f —idg) et Im(f —idg) sont ortho-
gonaux. En particulier, ces sous-espaces sont en somme
directe. La formule du rang appliquée a I'endomorphisme
f—id donne:
dimker (f —idg) + dimIm (f —idg) = dimE.

En conclusion, ces sous-espaces sont supplémentaires or-
thogonaux.

39.a) On a pour tout ke N :

o= o+ @ - fo = y+ S @) - Ao

Puis par télescopage

1 n—1
Fa0 ==Y ffw
k=0
1 n—1
:; (y+fk+l(z)_fk(z)]
k=0
1l e k
=yt Y - e
0
1

k=
Fpx)=y+ - (f"(2) - 2).
39.b) On a par inégalité triangulaire

[Enta—y] = = |2~

n
<= (I @]+ 1)
< %(Ilzll +1zl)  (f estorthogonal)
[Faco -y < 220
Par encadrement [En(x) =y —o.

On a alors la limite en posant y = F(x).

40. D’apres ce qui précede, F est le projecteur sur
Ker (f —idg) parallelement a Im (f — idg).
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ECG 2

DS 4*

- solution

Probleme 1

1.a) La matrice S est symétrique a coefficients réels donc elle

est diagonalisable. Il en va de méme pour s.

2.b) D’apres le calcul python

S2=1; puis (S—L)(S+1)=04 (*)

Par conséquent (x —1)(x + 1) est un polynéme annulateur
de S (et donc de s). Ainsi

Sp(S) < {=1}.

De plus 1 € Sp(S) car si celan’est pasle cas (S — 1) est inver-
sible et en multipliant a gauche par (S — I4)_1 dans (%), on
trouve S+ 14 = 04, S = —14. Absurde. De méme —1 € Sp(S).
On en déduit

Sp(S) = Sp(s) = {+1}.
On pose donc

A=1 et p=-1.
1.c)d) Comme S est diagonalisable, il existe P inversible, D
diagonale telle que

S=pDp L.

Par invariance de la trace par similitude
0 =Tr(S) = Tr(D).

Or D = diag(A1,A2,A3,A4) avec A; € {+1}. Le nombre de
A; = 1 est donné par dimE;(s) et celui de A; = —1 par
dimE_1 (s). Ainsi

Tr(D) =1 xdimE(s) + (—1) x dimE_q (s).
D’olu dimE; (s) =dimE_q(s).

De plus, S est diagonalisable avec +1 comme valeurs
propres
dimE; (s) +dimE_q(s) =4.

D’out dimE; (s) =dimE_q(s) =2.

2.a) Ona

s(up) =s(er) +s(e3) +s(eq)
1 1 1
==-(-1,0,2,2)+=(2,-2,1,00+ =(2,2,0,1
3( ) 3( ) 3( )

=(1,0,1,1)

s(u1) = uy avec uy # Opa.

2.b) Notons que

(uug)=[ 1 0 1] =3#0.

N O = =

Appliquons le procédé d’orthonormalisation pour obtenir
une base orthonormée de Ej (s). On pose

uy 1

e] = = ui.
lwl V3
Puis on pose

<U2v U1>

V2 =up —(up,e1)e; = vy — 5
ol

avec (up, uy) =3, ilvient vp = up — u; = (0,-1,1,-1).
On pose ensuite
177} 1

ez = =
lvall - V3

Les vecteurs (e1, e2) constituent une b.o.n de Ej(s) qui est
de dimension 2._
2.c) On veut

0,-1,1,-1).

0=(ug,up) =a+b+2d

{ 0=(ug,u1)=a+c+d
0=(ug,uz)=—a+b+c

<

Ly —Lg+4 a+c+d=0
L Lo—4 b-c+d=0
22 b+2c+d=0

Sionposec=0,b=1,d=-1,a=1, on a une solution. On
choisit alors
ug = (1,1,0,-1).

Ensuite on calcule
s(uz)=—-uz et s(ug)=-uy.

Pour s’en convaincre, on peut refaire le calcul du 31.a) ou
remarquer que

-1 1 1 -1
1 -1 1 -1
St [T %] o |7 o
0 0 -1 1

Ainsi Vect (u3, uq) < E_1(s). Comme les deux sous-espace
ont méme dimension, on a méme égalité. La famille
(u3, uq) est une base orthogonale de E_1 (s).

3. On a construit une base orthonormée de E1 (s). De plus, si
on pose
us Ug
lusl 7 Tual
alors (e3, eq) est une base orthonormée de E_1(s). On a
déja vérifié que ey est orthogonal a eg, ez (et donc a tout

€3
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vecteur de Ej(s)). On vérifie que e3 est orthogonal a e et
e>. Finalement, la famille (e7, e2, e3, e4) ainsi construite est
une base orthonormée de vecteurs propres de s.

€E;(s) €E_1(s)

. —t— ——
4. Soit x = ag] + bey + ceg + dey.
s(x) = ag1 + bey — ce3 — dey.
Plus généralement, pour tout k € N
k _ k
s"(x) = ag1 + beg + (—1)" (ce3 + dey) .

En reconnaissant une somme géométrique de raison —1, il
vient :

n
(cesz +deyg).

Sn(x) =ae; + bex +

— ag] + bey.
n—oo

On vérifie ensuite que

S, () = X+ s(x)

5. Soit x € Ker(f —idg). Soit y € Im(f —idg), il existe donc
zeEtelque

(f-id)(2)=y ie y=f(2)-=z.
On a aussi f(x) = x. Ainsi

(x, ) =(x, f(2) - 2)
=(x, f(2)) —{x,2)
=(f(x), f(2)) = (x,2)
(x,y)=0

Les sous-espaces Ker (f —idg) et Im(f —idg) sont ortho-
gonaux. En particulier, ces sous-espaces sont en somme
directe. La formule du rang appliqué a 'endomorphisme
f—idg donne:

dimKer (f —idg) + dimIm (f —idg) = dimE.

En conclusion, ces sous-espaces sont supplémentaires or-
thogonaux.

6.0n apour tout ke N:
FFo=rfm+ fa-fa=y+ o - .
Puis par télescopage

n-1
Fa@=— Y ff
=
n-1
_1 Y (y+fk+1(z)_fk(z))
" =0
1l k+1 k
=yt Y @ - f
k=0

1
Fpn(x) :y+;(f"(z)—z].

7.a) On a par inégalité triangulaire

[Fat =yl = 1 177 -]

1
<< (L@l + )
< %(Ilzll +lzll) (f estorthogonal)
|Fnt - y| < 2";”.

Par encadrement [En@) -y 0.

On a alors la limite en posant y = F(x).

7.b) D’aprés ce qui précede, F est le projecteur sur
Ker (f —idg) parallelement a Im (f —idg).

8.a) Soit x € E. Notons X = matg(x). Comme ‘M = Matg (f*),
on a 'MX = Matg (f*(x)) et
I @)= (f* ), £* )
= ("MX) ‘MX
=X (M'MX)
IF* @2 = (x, fo f* ().

Retenons cette relation sur 'adjoint :

(f0,y={(x, f*(»)

@ |car

(f(0,y =" MX)Y =X ("MY) = (x, f*(3)).

8.b) D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1=l = |(x. fo £* )|
<lxll-| fof*

<|x|- ||f* (x) || (f contractante).
— Si f*(x) #0, alors en divisant par ||f* (x) || >0
7% < lxl.
— Si f*(x) =0, Linégalité précédente est encore vérifiée.
Finalement, f* € B(E).
9.0na
1£* 00 =2 =(* @ - f* (0 - x)
=17 )* —2(x, F* @)+ Ix1?
= f* @) -2, +1x1? (g8.0)
=[|/* @] - 20x1? + %1% (f(0) = »)
=¥ - 1x1?
|7*@-x|*<0 (s eB®).
Nécessairement || f* (x) - x||* = 0, puis f*(x) - x = 0.
* Raisonnons par double inclusion :
— Soit x € Ker(f —idg), on a donc f(x) = x et d’apres le

calcul précédent f* (x) = x. Ainsi x € Ker (f* —idg). La pre-
miere inclusion est établie :

Ker (f —idg) cKer (f* —idg).
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En appliquant le résultat a f* € B(E) aulieude f,ona
Ker (f* —idg) < Ker ((f*)* —idg).

Or (f*)" = f (puisque ‘(*M) = M) et I'inclusion réci-
proque est établie.
Finalement Ker(f* —idg) = Ker(f —idg).

10.a) Soient x € Ker¢* et ¢(y) € Im@.
(x,9(») = (9" (x),y) = (0g,y) =0.

Ainsi x € (Im(p)J‘.
Réciproquement, si x € (Im(p)J- alors pour tout z € E,
Pp(z) eImey et

0=(p(a),x) ={z,9" ().
Des lors ¢* (x) e EL = {0g}; ¢* (x) = O et x € Kerp*.
Légalité est établie par double inclusion.
10.b) Avec ¢ = f —idg, on a
@* = f* ~idg,
(relation qui découle de (M —1,;) = ‘M —1,,) et
Ker (f —idg) =Ker (f* —idg)
=Ker ((f—idg)*) = Im(f —idg)".

Comme pour tout sous-espace vectoriel F d’'un espace eu-
clidien :
FoFl=E,

les sous-espaces Ker (f —idg) et Im (f — idg) sont bien sup-
plémentaires et orthogonaux.

11. Il suffit de reprendre le raisonnement des questions 6 et 7.

12.a) Ona
2{e,e)
Oele)=e— —e= e—2e=—e.
lell
et pour x € Vect(e)+
) 2(x,e)
Oe(X)=x——F-=
¢ lell2

12.b) On a pour x = Ae+ x| avec e € Vect(e), x| € Vect(e)+

loe()1? = l-Ae+xy |12
=|-Ael®+llxI? (Pythagore)
= lIXel® +llxL 112
=|Ae+x. > (Pythagore)

2 2
loeI = llx”.

Par définition, o, est donc orthogonal.
De plus, tout endomorphisme orthogonal est bijectif. En
effet, si x € Kero,

O=lloe(®)=lxl puisx=0g.

On en déduit l'injectivité de o, puis la bijectivité (dimen-
sion finie).

13.a) Comme o, est orthogonal, on a vu que les sous-espaces
Im(f-idg) et Ker(f—idg)

sont supplémentaires orthogonaux. Comme e €

Im (f —idg), on sait alors que e € (Ker f —idg) " = W
13.b) Dans ce cas et avec la premiére question de cette partie

Oe(fW)-uw=0cele)=-e=-fw+u (L)
De plus, u+ f(u) L ecar
(u+ fw, u=f@w) = ul® -1 fw)*=0.

Ona
ge(fW+w=fw+u L)

En effectuant’opération sur les lignes : (Lj + L) /2, on ob-
tient

Oe(f(W) =u.
Puis (Lp —L1) /2 donne
Oe(u) = f(u).
13.¢)
14.
Probléme 2

15.0na Uy, = 2" + Q(x) ol Q € Roy,—1 [x]. En dérivant 7 fois,
ona

UM =2n@n-1)x---x 2n—(n—-1) x>+ Q" (x)
—_——

=2n)!/n!£0 €Rp-1[x]

On constate que L, est de degré n avec

e 11 (2n
ST Yonp T on ’

ap

16.a,b) La linéarité de ¢ découle de la linéarité de la dériva-
tion.
De plus pour P € Ry, [x]

degP” < degP -2 puis deg (x2 - 1) P'<n
degP’ < degP -1 puis deg(2xP’) < n.
Ainsi @(P) e Ry [x].

L'application ¢ est bien un endomorphisme de R[x] et
Ry, [x] est bien stable par .

17.Pour keN, k=2
P1) =0, @x)=2x
P (xk] = (xZ - 1) k(k— 1)xk_2 +2xkxk1
= (k(k 1) +2k)xF - k(k - 1) x*~2
P (xk] =k(k+ l)xk —k(k—- Dxk1,

Des lors My, est triangulaire supérieure et les coefficients
diagonaux sont :

0;2;...k(k+1),...,n(n+1).
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Dans le cas d'une matrice triangulaire, le spectre se lit sur
la diagonale

Sp(@n) = {k(k+1) | k€ [[0; n]l}.

Les valeurs propres sont 2 a 2 distinctes, ily en a dim R, [x].
On sait alors que ¢, est diagonalisable et que les sous-
espaces propres sont de dimension 1.

18.a)
(x2 - I)U’k —2kxUy
:(x2 - 1) k-2x- [xz— 1)k71 —2kx(x2 - 1]k =0

18.b) D’aprés la formule de Leibniz en posant S(x) = x*> — 1 et
T(x) =x,

k+1(k+1

0=
i=0

k+1
)y k+1+1-0) _ k+1 iy (k+1-1)
stuy ZkZ( A LY

! i=0

Comme S® =0 pour i = 3 et T@W =9 pour i = 2, les
sommes se simplifient

0 :(k+ 1)SU(k+2) + (k+ 1)s/U(k+1) + (k"' 1)Sr/U(k)
0 k 1 k 2 k
—2k(k+ I)TU(k+1) —2k(k+ I)T’U(k)
0 k 1 k

- (x2 - 1] Uk 4 (k+ 220D 4

2 k

—2kxU Y 2k (ke + HUP
= (2 =1) U2 200D — ke + UP.
19. La relation précédente donne
o (U) - ktk+ UP =o0.
En divisant par 25kl et par linéarité de ¢
@ (L) =k(k+1)Lg et Li#O0g,[x

le polyndme Lj est donc bien vecteur propre pour la va-
leur propre k(k+1).

20. Soit P un vecteur propre associé a A
@P)=AP et P#Op[x].
Soit 7 un entier tel que n > degP
@n(P)=@P)=AP et P#O0py.

Donc P est un vecteur propre de ¢,. Il existe k € [[0; n]] tel
que A = k(k+1) et P € Eg g1y (¢n). Or on a montré que ce
sous-espace est de dimension 1 et contient L.

P € Egks1) (9n) = Vect (Ly).
Enrevenanta ¢
Sp(¢) = {k(k+1) | ke N}.

et Ej(k+1) (@) = Vect (Lg).

21. Voir le cours.

22.0napar intégration par parties (les fonctions considérées
sont de classe €1) :

fl (tz—l)P/(r)Q/(r)dt
-1
:[(tz—l]P’(t)Q(t)]il —f_ll (2tP'(t)+(t2— lJP”(t))Q(t)dt

1
= —f_l e@)(N)Q(N At = —(p(P),Q).

Par symétrie des roles

1
(P,o(Q) = (p(Q),P) = —f_l (1) QP war.

On a bien
(P,9(Q)) =(Q, p(P)).
On dira au second semestre que I'endomorphisme
 est symétrique.

23.a) Soient n, m € N avec n # m.
n(n+1) Ly, Ly) =(n(n+ 1)Ly, Ly)
={(pLn),Lm) (question 16)
=(Ln,9Lm)) (question 19)
=(Lm,m(m+1)Ly)

n(n+1)(Ly,Ly) =m(@m+1){Ly,Lp).

Comme n(n+1)# m(m+1),ona Ly, Lyu)=0.
La famille est orthogonale.

23.b) La famille (Lg)e(q.,—1) €st une famille libre car éche-
lonnée en degré (ou encore, car associée a des valeurs
propres distinctes)

Pour tout k € [[0;n— 1], Ly € Ry—1[x]. Ainsi, la famille est
une base de Ry, [x].
Comme L, est orthogonale a chaque vecteur de cette base,

Ly € Ry [x]t.
24.a) Procédons par intégration par partie pour k € [[0;2n—1]]
U= {UiP,um R
1
:LU;’deg"—%dt
_ k-1 1 _
_ [U(nk Dy@n—k 1)]_1_/1U£lk+1)(t)U512n k+1) (4 4

1
— [U%k)Ulen—(k+l))]71 _ <U(nk+1),U£12n_(k+l))>

(=Dl

Notons que le crochet est nul. En effet —1 et 1 sont racines
de multiplicité n de Uy. D’ou

vkelon-11, P =0=uP .
etpour k€ [[n,2n—-1]],
0<s2n-(k+1)<2n-(n+1)<n-1

puis Uk gy - g = g@r-ke) g,
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Résumons (—1)¥uy = (DK (~upi1) = (D lug,.
La suite est bien constante.
24.b) Soit n e N
ILal? = <Ly, Ln)

(] {0

2
=( . )(—D"ltn

21!

2
:(Z”n') (-D"up (constance de ((-1)"ug)).

1 22n+1(n|)2
T22n(pn2 2n+1

L% =

2n+1"
24.c) La famille est orthonormée pour ce produit scalaire.

25. Soit P € R[x]. Il existe n € N tel que P € Ry [x]. D’apres ce
qui précede
VkeN, k>n = (Li,P)=0
Comme L et Qi sont colinéaires :
VkeN k>n = {(QiP)=0
Par conséquent
m n
VvmeN m>n = Y c(P)?=Y c(P?
k=0 k=0

La série Y ¢ (P)? est constante a partir d’un certain rang,
elle converge et

+00o n
Y a®P=Y g @>.
k=0 k=0

Or dans I'espaces euclidien Ry [x] avec lab.o.n (Qg) reo. s
on sait que

n n
IPIZ= Y (P,Qr) =Y (P2
k=0 k=0
Ce qui conclut.
26.a) Soient P,Q € R[x]

1
(xP(x), Q(x)) =/_1 (xP(x))Q(x) dx

1
=jlP(x)(xQ(x))dx=(P(x),xQ(x».

Si PQ est une polyndéme pair, la fonction x € [-1;1] —
xQ(x)P(x) est une fonction impaire et

1
(P(x), xQ(x)) =f1xP(x)Q(x) dx=0.

26.b) xL; (x) € Ry41[x] et (Qi)ie[[O'n+1]] est une base ortho-
normée de R;,+1[x]. D’olt

n+l

xLp(x0) = Y (xLp(x),Q;(x))Q; (x)
i=0
n+l1

= Y (In(x),xQ; (1)) Q;(x)
i=0

orpouri<n-2,xQ;(x) €eRy-1[x] etonavuque
Lpe Rn—l[x]L
Ainsi
Viel[0;n-2]], (Lp, xQ;(x)) =0.

La somme se simplifie et Q; (x) = L; (x)/ || L; ||

(Lp(x), XLy 41 (x)) (L (x), XLy (x))

xLp(x) = +1 n
L1 112 " Ly 112
(Lp(x), xLy—1(x))
ILp—1ll "

Notons que par imparité de x — xLy(x)2 (car Ly, est soit
pair, soit impair car U, est pair), on a

1
(Ln(x), xLyp (x)) = f xLp(x)2dx =0.
-1

Ce qui conclut sur I'existence des deux réels.

27. On commence par importer les bibliotheques :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

27.a)
def PolyLegendre(n,x):
lold=1
if n==
return lold
lnew=x

for i in range(2,n+1):

linter=1new

lnew=((2*i-1) *x*1lnew-(i-1)*1lold) /i
return lnew

27.b)

plt.clf )

def trace_legendre(n):
x=np.linspace(-1,1,200)
y=np.zeros (200)
for i in range (200):

y[il=PolyLegendre(n,x[i])

plt.plot(x,y,linewidth=0.5)
plt.show ()

28.a) OnLy =1etLj = 1. Pour coder ces polyndémes, on com-
mence par une matrice ligne remplie de 0 et I'on change
respectivement le premier et le deuxiéme coefficient :

MO=np.zeros (N)

MO [0]=1 # corespond d LO
Mi=np.zeros (N)

M1[1]=1

28.b)

def somme(M,N,a,b):
m=len(M) # m=n+1
R=np.zeros (m)
for i in range(m):
R[il=a*M[i]+b*N[i]
return R

28.¢)
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def multix(M):
m=len(M) # m=n+1
R=np.zeros (m)
for i in range(m-1):
R[i+1]1=M[i]
return R

29.

def Legendre(n):

N=20

Mold=np.zeros (N)

Mold [0]=1 # corespond d LO

Mnew=np.zeros (N)

Mnew [1]=2

for i in range(2,n+1):
Minter=Mnew
a=2*(2%i-1)
b=-4*(i-1) **2
xMnew=multix (Mnew)
Mnew=somme (xMnew ,Mold,a,b)
Mold=Minter

return Mnew

30.a)
def eval(M,t):
m=len (M)
s=0

for i in range(m):
s+=M[i]*t*x*i
return s

30.b)

from scipy.special import factorial
def trace(m):
x=np.linspace(-1,1,200)
y=np.zeros (200)
M=Legendre (n) /(2**n*factorial(n))
for i in range (200):
ylil=eval (M,x[i])
plt.plot(x,y,linewidth=0.5)

for n in range (1,20):
trace (n)
plt.show ()

31. Prouvons par récurrence que pour tout k € [0,2n—1], la
propriété 2. : «Il existe 17 p < by < - < lp_k k tel que
pour tout i € [1,2n - kI, A% (¢; 1) = 0» est vérifice.

— Initialisation. Par hypothése, ¢ est vérifié.

— Heérédité. Soit k € [0,2n — 2]. Supposons que 2 est
vraie. Alors il existe des réels

Nk <br< <bnp-kk
tels que pour tout i € [1,2n — k],
h® (1;,x) =o.

Or h'® est dérivable, car h est de classe €2"L. Pour tout
i €[1,2n - k— 1], on peut appliquer le théoréme de Rolle
sur l'intervalle [#; g, ;41 k]

Donc il existe #; 41 €1 ., t;4+1,k[ tel que

!
WD (1 40) = B0 (1 040) =0,

Etant sur des intervalles disjoints, les nombres
(tik+1) ieq:2n— k-1 SONt différents.
La propriété 2., est vraie.

— Conclusion. Pour tout k € [0,2n — 1], & est vraie. Le
résultat est donné pour k =2n—1.

32.a) On reconnait I'expression d'un taux d’accroissement
entre x et x;. Comme L, est dérivable en x;, ce taux d’ac-
croissement admet une limite lorsque x — x;. On obtient :

L, (x) Ly (x) — Ly (x;) 1
M' = = .
i) (%= x;) L), (x5) X—Xx; L), (x;)
Lo (xi) _,

X=X L,n (x,‘)
La fonction M; est prolongeable par continuité en x;.
Pour x # x;, M;(x) s’écrit sous forme _foaixi Par conti-
nuité, la formule s'étend par passage a l;_limite (x—x;)a
x = x;. La fonction M; est donc bien polynomiale.

32.b) On vérifie que M; (x;) = §; ;. C'est-a-dire nul si i # j et
valant1sii=j.

33. Soient A1,A2,...,A, eRtels que:

n
Z Ail; =0g,.
i=1

n n
Dot VYPeR,_1lx], Y A;P(x;)=) AP;(P)=0
i=1 i=1

Avec le choix P = My, on obtient directement A = 0. La
famille est libre.

34. Comme dimE;, = dima (Ry,—1[x],R) =dim (R;—1 [x]) x1 =
n, etlafamille (11, I», ..., ;) de E, estlibre avec n éléments.
Dés lors la famille est une base de E;. Comme v € Ey, il
existe un unique n-uplet (ay,...,a) tel que

n
v=)
i=1
c’est-a-dire
1 n n
VPeR,_1(x], f lP(t)dt =y@) =) o;l;(P)=) o;P(i)
- i=1 i=1

35. Notons que les réels (x;) ;¢ (., étant les racines de Ly,

P[x,-) = Q(xi]Ln (x,-) +R(xl-) = R(xi) .
=0

De plus, P e Ry,,—1 [x] impose Q € R;,—1 [x] et
1 1
f P(t)dt:f QUOLn () +R( dt
-1 -1
1
=<Q,Ln>+f R(p)dt.
-1

OrL, € R,_1[x]t donc (Q,L,) = 0;
et Re Ry,_1[x], larelation (x ) s’applique

1 n n
f R(Odr= ) ogR(xx) = Y agP(xg).
-1 k=1 k=1
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On a bien

1 n
f P(t)dr= ) agP(xg).
-1

k=1

36.a) Comme M;. €Ry_1[x] etL,, € R,—1[x]1 on a bien
(M), Lp) =0.
Puis par intégration par parties
0=(M},Ly)= [MiLn]L -(M;,L,)
Or [MiLn]l1 =M; (1)L, (1) —=M;(-1)Ly(-1)

et M;L}, € Ryj,—1 [x] et larelation (% %) donne
! 1 !
(M;L},) = f_l M;L, (1) dt
w ! !
= 3 oM () Ly (xx) = Ly, (x7)
k=1
D’ot le résultat.

36.b) On montre par récurrence double a partir de (¢) que

VneN, L,(1)=1.

On peut aussi utiliser la formule de Leibniz a partir

@ lde Ul = (x— ™ (4 .,

De plus, par parité de Uy, on prouve que la fonction L;; est
soit paire, soit impaire. Par conséquent
1=L1)? =L, (-1
Ainsi
_M;MLx(A)  M;(=1La(-1)
L) Ly (xi)
Ly(1)2 Ly(-D?
5 -
(=1-x;) Ly, (x7)

(1=x;) L5, (x7) 2

( 1 1 ) 1
= + . >
1-x; 1+x; L’n (xi)
2
5

(1-22)1, (x:)
37.a) SiPeKery, onapourtoutie[[1;n]:

P(xl-) =P (xi) =0.

Le polynéme P a donc n racines de multiplicité au moins 2

alors qu’il est de degré au plus 2n—1. Nécessairement P est
le polyndme nul. On obtient Ker ¢ = {0} et ¢ est injective.

37.b) Lendomorphisme en dimension finie ¢ est donc bijec-
tif. Comme le probléeme posé est équivalent a

HeRop—1(x] @®) = (f(x1),e.e, f(xn), £ (x1),... [ (xn)

il y a un bien une unique solution donnée par

H=  ((f D)., f ), f1 ). f ().

37.c) Onabien T, € Ry,_, [x] et on vérifie que

@Tn)=((F 1), f ), f1(x1) e, f1 (x0)) -

Donc Ty, = H, le polynéme recherché a la question précé-
dente.

38.Soit x € [-1,1] tel que: Vi € [1,n], x # x;.

Considérons
. An(1)?
g:-L11 =R, t— f(t)-Hpu() - )
2n!
avec K= . [f(x)-Hp(x)].

K existe bien car Ay (x) # 0, puisque x # X;.

An(x)
2n!

— gx) = f(x)-Hp(x) -
H(x)] =0;
— Pour tout i € Ny,

K= f(x)—Hx) - 1[f(x) -

A(x)?

2n!

g(x;) = [f (xi) -H(x;)] -

Ainsi g admet n + 1 racines distinctes : x, x1,... Xp.

On ne sait pas ol est x exactement. On ordonne ces n+1
racines en les notant y, y2,... yn+1 En appliquant le théo-
réeme de Rolle sur chacun des n intervalles [ y;,y;i+1 1,
comme g est dérivable, il existe z; € [y;,y;+1] tel que
g'(z1)=0.

Par ailleurs, la fonction g est de classe €2 et pour tout
t€[-1,1] (par linéarité) :

!/

g0 =fO-Hy0~f(t)~Ha(D) —2%
Donc g’(x;) = 0, pour tout i € Ny Ainsi g’ est de classe
©2"~1 avec n + n racines distinctes : X1,...Xpn €t 21,...2p.
On peut donc appliquer le résultat de la premiére ques-
tion :il existe ¢ € [y1, yn+1] < [-1,1] tel que g™ (¢) = 0. Or
H est un polyndéme de degré au plus 2n — 1,A est de degré
21 de coefficient 1, donc H®™ =0 et A?™ = (2p)!. Donc
par linéarité de la dérivation (27 fois) :

g% (e)=0=f2M(c)-K=K= f?"(c)

A2 o
dce[-1,1], f(x) -Hu(x) = Wf " (e)

39.a) Avec y ¢ {x1,...Xn}, on peut exploiter le résultat de la
question précédente. Si y = x;, alors f(y) —H(y) = f (x;) -
H(x;) =0=Ay(x;) =An(y), on prend ¢ quelconque.

_An(y)z (2n)
Vye =111 3ey € =111, () ~Hu(y) = =75 147 (ey)

39.b) La fonction f 1) est continue sur le segment [—1,1]
(car f est de classe €2"). Ainsi @™ est bornée sur [-1,1]

et atteint ses bornes. Il existe r € [-1,1] tel que V¢ €
[-1,11, f@M (1) < f@M (7). D’ol1 'existence de May;,.

1 n
f T (o f G+ anf (o) = W)~ Y ogH(xp)
- k=1

=¥(f)-¥YH).
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Car f (x;) =H(x;) et H e Rp;—1 [x]. Puis ¥ est linéaire :

n

f_ 11 fde= Y o f (xi)

k=1

=|¥(f -H)

1ot 2 +2n)
s (2n)!f_1‘A”(y) U (CY)‘dy

Mz, 2
< —(zn)!‘P(An).
40.0na

2
1 1 1 1 2n 2
An02dt={ —L,, —L, Y= — Lyl =|——| ——
f—1 n(t) <lln "o n> = ILnl ((2:) P

n

Oronavuque

1 9 1 1 1 5 [ 2" )
f Ap(t) dt=<_Lny_Ln>=_2||Ln|| == .
-1 anp  an a (3n)) 2n+1

Et d’apres la formule de Stirling :

|

2n
n

)_ @n)! (@n)?"e2"V2m2n _ 22"

= 2 ~

n2he=2n2mp

==
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