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THEMES : CALCULS DIFFERENTIELS, VECTEURS ALEATOIRES

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. (Pas de bonus dans Uentéte a chaque fois;)). Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice
et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1
Calculs de points critiques

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. a) Calculer le oules points critiques de la fonction f définie sur R2 par:

fx,y) =3x%+y? +2xy—2x+2y.

b) Que peut-on conjecturer sur ce(s) point(s) critique(s) al’aide des lignes de niveau suivantes?

-6

2. Soit n € N*. On définit la fonction g sur R” par

glx) = i (xp—1)%+ ( i xk)2 —2kéxk.

k=1 k=1

Vérifier que g est de classe %! sur R” et calculer son unique point critique.

Exercice 2
Exemples de somme et minimum de variables aléatoires

On considere une variable aléatoire réelle discréte X définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P) telle que

ak

X(Q)=N et VkeN, PX=k)=——
(1+a)k+l

ol a est un réel strictement positif fixé.
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1. Vérifier que I'on a bien défini une loi de probabilité.
1l faut vérifier que les valeurs sont bien positives et que la somme vaut 1.

e Simulation python
. k
2. a) Ecrire un programme qui prend en arguments n € N* et a € R} puis renvoie la somme S(n, a) = f (H’;W.
k=0
b) Adapter le programme précédent pour construire une fonction python qui prend en arguments a et un réel x €]0;1[
puis renvoie le plus petit entier N tel que

N+1 ak
X< Yy ——.
k=0 (1+a)k+l

c) Soit U, une variable aléatoire de loi uniforme continue sur ]0; 1[. Pour tout w € Q, on définit
Ny(w) =max{neN|U(w) <S(n+1,a)}.

On admet que Nyj est une variable aléatoire de méme loi que X. Donner une fonction python qui prend en argument
a, puis simule X.

Dans toute la suite, on désigne par Y une variable aléatoire indépendante de X, définie sur le méme espace probabilisé,
et suivant la méme loi que X.
* Loi d’'une somme
3. On considere la variable aléatoire Z =X +Y.
a) Déterminer laloi de Z.
b) Trouver I'espérance de la variable aléatoire S = TIZ

N i ek X Y
c) Apres avoir justifié |'existence de 'espérance, comparer E (ﬁ) etE (m)

d) En déduire E (%J

* Loi du minimum

4. On considére maintenant la variable aléatoire T = min(X,Y), définie par : pour tout w € Q, T(w) = minX(w), Y(w)).
a) Déterminer P(X > n) pour tout n € N.
b) Prouver que laloide T est donnée par T(Q) =Net:

1+2a a \2m
VmeN, P(T=m)= ( )

T +a2\1+a

c¢) Commenter ce code Python :

m=5000, a=10, p=1-(a/(1+a))**2

0175 == Pour E1 El=np.zeros (m)
5o mmm Pour E2 E2=np.zeros (m)

for i in range(m):
0125 El1[i]l=min(simuX(a)+1,simuX(a)+1)
0100 5 E2[i]=rd.geometric (p)

.g classe=np.linspace(1,30,30)-0.5

0073 E plt.hist(El,classe,rwidth=0.8,
0.050 density=True)

plt.hist (E2,classe,rwidth=0.4,
0028 density=True,color=’red’)

0.000 e plt.legend ()
plt.show ()

Exercice 3
Optimisation d'une fonction de 2 variables

Pour tout réel a strictement positif, on considére la fonction f,; de R? dans R, définie par :
2 - 2) oY
Vx, ) eR, falx,y)=|1+y+xy+ax|e’.

Partie I. Etude des extrema de f,
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1. En considérant f,(0, ), justifier que f; n'admet pas de maximum global.
Dans la suite, on admet que f, admet un minimum global.
2. Justifier que f; est de classe €' sur R? et calculer les dérivées partielles premieres de f,;.
En déduire que f; posséde deux points critiques, notés A et B avec f;(A) <0 < f(B).
4. Donner la valeur du minimum global.

®

Partie II. Etude d’un fonction définie a Paide de f,

5. Soit x € R, justifier la convergence et le calcul de

X
I:f e dy.
—0o0
X

6. Pour tout réel x, justifier que I'intégrale J = f yeY dy converge et donner sa valeur.

—0o0
7. Déduire des deux questions précédentes que I’on définit bien une fonction F,; de R dans R, en posant

X
Fa(x) = f falx,y)dy.

Exprimer F,(x) en fonction de a et de x.
8. Donner le tableau de variations de F.

Probleme I
Tirage dans une urne, matrice de variance-covariance

PARTIEA

On considere, dans cette partie des entiers naturels non nuls n, 4, d, t et b, vérifiant
u+d+t=h.

Une urne 7% contient b boules, parmi lesquelles u boules portent le numéro 1, d le numéro 2 et t le numéro 3.

Une expérience consiste en 7 tirages successifs d’'une boule de I'urne % avec remise. A chaque tirage, toutes les boules de 'urne
2 ont méme probabilité d’étre tirées.

Le modele choisi pour cette expérience est I'espace probabilisé (Q, 7,P) dans lequel I'univers Q est 'ensemble {1,2,3}" des n-
uplets d’éléments de I'’ensemble {1,2,3}, et 'ensemble des événements <7 est 'ensemble &2 (Q) des parties de Q, la probabilité P se
déduisant naturellement des hypothéses qui ont été ou seront formulées.

Aucun tirage n'influe sur les autres en cela que, si une suite quelconque (V) 1<k<p de variables aléatoires définies sur I'espace
probabilisé (), <7, P) est telle que, pour tout k € [[1, n]], la valeur de Vi ne dépend que du résultat du k-iéme tirage, alors les va-
riables V1,Vy,...,V, sont mutuellement indépendantes.

On note U (respectivement D, T) la variable aléatoire définie sur I'espace probabilisé (2, <7, P) dont la valeur est le nombre de
boules numérotées 1 (respectivement 2, 3) tirées au cours de I'expérience.

e Python

1. Ecrire un programme python qui prend en argument 7, u, d, t et renvoie une simulation du vecteur aléatoire (U,D, T).

2. Montrer que la variable aléatoire U suit une loi usuelle (a préciser), donner son espérance et sa variance. Donner, de méme, les
lois des variables aléatoires D et T, respectivement.

3. Lesvariables aléatoires U et D sont-elles indépendantes? Justifiez votre réponse.

4. Vérifier, sans calcul superflu, que

u+ (u+adye
EU+D)=n et V(U+D):nT.

. . nud
5. En déduire que la covariance du couple (U, D) est égale a — N
Dans toute la suite, m, i et j étant des entiers naturels, on note :

m! CL

———— sii+j<m
( m ): ajlm—i— ) I
bl 0 sinon
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6.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

On considere deux entiers naturels k et € vérifiant k + £ < n. Soit w = (x1, X2,..., X5) un élément donné de Q2 comportant exacte-
ment k«1»etl«2».

Quelle est la probabilité P({w}) de I'événement élémentaire {w}?

Dénombrer les n-uplets appartenant a I’ensemble Q et comportant exactement k"1 " et ¢ " 2 ". En déduire que :

n ) ukde tn—k—lZ

P([U:k]ﬁ[DZE]):( 0 o

Pourquoi ce résultat reste encore vrai si k + € > n?

PARTIE B : lois marginales d’'un couple aléatoire de loi trinomiale
On considere, dans cette partie, un entier naturel » et 'ensemble I, défini par

I ={(k,0 ke l0,n] etle[0,n] k+l<n}.

Un espace probabilisé (Q, &/, P) étant donné, ainsi que trois réels strictement positifs p, g et r vérifiant p+q+r = 1, on considere
un couple aléatoire (X;,Yy) défini sur (Q, o7, P), a valeurs dans I, et tel que, pour tout couple (k,£) €1, :

P(Xp=kln[Y,=0]) = ( k”e )pkq@rn—k—é.

. Vérifierque: Y ( knB )pkqer”’k’gzl.

(k,0)el,

. Montrer que les variables aléatoires X;; et Y, suivent toutes deux une loi binomiale (en préciser les parameétres respectifs).

On se propose dans les 3 prochaines questions de calculer la covariance du couple (X, Yy).

. On suppose que n = 2. Prouver que, pour tout couple (k,€) € I,, vérifiant k=1et{>1,0ona:

n n-2
ke( k€ )‘”(”_”( k—1,0-1 )

En déduire que E X,,Y,) = n(n—-1)pq.
Cette relation est-elle encore vraiesin =02sin=1?
En déduire que
Cov(Xy,Yn) =—-npq.

Les variables aléatoires X;, et Y, sont-elles indépendantes?

PARTIE C : Etude de la matrice de variance-covariance

Cas général
Soit S = (S1,S2,...,Sy), un vecteur aléatoire dont chaque variable aléatoire admet un moment d’ordre 2. On définit les matrices
S et Zg par

V(S1) Cov(81,S2) -+ Cov(S1,Sn)
Cov(Sz,51) V(Sz2) -+ Cov(S2,Sp)
ZS = . . . .

Cov(Sp,S1)  Cov(Sp,S2) -+ V(Sn)
Justifier que la matrice g est diagonalisable.
SoitX="* [ x1 x ... xp ], unematrice colonne. On note Z la variable aléatoire réelle définie par Z = f x;S;.

i=1
a) Justifier que
V(Z) = XZgX.

b) Endéduire que Sp (Zg) cR*.

On admet[ﬂqu’il existe une matrice P, orthogonale et une matrice D diagonale telles que g = PD’P = pDP L,
a) Justifier 'existence d’'une matrice M telle que ‘MM = Zg.
On pourra commencer par exhiber une matrice diagonale T telle que T? = D.
b) En déduire que X € Ker(Zg) si et seulement si V(Z) = 0.

Cas particulier de la partie A
On suppose dans la suite que le vecteur aléatoire est défini par S = (U,D, T) ol les variables U, D et T sont définies a la partie A.

1. mais on pourra le démontrer avec le théoréme spectral dans sa version généralisée.
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16. Ennotant p; = u/b, p2 = d/b, p3 = t/b, vérifier que

pi(l-p1)  -pip2 -p1p3
Supm=n| -pip2  p2(1-p2)  -p2p3
-p1p3 -p2p3 p3(l-p3)

17. Alaide de U+D +T, justifier que 0 est valeur propre de =y p 1)
18. Soient A, p les deux autres valeurs de 2y p ). On note s; = Tr(Zy p,T)) €t 2 = Tr(Z(U,D,T)Z). Exprimer s et sp al’aidede A et ,
puis A, p al’aide de s; et sp.

Probleme II
Etude d'un point critique de la fonction (x, y) — x¥ — y*

On considere :

|

-1 1
La fonction ¢ définie sur RY par: VieRY, @)= % - t(exp(;) - 1):

1
la fonction y définie sur R** par:  VieR*™, wy()=1- P —In(p);

La partie U de R? défini par : U=(]o; +oo[)2 = {(x, Y€ R?|x>0et y> 0};
La fonction f: U— R définie sur U et a valeurs réelles par :

Y,y eU, f(x,y)=xY-y"=exp(yln))—exp(xln(y)).

Lobjectif de la suite est de prouver que la fonction f n’admet aucun extremum sur U.
On admet que les résultats vus en cours dans R" sont ainsi valables pour la partie U.

1.
2.

3. Soit t € RY. Montrer la convergence de la série

Etudier les variations de y sur R**. Calculer y(1) et en déduire le signe de .
Prouver la convergence de la série Y "T_,l et calculer sa somme.

neN*
w(") - -
7 etexprimer sa somme en fonction de ¢(?) et In(z).

neN*
En déduire :

Viel]o;1], e <In(r) et Vre]l;+ool, @(1) >In(?).
Soit (x, y) € U. Montrer que (x, y) est un point critique de f si et seulementsi :

x>1, y>1
In(x)In(y) = 1
y* 1 = x¥ lnw).
Soit (x, ) € U un point critique de f. Justifier I'existence d’'un réel t € R** tel que :
x =exp(D), y:exp(%)
@) = In(pn.

. Prouver que (e, e) est 'unique point critique de f.
. En étudiant les signes des fonctions t — f(e,e+ 1) et £ — f(e+ t,e), justifier que f n'admet aucun extremum sur U.

— JOYEUSES FETES! —
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THEMES : CALCULS DIFFERENTIELS, VECTEURS ALEATOIRES

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. (Pas de bonus dans U'entéte a chaque fois;)). Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice
et de tout matériel électronique est interdite.

Probleme I
De I'algebre, de I'analyse, des probabilités et du python...

Dans la suite, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (Q, </, P). Soit n un entier
supérieur ou égal a 2 et soit n variables aléatoires X;,X> ..., X}, telles que pour tout i € [1, n], la variable aléatoire X; suit la loi de

Bernoulli de parametre p; (0 < p; < 1). On suppose que YX;=1.
i=1

Pour toute matrice colonne X = ¢ [ X1 X2 ... Xp |, onnote Zx lavariable aléatoire définie par
n
Zx = Z xiX;.
i=1

Dans la suite, on identifie R” et ., n,1([®). Les questions 3, 4, 5 et 6 sont largement indépendantes.

1. Que vaut )E pi?
i=1

2. Pour tout couple (i, j) € [1, n]? avec i # j, justifier que E(Xixj] =0.

o Etude de la matrice des covariances

3. SoitA=|a; j| .. lamatricede .#,(R) dontle terme général a; ; est tel que:
b 1<i,jsn L]

v )ellm?  a; ;= Cov(x;X;).

a) Expliciter la matrice A en distinguant coefficients diagonaux et non-diagonaux.
b) Justifier que V(Zx) = ’XAX. En déduire que Sp (A) = R™.
c¢) On admetE] qu'il existe une matrice P, orthogonale et une matrice D diagonale telles que A = PD’P = PDP™ !,
i) Justifier I'existence d'une matrice M telle que MM = A.
On pourra commencer par exhiber une matrice diagonale T telle que T? = D.
ii) En déduire que X € Ker(A) si et seulement si V(Zx) = 0.
d) Alaide du résultat précédent, justifier que Ker(A) = Vect(U) ot U = ,1,...,11€ Mn1[R).
On pourra raisonner par double-inclusion.

e Un probleme d’optimisation
4. SoitX="] x1 x2 ... xp |€Mn 1.
a) Quelle relation doivent satisfaire les réels x1, x2, ..., x, pour que E(Zx) = 1?
b) On suppose dans la suite que E (Zx) = 1. Etablir la relation : V(Zx) = (f x;2 p,') -1
i=1

¢) On introduitla fonction de plusieurs variables

n-1 2
—1+(1— Y p,-xi) Ipn.

. 1 (5 2
fl’l~(xlr"'rxn—1)€ g 'zlple
i= i=1

Déterminer I'unique point critique de fj,.

2. mais on pourra le démontrer avec le théoréme spectral dans sa version généralisée.
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d) En utilisant une inégalité du cours, justifier que

2
n

Y (ayp,...,an) €R", (Zo‘ipi) <(
i=1

o)

-

En déduire la nature du point critique.

e) Montrer qu'il existe un unique X € .#,1 (R) que I'on déterminera, qui vérifie les deux conditions suivantes : E(Zx) = 1 et
V(Zx) minimale.

f) Retrouver directement ce résultat a 'aide de la question 3.d).

e Python
5. Lobjectif de cette question est de simuler le vecteur aléatoire (X1,...,X;) sachant P = (p;) j¢[1;,) connu. On pose S_1 = 0 et pour
tout k € [[0; n]]
k
Sk=2. i
i=0
a) Ecrire un programme python qui prend en arguments u € [0; 1] et P (sous forme de matrice ligne) puis renvoie 'entier k
tel que
Sk—l su< Sk'

b) Soit U, une variable aléatoire de loi uniforme continue sur ]0; 1[. On pose
N =min{k € [[0; n]] [U < Sg}.

On admet que N est une variable aléatoire. Vérifier que pour tout k € [[0; n]l, P(N = k) = py.
c) Simuler la variable N puis en déduire un programme qui simule le vecteur aléatoire (Xj,...,Xz).

e Compléments avec deux vecteurs aléatoires
6. Soient n variables aléatoires Y1,Y2,..., Y, qui vérifient les propriétés suivantes :
— IYi=1;
i=1
— pour tout i € [1, n], les variables aléatoires X; et Y; sont de méme loi;
— pour tout couple (i, j) € [1, nl?, les variables aléatoires X; et Y j sont indépendantes.

. . L PP 11 (X-Y)?
Soit T}, la variable aléatoire définie par: T, = —+ ¥ -———X=.
niz pi (1-pi)
a) Déterminer laloi de T,.
b) Calculer E(T},).
Probléme I1

Distance a une partie de . (R)

On définit (M, N) € 45 (R)2 — (M,N) = Tr (t MN). On admet dans la suite que (-, -) définit bien un produit scalaire sur .#> (R). On
note || - ||, la norme associée a ce produit scalaire.

e Lensemble I
On note 9 '’ensemble des matrices réelles M de taille (2,2) telles que :
— M est symétrique.
— M est de rang inférieur ou égal a 1.
— M ades valeurs propres positives ou nulles.
e Python
1. a) Comment tester simplement avec Python si une matrice de .45 (R) est symétrique?
b) Sans utiliser de fonction préprogrammée, comment tester simplement avec Python si une matrice de .45 (R) est de rang
inférieur ou égal a 1?
) Soit M = (m;,j) € > (R) est symétrique. Justifier que M a des valeurs propres positives ou nulles si son déterminant est
positifet my; = 0.
d) En déduire un code qui prend en argument une matrice M € 4> (R) et qui renvoie 1 si elle appartient a I et 0 sinon.
2. SoientXj, X, X3 et Xy, 4 variables aléatoires indépendantes de loi uniforme discretes sur [—2;2]]. Comment obtenir avec python
une approximation de la probabilité que la matrice

X1 Xo
X3 X4

Bonus Comment avoir une valeur exacte de cette probabilité avec python?

appartiennea g ?
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10.

Ftude théorique de 7.

. Justifier que

{VIVIVe LR } < T

. Soit M € 9, non nulle.

a) Justifier 'existence de X € .#> 1 (R), non nulle, telle que Im(M) = Vect(X).
En déduire que l'existence de Y € .45 1 (R), non nulle, telle que M = Xty.

b) Justifier 'existence de A € R* tel queY=AX.

c) En déduirel'existence de Ve .4 1 (R) telle que M = Viv.

Recherche de la distance minimale
On considere dans cette question deux nombres réels p, g telsque 0 < p < g <1 et p+ g =1 et la matrice symétrique A définie
par:
el
q p
Lobjectif de cette partie est de trouver les matrices M appartenant 8 9~ qui minimisent 'expression ||A — M]||.

. Lamatrice A appartient-elle a  ?
. On désigne par x, y les composantes de la matrice colonne V. On pose F(x, y) = [[A— V- 'V||2. Vérifier que

2
F(x,y) = (x2 + y2 - 1) +2q(x— y)2 +(g— P)z-

. Justifier que la fonction F ainsi définie est de classe € et préciser son gradient au point (x, y).
. Déterminer les points critiques de F.
. En déduire le minimum de l'expression ||A -V lorsque V décrit 'ensemble .#> ; (R). Préciser les matrices qui réalisent ce

minimum.
Prouver enfin qu'il existe une matrice M appartenant a 9~ et une seule qui minimise I’expression |[A—M]|.
On précisera la nature de 'endomorphisme de R? canoniquement associé a cette matrice M.

Probleme I11
Inégalité de Cramer-Rao

Soit 1, un entier supérieur a 2.

Dans la suite, Xj,...,X;; désignent n variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé et de méme loi
de Poisson de parameétre 0 € R . On définit pour tout i € [[1; n]] la variable aléatoire Y; par

Yi:{ 1 siX;=0

0 sinon.
_ 1 &
Puis on note Y,==) Y,
nisa
Partie I
1. a) Donner laloide f Y;. En déduire que E (Y_n) =exp(-0).
i=1

On dira dans ce cas que Y, est un estimateur sans biais de exp(—0).
b) DonnerV (Y_n)

k
. Pour tout k € [[1; n]], on définit Sy = ¥ X;.
i=1

Rappeler sans démonstration la loi de Sy. pour tout k élément de [[1; n]].

. On définit jusqu’a la fin de cette partie I pour tout j entier naturel : ¢(j) =P[5, =) X1 =0).
1)}/
Montrer que pour tout j entier naturel () = (1 - —) .
n
Sn
Dans la suite, on s’intéresse a la variable aléatoire : @Sy = (1 - —) .
n

. Montrer que ¢ (S,) admet une espérance avec E (¢ (Sp)) = exp(-0).

De nouveau, on dira dans ce cas que @ (Sy,) est un estimateur sans biais de exp(—9).
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5. Montrer que ¢ (S;;) admet une variance vérifiant

0
V(¢ (Sp)) = exp(—26) (exp (;) - 1) )
6. On souhaite comparer les variances de Y, et ¢ (Sy).
a) On considere la fonction k: [0, 1] — R définie par h(r) = rexp(0) + (1 — 1) —exp(0). Justifier qu’il existe 7 € [0;1] tel que

Vielo;1], K1) =0(e®-e).

En déduire les variations et le signe de h.
b) Montrer que

exp(%)sﬂn(e)_’_%—l puis V[(p(Sn))$V(Y_).

e Simulation Python
7. a) Ecrire un programme qui prend en arguments 7 et 0 puis simule la variable Y.
b) Faire de méme avec ¢ (Sp).
¢) On a tracé ci-dessous deux histogrammes : I'un construit a partir de simulation de Y,;, 'autre de ¢ (Sp). Associer 4 chaque
histogramme sa variable aléatoire. Justifier.
== = x=exp(-theta)

251 -
1
201
15
10 A
) Ih
0 E— | ‘- -h,—-

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

EEm Echantillon 1
HEm Echantillon 2

On reprendra a la fin de la partie I1I I'étude de ¢ (Sy).

IIL. Information de Fisher

e A.Casdiscret
Dans cette section II.A, on considére I un intervalle de R, avec 0 € I et X une variable aléatoire a valeurs dans N (X(Q2) €N). On
suppose qu'’il existe une fonction p définie sur I x X(Q) telle que pour tout k élément de X(Q2)

P(X=k) = p(®,k)

et vérifiant pour tout k de X(Q) : 0 — p(6, k) dérivable sur L.
On définit sous réserve d’existence 'information de Fisher de X par

Ix®= ) (0np®, k))2 p©,k)
keX(Q)

ol 01 In p(0, k) désigne la dérivée partielle de la fonction Inop par rapport a 0 au point (8, k).
* Exemples
8. Dans cette question, on considere X variable aléatoire de loi de Bernoulli de parametre 6 (avec 6 €]0, 1[).

OnaalorsX(Q) ={0,1}, PX=1)=p(6,1) =6,PX=0)=p(6,00=1-06et

Ix(0) = (31 In p(6, 1)) p(6,1) + (31 In p(6,0))* p(6,0)

1
Montrer que Ix(0) = 00
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Dans cette question, on considere X variable aléatoire de loi binomiale de parametres N et 0 (avec N e N*, 0 €]0,1).

a) Montrer que

@)= — i (e-No2| ™ ok - gNk
O(1-0)2 (= k
b) En déduire que Ix(6) —V(X) uis donner la valeur de Ix (0)
= Vi .
que Ix ©01-0)2 p X

Dans cette question, on considere X une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre 6 (avec 0 €]0, +oo[). Puisque X(Q) =N,

on a sous réserve de convergence
+00

Ix®) = Y (811np(®,k)* p(®, k).
k=0
a) Montrer que la série de terme général (3; In p(6, k)]2 p(6, k) converge et montrer que Ix(0) = 1/6.
b) Justifier que

x(®) = E((311np(©,%)°)
B. Cas continu avec une variable gaussienne

Soit X une variable aléatoire de loi normale .4'(0,1). La densité continue sur R est notée x € R — f (0, x). On définit sous réserve
de convergence l'information de Fisher de X par

+00 2
IX(e):f (01In(f(6,x)))" £(6, x) dx.

—00

+00
a) Montrer que sous réserve de convergence Ix(0) = f (x—0)? f©,x)dx.
—00

b) En déduire I'existence et la valeur de Ix (0).
c) Justifier que Ix(0) =E [(61 ln(f(e,X)))z) .

IV. Minoration de la variance

A. Inégalité de Cramer-Rao
Dans cette section III.A, on considere I un intervalle de R, 6 un parametre inconnu de I et X une variable aléatoire telle que
X(Q) ={0,...,N}(N € N). On suppose qu'il existe une fonction p définie sur I x X(Q) telle que pour tout k € {0,...,N}

P(X=k) = p@®,k)

et vérifiant :

— Pour tout k € [[0,N]], 8 — p(8, k) dérivable sur I;

— Linformation de Fisher de X notée Ix(0) définie dans la partie III est non nulle pour tout 6 € 1.
Le but de la section IIL.A est de démontrer I'inégalité suivante due a Cramer et Rao.

THEOREME Théoréme de Cramer-Rao

Soit f(X) une variable aléatoire admettant une espérance avec E(f (X)) = g(0) ou g est dérivable surl. On a alors

(g'®)°
V(ifX)) = .
(fx) %0
N
Montrer que pour tout 0 élément de I, Z 01p(0,k)=0.
k=0

En déduire que pour tout 0 élément de 1
E(3; In(p(©,X))) =0

En dérivant partiellement par rapport a 6 les deux membres de 1'égalité précédente, montrer que pour tout 6 € I
E(0 , In(p(6,%)) = —E((31 In(p(0,X)))?)

ol 6? 1 In(p(6, x)) désigne la dérivée seconde de la fonction 6 € I — In(p(6, x)).
Montrer que pour tout 0 élément de I

N
g'® =) f(k)(0:In(p®,k))p®,k)
k=0
puis que g0 =E((fX) - g(0)01 In(p(0,X))).
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16

. On pose pour tout ¢ réel L(¢) = E([(f(X) —g(08))+1t0; ln(p(G,X)))z).

a) Vérifier que L est une fonction polynomiale de degré au plus 2.
b) En déduire I'inégalité de Cramer-Rao.

B. Extension du théoréeme de Cramer-Rao
On reprend dans cette section III.B les notations et hypotheses de la partie II. On admet que, dans ce contexte, le théoreme de

Cramer-Rao peut se généraliser comme suit :

THEOREME Théoréme de Cramer-Rao (version généralisée)

Soient (X3,...,Xy), n variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Poisson.
S0it Ty, = f (X1,...,Xn) une variable aléatoire telle queE (f (X1,...,Xn)) = g(0) ot g est dérivable sur]0, +ool. On a alors

(g'®)
nly, (0)

V(Ty) =

oitIx, (0) est l'information de Fisher d’'une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre O définie et calculée a la partie I1.

1l s’agit dans cette section d’exploiter cette nouvelle inégalité de Cramer-Rao. On note

X = X;.

™=

S|~

i=1

17. Calculer E (E) etV (E)
18. Déduire de la généralisation de Cramer-Rao, que X, a la plus petite variance parmi les estimateurs sans biais de 6.
19. Montrer que pour g(0) = exp(—0) o1 0 €]0, +o0(

gy
n—+oo nly, (0) '

V(o)

20. Que prouve ce résultat en terme d’optimalité de ¢ (S;;) dans 'estimation de exp(—0) ?
21. Alalumiére de la partie I, peut-on conclure que lorsque n est grand ¢ (Sy;) est le meilleur estimateur de exp(—6) en terme de

variance?

— JOYEUSES FETES! —
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ECG 2

DS5A-

solution

Exercice 1
Calculs de points critiques

1.a) La fonction f est de classe ¢! car polynomiale, avec pour
tout (x,y) € R?

01f(x,y)=6x+2y—2 et 02f(x,y)=2y+2x+2.
La résolution du systeme (linéaire dans ce cas)
01f(x,y)=0=02f(xy)
donne une unique solution, un unique point critique
a=1,-2).

1.a) On retrouve bien le point critique :

0 0,

(10 15 20 25 3.0

0.0 0.5

De plus, on constate que les lignes de niveau sont as-
sociées a des hauteurs plus grandes que f(a) = —3. On
conjecture un minimum local et plus généralement glo-
bal.

2. La fonction g est de classe ¢! car polynomiale, avec pour
tout x = (x;) € R", tout indice i € [[1; n]]

n n
dig)=2(x;-1)+2 ) xk—2:2(x,~+ y xk—Z).
k=1 k=1
Le point x est critique si et seulement si pour tout indice
Pelll;nl:
n
X; + 2: X —2=0 (%)
k=1
On constate que pour i, j € [[1; n]]

n
X;j=2-— Z X =Xj.
k=1

Toutes les coordonnées de x sont égales. En reprenant ()
pour i =1, on détermine cette valeur commune

n
0=x + Zxk—22x1+nx1—2,
k=1

2

d’ ol .
n-1

X1 =

Finalement, il y a bien un unique point critique :

2 2 2

n-1n-1""

n-1|"

Exercice 2
Exemples de somme et minimum de variables aléatoires

1. La positivité est évidente. En utilisant les résultats sur les
sommes géométriques (la raison estici a/(1 + a) €] - 1;1)),
on a convergence et I'égalité

Jio ak 1J§o a\f 1 1 )
S+l 1+az\1+a)  l+a _a T
l1+a

On peut noter que la variable X + 1 est alors géomé-
trique de raison 1/(1 + a).

2. Dans la suite, on suppose importé :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

2.a)

def somme(n,a):
s=0
for k in range(n+1):
s+=ax*k/(1+a) **x(k+1)
return s

Une seconde version qui nécessite moins de calculs sur les
puissances :

def somme2(n,a):

s=0

p=a/(1+a)

P=1/(1+a)

for k in range(n+1):
s+=P
P*=p

return s

2.b)

def Entier(a,x):

s=0

n=0

while x>s:
s+=a*x*n/(1+a) **x(n+1)
n=n+1

return n

2.¢)
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def simuX(a):
u=rd.random ()
return Entier(a,u)

Comme X+ 1 suit une loi géométrique de raison
1/(1+ a), on peut tester ce code avec :

m=5000
a=3
Ech=np.zeros (m)
Ech2=np.zeros (m)
for i in range(m):
Ech[il=simuX(a)
Ech2[i]=rd.geometric (1/(1+a))-1
ma=int (max (max (Ech) ,max (Ech2)))
classe=np.linspace (1,ma,ma)
plt.hist (Ech,classe,density=True)
plt.hist (Ech2,classe ,rwidth=0.8,density=
True)
plt.show ()

On constate bien que les histogrammes sont tres
proches. Ils proviennent d'une méme loi mere.

0.25 4

0.20 A

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 -

0 5 10 15 20 25
3.a) On a X(Q) =Y(Q) =N. Ainsi Z(Q2) = N.

Soit k € N. En utilisant le systtme complet d’événements
([Y = nl) sen, la formule des probabilités totales donne :

+00
PZ=k= ) PUZ=kIn[Y=n])

n=0
+00
=Y P(X=k-nln[Y=n)
n=0
+00
=Y PX=k-nP(Y=n) (indépendance)
n=0
k
= PX=k-nP{¥Y=n carPX<0)=0
n=0
B k ak—n a’
- So L+ k-l (1+a@)ntl ’
b
=0+ tl)k+2
1 k
PZ=k) = Ud+kba” (termes indépendants de n).
a1+ (l)k+2

3.b) D’apres la formule de transfert, S admet une espérance
si et seulement si la série

1
> TeP%=5h

converge absolument. Comme le terme général est positif,
on peut se contenter de la convergence. Or

S R S |
k+1 77T +akt2 T 1+ a)?

l1+a

A une constante pres, on a le terme général d’une suite
géométrique de raison a/(1+a) €]-1;1[. On a convergence
et]'égalité

>

E(S) = —P(Z=k)
izok+1
1 +OO[ a )k

Q+a)? o\ 1+a

1 1
T +a? 1-1%
1
ES)= —
1+a
3.c) CommeZ=0,0na
X X 1

0 1.

S——S<——<——=¢<
1+7Z 1+X+Y 1+Z

Par le théoreme de domination X/(1 + Z) admet une espé-
rance. Il en va de méme de Y/ (1 +Z). De plus, X et Y sont
indépendantes et de méme loi, les couples

XY) et (V,X)
ont méme loi.

Pour s’en convaincre, on peut écrire pour tous réel

XYy

Fxy) (x,y) =P(X<x]In[Y<y])

@ =PX< x)P(Y < y) (indépendance)
=P(Y < x)P(X < y) (égalité en loi)
=P([Y<x]n[X<y]) (indépendance)

Fexy) (6, 9) = Fry x) (%, 3).

La fonction g: (x,y) € [R_% — x/(1+ x+ y) est continue par
quotient de polyndmes. D’apres le théoreme d’égalité en
loi

X,Y) = X t giv,X) = Y
gh =17 ¢ sV =17

ont méme loi. En particulier, méme espérance :
X Y
E(—=|=E({—=].
1+Z 1+Z
3.d) Notons que par linéarité
X Y Z
E E(—|=E(——=
1+Z 1+Z

1+7
1
=1—E(—) =1-E(S).
1+7

D’apreés la question précédente

E( X )_1—E(s>_ a

1+Z)° 2 " 20+a)’
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4.a) SoitneN

PX>n)= PX=k) = —_—
k=n+1 k=n+1 (1+a)k+l
+00 au+(n+1)

u=k—(n+1) L+ @112

an+1 +00 a

(1+a)n+2 u;,(ua)u

a1 1
= ——— ——— (géométrique)
21__a
I+a)"=1- 15

P(X>n) = (%)”+1

4.b) On a bien T(Q2) =N car X(QQ) = Y(Q) =N.
Soit n e N.

P(T>n)=P(X>nln[Y>n])

=PX>n)P(Y>n) (indépendance)
=P(X> n)? ( égalité en loi)
2
P(T>n)=o"! olt a:(i)
l1+a

Formule valable aussi pour n = —1. Ensuite

[T=m]=[T>m-1]\[T>m] avec[T>m]c[T>m-1].

D’out
PT=m)=PT>m-1)-P(T>m)
:(xm_(xrrw—l
P(T=m)=a"(1-a).
Sachant que
a? (1+a)2—a2
l-a=1- =
(1+a)? (1+a)?
_ l+a+a)(l+a—a) _ 1+2a
B 1+ a)? T 1+a?
on a bien

1+2a( a )2m

VmeNN, P(T=m)= —_—
1+a)?\1+a

4.c) Le code affiche un histogramme de T ainsi qu'un histo-
gramme de
aZ

Y-1 ou Y‘—»éﬁ[l— m]

Les deux histogrammes sont trés proches, en effet, les deux
variables ont méme loi. En résumé, a un décalage d'une
unité pres, T suit une loi géométrique.

Exercice 3
Optimisation d’'une fonction de 2 variables

1.0n a f4(0,y) = ye¥ y oy T Donc f,; ne peut avoir de
—>+00

maximum global.

2. Lafonction (x,y) € R2 — y est continue sur R2.
La fonction d’une variable ¢t € R — e’ est continue sur R.

Par composition (x,y) € R? — e¥ est continue sur R?.
De plus (x,y) € R? — (1+y+xy+ axz) est polynomiale
sur R? donc continue.
De plus, pour tout (x,y) € R2,
01fa(x,y) = (y+2ax)e’
02 falx,y) = (1+x)eY + (1 +y+xy+ axz)ey
= (2+y+x+xy+ axz)ey.

3. (x, y) est un point critique si et seulement si

01 falx,y)=0 o] yr2ax=0 1,
O2falx,y)=0 24+ y+x+xy+ax’=0 L

y=-2ax y=-2ax
< 2 2
2-2ax+x—-2ax“+ax“=0

La seconde équation est polynomiale de degré 2. On
constate que le discriminant est

A=(1+2a)?>0.
On a donc deux racines données par
_ 2a-1+(1+2a) _ )

x1 — (puis y; =4a)
xp = 2a-1-042a) _ 1

24 a (puis Y2 = _2)

Utilisons la ligne L, pour calculer les images

falxuy)=(-A+xD)+2+x1+y1+x10 +aXf)ey1

=0
=—(1+x)eN
:e4a

fa(x2,y2) =— (1 +x2)e?

( 1
=—[1+=
a

e 2.

Ona
fa(x2,y2) <0< fa(x1, 1)
On peut donc poser

1
B=(-2,4a) et A= (—,—2).
a

4.D’apres’énoncé f; admet un minimum global, il est donc
atteint en un point critique sur R?. Comme f4(A) < f3,(B),
fa admet f;(A) comme minimum global.

5.0na N
- X _oXx t
fteydy—[ey]t—e -e’.

Pour t — —oo0, il y a convergence et

X
f e’dy=e”.
—00

6. Les fonctions considérées sont de classe €. Intégrons par
parties. Soit £ € R

X X
ftyeydyz[yey]f—ft le¥ dy.
=[ye |7 - [e"]}

=xe*—e*—rel +el.
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pour ¢t — —oo, 0n a bien convergence et

X
]:f ye¥dy = (x - De~.

7. Par linéarité d’intégrales convergentes, on a convergence
de F4(x) et

X
Fa(x) :f (1+ax2]ey+ (1+x)ye’ dy.

—00
2 X X
:(1+ax )f eydy+(1+x)[ ye¥dy
—00 —00
= (14 ax) e+ 1+ 0(x-De*
= (1+ax2+x2—1]ex
=(1+a)x’e”.
8. F, est dérivable sur R par produit et
VrER, Fy(v)=(1+a)(2x+x?)e"
=(1+a)x2+x)e*.

On en déduit les variations :

Probleme I
Tirage dans une urne, matrice de variance-covariance

d’apres ESCP 2005

1. Une idée pour le code est de re-numérotée les boules : de
0au—1, onassocie le chiffre 1, de u a u+d —1, on associé
le chiffre 2 et le chiffre 3 aux ¢ dernieres. Un code possible
estalors:

def SimuVectAlea(n,u,d,t):
b=u+d+t
Compteur1=0
Compteur2=0
# pas besoin de compteur pour 3
for i in range(n):
boule=rd.randint (b)
if boule<u:
Compteurl+=1
elif boule<u+d:
Compteur2+=1
Compteur3=n- Compteurl-Compteur2
return (Compteurl,Compteur2,Compteur3)

2. La variable U compte le nombre de succes dans n réalisa-
tions d’expériences de Bernoulli mutuellement indépen-
dantes. Donc

U— %B(n,ulb)

car u/b correspond a la probabilité de succes. De méme
D— %(n,dlb) et T— %B(n,tlb).

3. Non.
Par exemple, si n boules numérotées 1 sont tirées, il ne
peut avoir de boule 2. Par exemple

P([U=nln[D=n])=0
alors que P([U=n))P(D=n)#0.
4. Par linéarité de I'’espérance et sachant que U et D suivent
des lois binomiales
nu nd (u+d)

E(U+D)=E(U)+E(D)=7+7=n o

De plus,
VU+D)=V(n-T)

) t\t
= (-1 V(T)=n(1——)—

b)b
_n(b—t)t_n(u+d)t
o
5.0na
V(U +D) =V(U) +V(D) +2cov(U,D).
n n
V(U):ﬁ(b—u)u V(D):ﬁ(b—d)d.
D’ou

cov(U,D) = % (V(U+D)-V(@U)-V(D))

_l n(u+d)t_n(b—u)u_n(b—d)d
) b? b? b?
- %((u+d)t—(b—v)u—(b—d)d)

- %((Lwd)(b— utd) —(b-wu—b-dd
nud

2
6. Pour réaliser {w}, il faut tirer k « 1 », cela arrive avec une

ez [ U k . qeez [ d ¢ .
probabilité [F) , puis € « 2 », avec probabilité (E) etaussi

n—0—k
n—~£-k «3», avec probabilité [ th ) . Parindépendance

des tirages,
uk (d\E(\n-t-k
P({w}) = (z) (E) (Z)

ukql ==k
-

Ensuite, il ya (}) choix pourles k «1», puis parmiles places

restantes, ily a ("Ek) choix pourles £ «2». On compte donc

()™ choix. Or, on a aussi I'égalité (avec k + €< n)

(n)( n—k)_ n! (n—k)! _( n )

k ¢ ) (-l (n-k-0w \ k¢ )
Ensuite, notons Qp o les n-uplets de Q ne comportant
exactement k « 1 » et £ «2». Ainsi :

U=kinD=0= |J {0}

(x)EQk'g
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L'union étant disjointe, on obtient une somme Posons

P([U=k]ﬁ[D=‘3])=w€% P({w}) 5 ={(k,0|kell,nlletlel,n] k+0<n}.
k,¢
uk gt n—k—¢ Par définition de 'espérance
= EXnYn)= Y. kEP(Xp=klN[Yy=10)
uk gt =kt (Ol
= Card (Qp ) —5—— = ) KP(Xp=kln[Y,=2£)
b (k,0eT,
PU=KnD=gy=| " |LdEt n
WU=knD=m=| ., I . ke( l )pkqern—k—e
kOl '
* Vrai car par convention (khe
-2 ke
n = ) n(n—l)( k—nl -1 )pkqer” k-t
( k¢ ):0 (k, el :
et P(U=kIN[D =€) =P(@) =0. —ntn-Dpg ¥ ( n-2 )pk—lqe—lrn-z-(k-n-(e_n
(e oer; L K—1€=1

7.0n a un systeme complet d’événements formé par les évé-

nements (X, = k1N [Y, = €] lorsque (k, 0) €I, On effectue le changement d’indices k' = k—1, ¢/ =¢—1

( n ) uk gl n—k-t pour obtenir
ket - ol b" E(XnYy)
= Y P(Xp=kln[Y,=¢) n=2\ ¥ ¢ neo_k—¢
(k,0)el, :n(n_ 1)pq Z ( kl el )p q rn
(K, €")el,,— ’
= Y PXy=klnlY,=€)=1 "
keX, (Q) La question question 17 permet de simplifier la somme, il
€Y, (Q) reste
8. X, est a valeurs dans [[0; n]]. EXnYn) = n(n-1pq.
Soit k € [[0;n]]. A I'aide de la formule des probabilités to- 10. Vrai.
tales Si n =0, alors X, = 0 et larelation est bien vérifiée.
L Si n =1, Xu,Yn) ne peut prendre que trois couples pos-
P =k) = P(Xp=kln[Y,=¢ ! ’
®n =10 Eo (BXn = KN =D sibles (0,0), (0,1) et (1,0).

ek Dans ce cas, on a bien E (X;;Y;) =0.
_ Z n k¢ - k-0
- ke P9 ' X

=0\ ™ 11. D’apres la formule de Huygens

Oronavuque
Cov(Xp,Yn) =EXnYn) —EXp)E(Yy).

n n n-k
( k, 0 ) - ( k ) ( 4 ) Comme X, et Yy, suivent des lois binomiales %(n, p),
et par la formule du bindme de Newton donne EXp)=np et E(Yp)=ng.
n—k _
P(ank)z( N )ka( nok )qfr”‘k‘” D'out
k =0 ¢ CovXn,Yn)=nn-1pg—np-nq.
nok n—k =-npq.
= (g+r1)
( k ) P 12. Non, car les variables sont corrélées.
{7 k(l — )"—k . g N . P
=k |P p . 13. La matrice g est symétrique a coefficients réels. Elle est
. donc diagonalisable.
Des lors,
Xn — A, p). 14.a) Appliquons la formule du produit matriciel :
De méme
Y — B(n,q). <
n [%2sX]y; = X [ [25X]n
9. Si k+ ¢ > n, la relation est directement vérifiée puisque l;ll n
chaque membre est nul. =Y x Y [Zs];; X j1
Sik+f<nm,alors(k—1)+({-1)<n-2et i=1 j=1 /
n ke n! non
klZ( e ):M'—(n—k—e)l _Eljglx,-xjav[Si,sj]
— 1 1 n n
C(k-DIE-D! (n—2—-(k—1)— (€—1)! =Cov| > xiS;, ). xjsj)
n-2 i=1 j=1
=nn-1)
( k-1,0-1 ) ['X2sX];; = Cov(Z,2) =V(2)
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par bilinéarité de la covariance. En identifiant ./ 1 (R) et
R, on a le résultat demandé.

14.b) Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre A

ZsX=AX avec X#0p].

Dans ce cas
V(Z) = 'XZgX = ATXX = A||X]I?
ou || - || désigne la norme canonique sur .y 1(R). Ainsi
[IX|l # 0 donne
V(Z)
=——>0.
1X112

15.a) Comme D est diagonale a coefficients positifs (la dia-
gonale est exactement les valeurs propres de A), on peut
poser

T=diag(\/d_,...,\/d_n) ou D=diag(dy,...,dn).
Ainsi T2 = D. On pose ensuite
M=PT’P
de sorte que
"MM = (PT'P) (PT'P)
= PtTQD’ETrP: PT?'P=3q.
=I,

Ce qui conclut.

15.b) Raisonnons par double implication.
— SiXeKerXg alors

V(Z) = 'XZgX = 'X-0,,1 = 0.
— Réciproquement si V(Z) = 0 alors
IMX]1? = f(MX)MX
= "X'MMX
=IXzgX =0.
D’oli MX =0 et ZgX = ‘M MX = 0. On a bien X € Ker Zs.
=0
16. Direct avec les questions 2 et 5.
17. Comme la variable U + D + T est constante égale a b, on a
VU+D+T)=0,
on sait d’apres la question précédente que

1
1| € Ker(Zg).
1

Ainsi I'espace propre associé a la valeur propre 0 n’est pas
réduit a 'espace nul :

0€Sp(Zg).

18. La matrice X(yyr) est semblable a la matrice
D = diag(0;A; p). Puis, Z(U'V'T)z est semblable a D? =

diag(0;A%; u?). Par invariance de la trace par similitude,
ona
- 22,2
S1=A+p et sp=A"+pu.

Inversons ces relations. Pour cela, on remarque que

st= A+ w2 =A%+ p? + 21

=2+ 2 A
. L2
D’ol Ap= E(Sl —32].

On dispose donc de la somme et du produit des valeurs
propres :
{ A+pu=s1
Ap=3(s2-s2)
On sait alors que A et p sont racines du polynéme de de-
gré 2
x=NEx-pw= -+ Wx+Ap
1
— 42 _ 22
=x"-s1x+ 5 (Sl sz].
Dont le discriminant est :
1
A:sf—4~§(s%—32) =285 -9

Comme il y a bien deux racines, deux valeurs propres, on
sait que le discriminant est positif et

= {%(&i\/mn-

Probléme II
Etude d’'un point critique de la fonction (x, y) — x¥ — y*

D'aprés ECRICOME 2011
. La fonction  est dérivable sur R}, et avec pour tout réel
t>0
=1+ L Lo P-t+1
V=t et T T

Par un calcul de discriminant ou avec la forme canonique,
ona

) 12 3
P—t+1=|t-=| +->0.
2] T3

Dés lors, la dérivée est strictement positive, la fonction y
est strictement croissante sur IRI. De plus, w(1) = 0, et
donc

Vt€l0;1], Y <0

et Vie[l;+o0l,  w(1)=0.
. Pour n e N¥,
n-1_ 1 1
n ~ (m-1! n

Pour N € N*, on a par télescopage

i n-1_ 1 11
Zon a-nt NN
On en déduit la convergence des sommes partielles avec
N — +o00. La série converge et
+00 n-1

- =1

|
n=1
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3.SoientneN* et reR}.Ona

A A I -= ST |

=———-———-——Int
n! n! n! n!
1" 1/t") n-1
Lt e am
t n! n! !

Or les séries exponentielles

" . /e
(S

)3

sont convergentes et d’apres la question 2, la série

Z:n—l

n!

nl n!

est aussi convergentes. Par combinaison linéaire de séries
convergentes, on prouve la convergence de la série

s v

On peut méme préciser la somme car

+ootn +00 1/tn 1
Y —=el-1, Z( '): i-1
n=1"m n=1 ™
+00
n-1
et Yy =1
n=1 n!

Finalement, on obtient

5 v (")

L = (1)~ In(r).
4. Soit t€]0;1]
<0
1
+00 tn*
In(8) — (1) =— wl )>0.
n=1 n!

D’ou la premiére inégalité.
Et pour £ €]1;+ool, "1 > 1, et donc y (") > 0 et

>0
—_——

+00 n-1
e -In() =) v >0.
n=1 n!

Ce qui conclut sur la seconde inégalité.

5. Le point (x, y) est critique si et seulement si

%eyln(x) _In(ype*n® Z g %xy =In(y)y*
In(ne!n — Zexln) — g % =y
yx—l In(x) >0etIn(y)>0
In(y) = —= -
— xy_l — In(x)In(y)=1
In(x) = v In(x) = -
xy-1 B xV-1

x>lety>1
— In(x)In(y) =1

Inx)x’ 1=y (1)

6. Notons ¢ =In(x). Comme x> 1, t >0et
y=eln) = l/InG) _ ot

En appliquant le logarithme sur chaque membre de 1'éga-
lité (L), on obtient

(x—1In(y) = (y - D In(x) + In(n(x))
Dot (ef=1)4 = (e’ -1]r+In() <= o® =
7. D’apres la question 4,
e =In(t) <= =1

On en déduit l'unicité du point critique. Dans ce cas y =

1 .. . 4
et =e et la condition In(x)In(y) = 1, impose x = e. En ré-
sumé, I'unique point critique est

(x,y) = (e,e).
8.D’une part, on a pour £ € R

fle,e+1)— f(ee)

— ee(1+ln(1+t/e)) _e®tl_p

= ee”(exp (e(l +In(1+1t/e)—(e+1¢ e))) - 1)
= ee”(exp (e(ln(l +tle)—t e)) - 1).
ATaide de I'inégalité de concavité du logarithme :
Yue]-1;+o0l, In(1+u) = u,
on montre que
exp (e(ln(l +rle)—t e)] =1,
ce qui donne finalement
fle,e+1)—f(e,e)=0.
D’autre part, pour ¢ € R, on montre de méme que
fle+t,e)—f(e,e)<O.
En conclusion, f(e,e) est un point selle.

Ci-dessous, le code python pour afficher la surface

@ |de la fonction. On rajoute ensuite les lignes de ni-

veau.

def f(x,y):
return X**y-y*x*xx

plt.clf ()

e=np.exp (1)

x = np.linspace(e-0.5, e+0.5, 100)
# 100 waleurs pour la wvariable T espacées
# réguliérement entre -1 et 1

y = np.linspace(e-0.5, e+0.5, 100)
# De méme pour la wvariable y

X, Y = np.meshgrid(x, y)
# Tableau contenant les points (zi,yi) o4
T
# et yi sont calculés précédemment
Z = £(X,Y)
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# Calcul des images pour tous les points

(zi,y1) 3.2
ax = plt.axes(projection=’3d’) 30
ax.plot_surface(X, Y, Z,cmap=’jet’)
plt.show () 2.8
## Pour les lignes de niveau 2.6
graphe = plt.contour(X,Y,f(X,Y),20)
2.4
2.2
[ 1.00 2.0
0.75
0.50 181
| 0.25 18 2.0 22 2.4 26 28 3.0 32
R 0.00
| —0.25
—-0.50
[ —0.75
-1.00
242654 ¢ 28 30 32
3.0 3.2 2.2 24 <
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ECG 2

DS 5* - solution

Probleme I
De tout...

Adapté du sujet HEC B/L 2018

1. On a par linéarité de 'espérance
n

> X

=E()=1.

> pi= Y E(X)=E

2. Comme X;(Q) = X;(€2) = {0;1}, on a X;X;(Q) = {0;1}. Or
la condition ka =1 interdit le fait que X; =1 et X; =1
k=1

simultanément. Dés lors, X;X; = 0 et 'espérance s’en dé-
duit.
3.a)Sii=j
aij =Cov(X;,X;) =V(X;) = p; (1= pi).
Sii# j,laformule de Huygens impose
=0
——
a;j = Cov(X;,X;) = B(X;X;) ~E(X;) E(X;)
=-Pibj-

3.b) Appliquons la formule du produit matriciel :

Il
[\’]=
T [\/]:

["XAX],; = Cov(Zx, Zx) = V(ZX)

par bilinéarité de la covariance. En identifiant .41 1 (R) et
R, on a le résultat demandé.

* Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre A

AX=AX avec X#O0p].

3.c)i) Comme D est diagonale a coefficients positifs (la dia-
gonale est exactement les valeurs propres de A), on peut
poser

T:diag(\/d_,...,\/d_n) ou D=diag(dy,...,dn).
Ainsi T2 = D. On pose ensuite
M =PT'P
de sorte que
‘MM = £ (PT'P) (PT'P)
=P!T PP TIP=PT?/P=A.

Ce qui conclut.

3.¢)ii) Raisonnons par double implication.
— SiXeKerA alors

V(Zx) = 'XAX = 'X-0,,,1 = 0.
— Réciproquement si V(Zx) = 0 alors

IMX||? = F (MX)MX
= IX'MMX
=IXAX=0.
Dot MX =0 et AX = IMM/)S: 0.On a bien X € KerA.
=0
3.d) D’apres ce qui précede

XekerA < V

n
Z xiXi| =
i=1

n
<> Y x;X; est presque siirement constante.
i=1

Notons c cette constante. On note </ I'’événement

n

o = {wEQI Y xiXi(w) = c}, P(sf) = 1.
i=1

— Soit X € Ker(A).

Soit k € [[1; n]l, il existe w € A tel que Xk(w) # 0, sinon X

serait presque surement nulle. Comme ZX (w)=1,0na

i=1
nécessairement

Vigk, X;jw=0 et Xp(w) =L

Dans ce cas
; ; 2 Dans ce cas,
V(Zx) = "XAX = A" XX = A|X]| n
c=) x;X;(w) = xp.

ou | - || désigne la norme canonique sur .4 1(R). Ainsi i=1
IX]|| # 0 donne On en déduit que

V(Zx)

X2~ Vkel[Lnl, xp=c soitX=cU.
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D’ou X e Vect(U).

— Réciproquement Zyy = f 1-X; =1donc
i=1

V(zZy)=0

et d’apres la question précédente U € KerA.
4.a) Par linéarité de 'espérance

n n
1=E@Zx) =) xEX) =) x;p;.
i=1 i=1

4.b)
4.¢) La fonction f; est €! car polynomiale. Soit k € [[1; n]]

n-1 Pk
0 f(x) =2prx—|[1- Z pixi|—.
i=1 Pn
Le point X est un point critique si et seulement si
n-1
Pk
2pi X = (1 -2 Pixi) —.
i=1 Pn
Avec pi. #0:
1 n-1
Xp=—|1- i Xi (%)
k 2pn z; PiXi
On constate que xj est indépendant de 'indice k
X1 =X2 == Xp-1.

En reprenant I'équation (x) et remplacant chaque x; par
X1, on obtient

(1% pin| = o )
X1 = 1- iX1|=—1-x10-pn)).
2pn i=1 pi 2pn P

On trouve xj = 1, la valeur commune. Il y a donc bien un
unique point critique donné par

a=(1,1,...,1).

Dans ce cas fr(a) =0.
En identifiant R" et 4,1 [R), on a a="U ot U est défini a
la question 3.d).

4.d) Le premier point est une conséquence de 'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique :

n

n 2 n
V(a), bpeR”, () aibi] <( “iz)( )y “iz)
i=1 i i

Il
—
Il
—

avec a; = o;./p; etb; = \/E

n
Notons ensuite que Y. p; =1, d’ou
i=1

Vag,...,an) €R?, (Y oipi| <| ) acpi].
i=1 i=1
* Posons x; de sorte que

n
PnXn=1-) pix;.
i=1

On en déduit que pour tout x € R”

; 2
fa) = fa@ = Y pixi?) -1

i=1

On en déduit que fj,(a) est un minimum global de la fonc-
tion.

4.e) Il suffit de remarque que si E(Zx) = 1
V(Zx) = fnX).
4.f) On sait que pour tout X € /5,1 (R)
V(Zx)=0 et V(Zy)=0.

Ainsi la variance a bien un minimum donnée par 0.
D’apres la question 3.d) , on a méme I'égalité

ViZx) =0 < 3FceR, X=cU.

Or la condition E(Zx) = 1 impose ¢ = 1. En résumé, il y a
bien une unique matrice qui vérifie les deux conditions.
Elle est donnée par U.

5.a) La suite de terme général (Sy) est strictement croissante,
on peut donc se contenter de trouver le plus petit entier k
tel que

u<Sk.

Pour cela, on utilise une structure conditionnelle while.

def som(u,P):
s=P [0]
k=0
while u>s:
k+=1
s+=P[k]
return k

5.b) Soit k € [[1; n]]
PN =k) =P(S_1 s U<Sg) =Fy(S) —Fu(Sk_1)

ol Fyy désigne la loi uniforme sur [0;1]. Comme S; € [0;1],
pour tout indice i, on a

P(N = k) = Sk _Sk—l = Pk-

5.c)

def simuN(P):
U=rd.random ()
return som(U,P)

def simuVect (P):
n=len (P)
X=np.zeros(n)
k=simul (P)
X[k]l=1
return X
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6.a) Notons que les conditions

Z .

j=1

\
mv]:

impose que pour chaque w € , il existe un unique couple
(iw, jo) tel que

Xk(w)zéiw,k et Yk(w) ]w,

On distingue deux sous-cas :
— Siiy # juw, alors (en omettant les indices w)

12 (_1)2
Tp(w) =~ — +
n| pi-pi pj(l—pj)

1 1 1

n pi(l_pi) +pj(1—pj)

Notons ¢; j cette derniére valeur.
— Siiy = jy, alors

Tn(w)=0
* Résumons.
Soit i, je[[1;n]l, aveci # j
P(Ty=1t;)= P(([Xi =1n[Y; = 1)u(X; =1In[Y; =11) =2p;pj

en utilisant 'indépendance. Ensuite, par indépendance et
union disjointe

P(T,=0)=

=£P(Xi=1)xP(Y,~=1)=gnlp2

6.b) On développe en utilisant la linéarité de 'espérance et le
fait que les variables X; et Y; soient indépendantes :

1 2 B2 -2y +¥2)
Bl = ”z:zl pi(1-pi)

n E Xlz. —2E(X;) xE(Y;) +E le.
= (%) (%)

pi(1-pi)

:Iv—

Or si X suit une loi de Bernoulli X2 = X presque surement.
On en déduit la simplification

-2
E(T,) = Z Pi— Pz +Pi _

n 2p; (1-p;
lz 20i12pi) _,
ni pl( pl) n

i=1 1 PJ

Probléme I1
Distance a une partie de .5 (R)

1l.a)

def testSym(M):
# attention décalage d’indice en
python
if M[0,1]==M[1,0]:
return True
return False

1.b) Une matrice de .4 (R) est de rang inférieur ou égal a 1 si
son déterminant est nul.

def testrang(M):
d=M[0,0]1*xM[1,1]1-
if d==
return False
return True

M[0,1]1*M[1,0]

1.c) Pour une matrice symétrique donc diagonalisable avec
deux valeurs propres, on montre que

detM) =Ap et Tr(M)=A+p.

Ce qui permet de conclure.

1.d)

def test_appartenance(M):
if M[0,1]1!'=M[1,0]:
return False
d=M[0,0]*M[1,1]1- M[0,1]1*xM[1,0]
if d'=0:
return False
if M[0,0]<0:
return False
return True

compteur=0

m=5000

for i in range(m):
mil=rd.randint (-2,3)
m21=rd.randint (-2,3)
ml12=rd.randint (-2,3)
m22=rd.randint (-2,3)
M=np.array ([[m11,m12],[m21,m22]])
compteur+=test_appartenance (M)

print (compteur/m)

>>> 0.0166
Bonus. On utilise le fait que dans un cas d’équiprobabilité

Card(A)
" Card(Q)’

compteur2=0
for mil in range(-2,3):
for m12 in range(-2,3):
for m22 in range(-2,3):
M=np.array ([[m11,m12], [m12
,m221])
compteur2+=
test_appartenance (M)
print (compteur2/(5%5%5%5))

>>> 0.0176
3. So0it M = VIV ol V€ .45 1 (R). Pour

X
y

V=

)

il vient
M=[ xV yV ]

Les deux colonnes sont colinéaires et rg(M) < 1
On a aussi M symétrique car

'M=(V'V)=ViV=M.
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Soit A € Sp(M). Il existe X # 02,1 telle que puis

2
_[ p—x* q-xy
MX = AX. A-Viv= qa-xy p-y*
Puis a-viv]* = (p—x2]2 + (p—y2)2 +2(g-xy)?

r Byt th 5 K2
XMX = XVVX = *("VX) ("VX) = [|'VX]I<, s s e iz

(VX (V) = VX Il ne reste plus qu’a développer pour obtenir I'égalité.
ot || - | désigne la norme canonique sur .42 1 (R). Or

7. La fonction F est polynomiale donc de classe €. Notons

t S
XMX = A XX = [X]|°. la symétrie

Dot A =0 car |X] > 0. Y(x,y) €R%,  F(x,y) =F(y,x).
Remarque. On peut aussi noter que 0 est valeur propre (M
nest pas inversible), l'autre valeur propre est donnée par la De plus, les dérivées partielles sont données par
trace ) s
01F(x,y) =4x|(x“+y“—1|+4qg(x—y)
Tr(M) = Te(VAV) = Tr e 1B y) = dx (252 =1) +dqle—y
Y 02F(x,y) :4y(x2+y2—1)+4q(y—x)
4.a) M est de rang 1. L'image est donc une droite vectorielle.
Tout vecteur X non nul de I'image convient. Rappelons que le gradient est
Si C;, Cp désignent les colonnes de M, alors C1,Cy €
Vect(X). Il existe y1,y2 € R tels que C; = y1X et Cp = yoX Vf(x,y) = (01F(x, ),02F(x, ).
et la matrice colonne . . . .
8. (x, y) est un point critique si et seulement si
_|n .
Y= [ s convient. {GIF(x, y) =4x (xz + y2 - l) +4qg(x—y)=0
4.b) Posons 02F(x,y) =4y (xz + y2 - l) +4q(y—x)=0
_| ™
| x x(x®+y?-1)+4q(x-y) =0

—

Lo—Lo+Lg { 4x+y) (2 +y>-1)=0

Raisonnons par disjonction :

— Six2+y2—1 =0alorsona4qg(x—y)=0puis x = yeton

Par symétrie de M, on a xpy1 = X1 )2 car

tv_ | *X1Y1 X1)2
XY= .

X2y1  X2)2 a deux couples solutions

Dou T )
V2 V2 vV2' V2
x| N ]: X2 ]: X1Y2 }:y X1 ' o
o X2)0 X2 )2 X — Six+y=0,il vient
Puis x2Y = yoX. x (Zx2 - 1) +8gx=0
Si x2 #0, alors A = y2/x convient.
— Sixp =0.0Onadeuxcas,six; =0alorsM=0etY=X=0 puis x (2x* — 1+8¢) = 0.
convient. Si x; # 0 alors y» =0 et Comme q > %, —1+8g > 0 et x =0.On obtient un troisieme
point critique
Y= 3)’1 et X= gl C=(0,0).
9.0na

qui sont bien colinéaire. F(A)=F(B) = (q— p)2 <1+(q- p)2 ~ F(O).

Précisons que A est bien positif. En effet, on a

) De plus, avec I'expression de la question 7
MX = X'YX = AX'XX = A|X[I°X.

V(x,y) eR?, F(x,y) = (g - p)* =F(A) =F(B).
Comme X est non nul, )\||X||2 est valeur propre de M qui

est donc positive. On a un minimum atteint on des points critiques A et B.
Comme
4.c) Vérifier que V= vAX convient. [A="V| = VF(x,y)
et la racine carrée est strictement croissante, un minimum
5.0na de ||A - 'VV|| existe et atteint en
det(d) = p> - q* = (p- @ (p+q) #0. - -
D A)=2#1etA¢T. Vp=— et V:——[ ]
oncrg(A)=2#1etA¢Jd A NAR B NAR
6.0na 10. D’apres les questions 3 et 4,
vive | * _ 2 x ¥
=y |Lx rl=l L )2 (VIVIVe tly R} =
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Comme Vp tVA =Vp tVB, on a un unique minimum atteint
en une unique matrice

It 1
M:VAfVA=§[1 1].

C’est la matrice d'un projecteur.

Probleme I11
Inégalité de Cramer-Rao
Adapté de ESSEC II voie E, 2009.

1.a) Soit i € [[1;n]], Y;(Q) € {0;1} donc Y; suit une loi de Ber-
noulli Le parametre est donné par :

Dés lors Y, — A (efe).

Par le lemme des coalitions, 'indépendance des X; induit
I'indépendance des Y;. On sait alors que

léYi — %(n,e_e].

Par linéarité de 'espérance

1 ¢ 1¢& —0_ -0
E(Y,|=— E(Y;)=— e '‘=e .
(V) =5 L0 =5 2
1.b) On a
V(Y_]—iv iv Sl e
"7 2 S n? T on

2. On sait que 'indépendance de X; avec X; — & (e’e] en-
traine :
Sk — P (ke_e) .
3. Soit j€N.
P(X;=01n[Sp=j])
P([sn=])
i
=

P(Sn =]) .

Or f X — 2((n—-1)0), ce qui donne :
k=2

@) =

ol = e~ (D8 ((n-1)0)//j1 ( n-1 )f

e "0(n@)J/ ! n

D’ol le résultat.

4. D’apres la formule de transfert, la variable ¢ (S;) admet
une espérance si et seulement si la série

> PP (Sn=j)

converge absolument. Comme les termes sont positifs, on
a convergence. Or

. 1\ n0)] _ 4
(p(])P(Sn:j) = (1— ;) 7 e
—10)/
2676~ ((n : )0) ef(nfne.
J!
On reconnait, a une constante multiplicative pres, une sé-

rie exponentielle convergente. Donc ¢ (Sy;) a une espé-
rance et

+00 _ j
E(tP(Sn))ze—e(Z ((n })6) )e—(n—l)S
j=0

=e0.1=¢79,

5. Calculons le moment d’ordre 2 (la convergence s’établit
comme a la question précédente)

E(‘P (Sn)z] _ Z (1 ) (n.') e—ne
J=0 J:

n

+ ((l—lJznO !
:en6]§:+

no 1)2
= - 1_ - e .
e exp(( I’l) n )
Or

2 2
—n6+(l—l) 0= —nb+n0—20+ O = 20+ 2,
n n n

D’olt E((p (Sn)z) = 20.0/m
D’apres la formule de Koenig-Huygens :

V(o ©n) =E((@sn)) -E(oSn)?
—e 20 0/n _ 20 _ ,—20 (eQ/n _ 1] )

6. La fonction & est dérivable sur [0;1] par les théorémes gé-
néraux. Pour ¢ € [0;1].

W=e?-1-0e®=0 66—_1—ete
0-0

D’apres |'égalité des accroissements fini, il existe c € [0;0]
tel que
| _
-0 °
On peut poser 7 = ¢/0 € [0;1] de sorte que

c

W= O(eEe —ete].

Comme la fonction exponentielle est strictement positif, le
signe de e’® —e® et celui de 70— 0. Des lors 1/ () est posi-
tif sur [#; 1], négatif sur [0; 7]. La fonction & a un minimum
atteinten 0 ou 1. Or

h(0) =0, h(1)=0.

On en déduit que h est positive.

6.b) Il suffit de prendre ¢ = % pour avoir :

Osh(l):lexp(6)+(l—l)—exp(g).
n) n n n
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D’ou exp(g) < exp(©) + n-l < exp(®) +1.
n n n n
Ensuite
— e oo( 0m
V() -V(pGsp)=—-e (e —1)
n
0
_—20|€ _(8/n_
=e (n (e l))
se‘ze(n_l— )so
n
D’out V(pSn) <V(pn).
7.a)

def simuY(n,theta):
P=rd.poisson(theta,n)
Y=np.zeros (n)
for i in range(n):
if P[i]==0:
Y[il=1
return np.mean(Y)

Une deuxiéme solution :

def simuY2(n,theta):
P=rd.poisson(theta,n)

s=0
for i in range(mn):
if P[i]==0:
s+=1

return s/n

7.b)

def simuS(n,theta):
P=rd.poisson(theta,n)
return (1-1/n)**np.sum(P)

7.c) Léchantillon 1 est plus étalé que le second autour de la
moyenne. Il est donc probablement obtenu avec une va-
riable qu’il a une plus grande variance. On s’attend donc
a:

—  Fchantillon 1 généré a partir de Y,;;
— Echantillon 2 généré a partir de ¢(S).

mmm Echantillon 1
Emm Echantillon 2
== = x=exp(-theta)

254

204

1519

109

SR

0.05 0.10 0.15 0.20

Voici le code qui a généré les histogrammes :

plt.clf ()
theta=2

n=150

m=10000
Echl=np.zeros(m)
Ech2=np.zeros (m)

for i in range(m):
Echl1[i]l=simuY2(n,theta)
Ech2[il=simuS(n,theta)

ma=max (max (Ech1) ,max (Ech2))

mi=min(min (Ech1) ,min(Ech2))

plt.hist (Echl,np.linspace (mi,ma,41),
density=True,label=’Echantillon 1°,
color=’#007B7B’)

plt.hist (Ech2,np.linspace(mi,ma,41) ,rwidth
=0.6 ,density=True,label=’Echantillon 2
> ,color=’black’)

plt.plot ([np.exp(-theta) ,np.exp(-theta)
1,[-1,25],’--’,1linewidth=3,color=’"red’
,label="x=exp(-theta)’)

plt.legend ()

plt.show ()

8.0na 1 1
1 =4+— 1 o
01Inp(6,0)=+5, d1Inp(®,0)=—
D’ou
1\2 1 )2
I == JRE— 1-
x(0) (6 9+( 1_9)( 0)
1 1 1
=4 — =
0 1- 0(1-6)
9.a) On aici
N 2
Ix©) =) (0nlnp®,k)°p®,k)
k=0

avec pour tout k € [0;N]

p(O,k) = (12)9"(1 —g)nk

N
puis Inp(®, k)=ln(k)+k1n6+(n—k)ln(l—6).

Par les théoremes généraux, 0 — Inp(6, k) est dérivable
avec

911np(6, k) =’g_ (@-k _k1-8)-(N-KO

1-60 0(1-0)
_ k-N©
Tea-0)

D’ol

p®, 1) (81 1n p(©, k)? = - (k=NO)2p(8, k).

T (8(1-0))2

Puis par somme, on obtient le résultat.

9.b) La formule de transfert donne
E((X-N0)2
01 -0)

Or pour une loi binomiale E(X) = N8 et par définition de la
variance

VX) = E((X—E(X))z) - E((X—NG)Z).
Ainsi
VX) _ NO(1-0) N
©1-0)2  01-0)2 6(1-6)
10.a) On a pour tout ke N

Ix(0) =

e gk
p©,k) = o Inp(©, k) =-0+kIn(0) +Ink!
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On a bien la dérivabilité de 6 — In p(6, k) avec On reconnait des sommes partielles de la série exponen-
k tielle. On en déduit la convergence de la série et
01lnpO,k)=-1+ r

uis 1 1
P ) k 2 g0k Ix(6) =e® ee+§ee—2ee+ee =5
(01Inp(0,K) p®,k) = (5 - 1) e L
10.b) Soit N e N.
N (k 2 ok 10.c) D’apres le théoréme de transfert, 91 In p(6, x) admet une
Z (6 - 1) e ® o espérance si et seulement si la série
k=0 :
N (12 k
_ ke 2k 0
=e® (6—2—F+1)F Z(allnp(ﬂ,k)]zp(ﬂ,k)
k=0 :
o N ) 9k—2 N ek—l N ek
=e Z k " 2 Z kT * Z F) converge absolument. Comme la série est a termes posi-
k=0 ' k=0 T k=0 tifs, la convergence sulffit. Or la convergence a été établie
—e 0 i k k-2 _9 i k-1 + i ﬁ a la question précédente. Le théoreme justifie alors I'exis-
- - =D k-1 o R tence de 'espérance et I'égalité
N-1 ek—l N-1 ek N ek
:e_e Z(k"’l)T—ZZF‘FZF too I
k=0 T k=0T k=0 E((011n(p6,K))°) = 3 (8110 p(6,K))* p(6,k) = — (6).
N-1 pgk-1 N-1pgk-1 N-1pgk N gk — X
0 CARRIR S N0 0 ) k=0
=e _— _ — i
=1 (k—1! =o k! =0 k! =0 k!
_ -0 1\12—:2 g + 1 1\12_:1 g _ zNil g + i g La suite na pas été modifiée. Voir corrigé du sujet ES-
ClERT e e AT SEC IT voie E, 2009.
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