ECG 2 Pour le mardi 6 janvier (1 copie pour 2)

DM 4

THEME : VECTEURS ALEATOIRES, ESPERANCE CONDITIONNELLE
Sujet facultatif

Probléme
Somme dont le nombre de termes est aléatoire

Probleme 1. ¢ 44
e Sommes de fonctions indicatrices
Soit X une variable aléatoire telle que X(Q) =
Soit A, une partie de N, on pose p(A) la probabilité P(X € A) et on suppose que 0 < p(A) < 1. On définit alors la
variable aléatoire 15 (X) par:
1siX(w) €A

VoeQ, 1w =
we AR©) {OsiX(w)etA.

1. a) Reconnaitre la loi suivie par 14 (X).
b) SoientX;,Xy,...,X;, des variables aléatoires suivant une méme loi et indépendantes. Quelle est la loi suivie par
. » . n
la variable aléatoire Sp,,, = 3 14 (Xg) ?
k=1

Dans la suite, on considere une suite (X;),cn+ de variables aléatoires suivant une méme loi et indépendantes. On
considere par ailleurs une variable aléatoire N indépendante des variables Xy (k € N*). Pour tout n € N, on pose
prn =PI = n). On définit alors la variable aléatoire T par:

N(w)
Vo€ Q, Ta(w) = kg,l 1A Xp) () siN(w)=1

0 sinon.
2. Soit k € N. Montrer que :

P(Ta=k) = an p@F(1-p@))**

3. Montrer que

k+¢
V(k,€) € N?, P([TA=k]ﬁ[TA:€])=Pk+z( ]: p@F(1-p@)".

¢ Une caractérisation des lois de Poisson
4. Dans cette question, la variable N suit une loi de Poisson de parametre A.
a) Reconnaitre la loi de Ta.
b) Montrer que T, et T3 sont indépendantes et déterminer la loi de Tx.
5. Onrevient au cas général : on suppose que pour toute partie A de N, les variables aléatoires T, et T; sont indépen-
dantes. Lobjectif est de montrer que la variable N suit une loi de Poisson. Pour cela, on pose

vee[-1;1], G()=EuY).

a) Soit A, une partie de N. On note p = p(A). Justifier que pour tout s € [~1;1], E(s"*) = G((1 - p) + ps). Adapter
I'argument pour montrer de méme que

Vsite [-1;1],  E(s™¢'R) =G(ps+(1-p)t).
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b) En déduire que pour tous s, t € [-1,1],

G(ps+(1-pt)=G(A-p +p9Gp+1-pt) (%)

¢) On admet que la fonction G est dérivable sur ] — 1;1[ et que la relation (x) est vraie pour tout p €]0;1[.

Etablir les égalités :
Vpelo;l[, G0)=G(p)Gl-p) et G0 =G (p)GI-p).

d) En déduire que la fonction G'/G est constante sur ]0; 1[. Expliciter G(x) pour x € [0;1].

e) Soit N — Z2(p) avec p € R. Expliciter E(¢N) pour ¢ € [-1;1]. En déduire que N suit une loi de Poisson.

Pour le second point, on pourra remarquer que pour tout p € N

p
E(™N) = Y. PN = k)t + 0o (27).
k=0

Exercice
Python

Exercice 2. 44 Soit p e N*. Le code suivant permet de simuler une variable aléatoire X :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def X(p):
N=1+np.floor (p*rd.random()) # floor(.) renvoie la partie entiére
x=0
i=0
while i <N:
x+=(rd.random() <0.5)
i+=1
return x

1. Reconnaitre la loi suivie par la variable N?
2. Calculer EX).
3. Tester la cohérence du calcul grace au code et résultat suivants :

import matplotlib.pyplot as plt °
2.5+ °

N=500 .
Y=np.zeros (10) 201 .
for p in range(1,11): .

s=0 151 .

for i in range(N): o

s+=X(p) 1.0 o

Y[p-1]=s/N
plt.plot(np.linspace(1,10,10),Y,’0’) os{ ® ‘
plt.show() > 7 3 3 10
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ECG 2

DM 4 - Solution

Exercice[T]

1.a) On a 15 X)(Q2) = {0; 1}. Donc 1, suit une loi de Bernoulli.
Précisons le parametre :

P(1,X) =1)=P({w € Q|X(w) € A}) =PX € A) = p(A).

Ainsi 1A(X) — B(p®™).

1.b) Par sommation de variables de Bernoulli, indépendantes
et de méme parametre, on sait d’apres le cours que

San — %B(n,pA)).

2.0naTA(Q) =N
Soit k € N*. Appliquons la formule des probabilités totales
al’aide du systeme complet d’événements ([N = n]) ;en,

P(Tp=k)= ) P(N=nPN=p (Ta =k)

neN

Z PnPN=p) (T = k)
neN
+00
2. PnPiN=n (TA=K)

n=k

car pour k < n,ona

PiN=p) (TA=k) =

Ensuite, par indépendance de N avec Sy ; (lemme des
coalitions)

PiN=n) (Ta = k) =PiN=p) (Sa,n =k) =P (Sa,n = k)

= | [P (a-pe)

On en déduit que

P(Tp=k)= an pAF(1-p@)"*

Légalité s’étend a k = 0, puisqu’on a aussi

+00
P(To=0)= ) pnPN=n (Ta=k)
n=0

et d’autre part pour n € N*, on a toujours
PN=p] (Ta = 0) = P{N=p) (Sa,n =0) =P (Sa,n =0)

= |5 P’ (1-p)"

3. Notons que Ty + Ty = N. Ainsi

[Ta=K]n [Tg=¢] = [Ta=k]n[N-Tx =]

= [TA:k]m[N:€+k]
On en déduit

P([Ta=k|n[T5=¢]) =P([Ta=K] nIN =+ k)
=P(N =0+ Kk)PN=r+x) (Ta=k)
=P(N=C+K)PN=rik] (Sa sk = k)
p([TA =k]n [TK= e]) =P(N=0+K)P(Sp st = k)

par indépendance entre Sy o et N. Le résultat s'en dé-
duit.

4.a) La variable Ty est a valeurs dans N. On a en reprenant la
question 2, pour tout k € N

+00 )‘)\”
P(Tp=k)= Z
n=k
_e_)\ p(A)k +00 (l—p(A))nik N
- k= (n-k)!

[P (= pe)"

car 1(n _1 n! _ 1
k| n K-k kKn-k!

On effectue ensuite le changement d’indice i = n— k.

A (A) )\(1— (A))
P(Tp= k)= ( p Z )’
_ e 0p@)* (o)
k!
k
_ (pw) o~ AP
k! ’

Dans ce cas, Tp suit une loi de Poisson

Ly Tp — P(ApA).
= poPN=0] (Ta =0) + }_ pnPN=p (TA = k). A (@)
n=0 _
4.b) De méme avec A de probabilité 1 — p(A)
Or
PoPN=0] (TA =0) = po-1=po Ty — 2(A1-p@A).
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On peut maintenant tester I'indépendance.
Soient k, £ € N.

P(Tx =k)P(T5=1()

k ¢
_ (Ap(A)) o AP | (A(I—P(A))) C_)\(l_p(A))

k! 0!
)\k+£e—)\
=— pAka-payt
Aerle=A (k+ o)) 0
TN T] PO (1= p)
k+¢
=pk+z~( r W (1-pw)”.

En reprenant le résultat de la question 3, il vient
P(Tp=k)P(T5=¢) =P((Ta = kIn [T =0).
Ce qui conclut bien surI'indépendance des deux variables.
5. Remarque. Notons que :

Viel-1;1], )tN|<1.

Par le théoreme de domination, E (tN) existe. La fonction G
est bien posée sur [—1;1].

5.a) Soient s€ [-1;1],neN,ona

¥ 14X
=1

E[sTA|[N:n]):E s N

> lA(Xk))
=E| sk=1

14
(indépendance de sk=1
_E[[] slA(xk))
k=1

R RN
kl:[lE(sA k)

(indépendance par le lemme des coalitions)

E(s™ 1 IN=n) =E(s")"  (égalité enloi

Or on a vu que 14 (X;) — %(p(A)). D’aprés la formule de
transfert

E(slA(Xl)J =P (1A (XD =0)+ s p(14 X)) =1)
=1-p@A)+pAs.
lvient  B(s™ [N =nl) = (1-p@) + p)s)".
Notons que 1 - p(A) + sp(A) € [-1;1] et
0<P(N=n)E (ISITA [IN=n]) <P(N=n).
Par le critére de comparaison, la série

Y PN = mE(|s"™] | N = nl)

x) ..
et N, lemme des coalitions)

converge absolument. Avec le systeme complet d’événe-
ments ([N = n]),en, le théoréme de I'espérance totale

s’applique. Ainsi E (sTA) converge avec

Ty & T
E(s™)= Y. POV =mE(s™ | [N=n))
n=0
+00
=Y PN=m(1-p+ps9" (p=pQA)

n=0
= E[(l —p+ ps)N)
E[sTA) =G -p+ps)

par la formule de transfert. Pour la seconde égalité, il suffit
de procéder de méme avec

B(s" M N=n) = (ps+(1-p)1)" ()
5.b) Comme Ty et TX sont indépendantes, les variables
et tA
sont aussi indépendantes (lemme des coalitions). En par-
ticulier
B(s" %) =B(s")-B(¢"5)

En reprenant le raisonnement de la question précédente
ou en prenant s = 1 dans la relation (), on obtient

E(tTK]=G(p+(1—t)P)~
Or on avu que
E(sTA)zG(psHl—P)) et E(STAITK)zG(pS‘*(l_p)t)'
D’ou le résultat.

5.c) Il suffit de prendre s = ¢ = 0 pour avoir la premiere rela-
tion. Ensuite, en dérivant par rapport a ¢ dans (%), on a

(1-p)G (ps+1-p)i)
=G((1-p) +ps)-A-pG'(p+1-p)t).
On évalue de nouveauen s =t =0eton divisepar1-p #0
pour obtenir la seconde relation.
5.d) Précisons que G(p) # 0 pour tout p € [0;1].

G _ GO Gu-p GO
G(p Ga-p GO  GO)’

La fonction G'/G est bien constante. Notons que pour p €
(0;1]
+00
G(p)= ) PIN=n)t’ 2P(N=ng) >0.
k=0
ol ng est un indice, ng € N(Q). Ensuite, si on pose H(p) =
InG(p), on a par composition la dérivée de H avec

! !
Wy o a=-29
G(p) G(0)

H'(p)

Précisons que G est décroissante, donc G'(0) < 0.
@ |D’ou le choix du signe — dans la définition de A, afin
d’avoir un parametre positif.
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Par intégration

p
H(p)-H(1) :fl H'()dt=-A(p-1) =A(1-p).
Sachant que G(1) =E(1) =1, H(1) =0 et
H(p)=In(G(p))=Ap puis G(p)=exp(A(1-p)).
5.e) D’apres la formule de transfert (on a déja prouvé la
convergence), on a pour tout ¢ € [—-1;1]
~ +00

E(t ]= Y PN =n)t"

n=0

+00 n
o H (un)
n=0 n!

E(tN] =e MMl = ghl-D),

On constate alors que pour p=A:

Vtel[0:1], E(rN)zE(rN).

suit une loi uniforme discreéte sur [1; p].

. Si on note (X;) ;¢ une suite de variables aléatoires toutes

suivant une méme loi de Bernoulli 93(%) alors X ala méme
loi que

Mz

Xi

i=0

On en déduit que

EX)=E

N
> Xi
i=0

A partir de la formule de I'espérance totale, on montre que
EX)=EN)-E (X))
Sachant que N — % ([[1; pl), X — 28(1/2), il vient

1+p
EX)=—-.
X) )

. Le programme calcule pour chaque valeur de p € [[1;10]],

une approximation de I'espérance de X. C’est une consé-
quence de la loi faible des grands nombres. On vérifie gra-
phiquement que la relation est linéaire et correspond a la

+oo too formule précédente :
Do Vrel0;1], Y PWN=n"=) PN=n)" P
n=0 n=0
Justifions que cela impose : °
VneN, P(N=n)=P(N =n). 2.5 p
Pour cela, on montre que pour tout p € N
2.0 1
p p 5
Y PN=n)"+0(tP)= Y PN =n)t"+o("),
n=0 n=0 °
1.5
puis on conclut par unicité du développement limité.
Exercice[2] 1.01
1. Si U suit une loi uniforme continue sur [0; 1], alors pour °
* 0.5 4
peNT, .
N=1+ LPUJ 2 4 6 8 10
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