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Que nul n'entre ici s'il n'est géometre.

Inscription que Platon aurait fait graver a 'entrée
de I’Académie, son école d’Athénes.

n Espaces euclidiens (rappels d’ECG2)

1.1 Formes bilinéaires, produit scalaire

DEFINITION forme bilinéaire

Soient E un espace vectoriel et @ : E x E — R une application.
On dit que @ est une forme bilinéaire si elle est

— linéaire a droite
Yu,v,weE, VA peR, U, A\v+pw) =A@y, v) + pe(u, w).

— linéaire a gauche
Yu,v,weE, VA peR, OAV+pw, u) =A@, u) + pe(w, u).

DEFINITION produit scalaire

Soit ¢ : E x E — R une application. On dit que @ est un produit scalaire si :

— ( est une forme bilinéaire.

— (P est symétrique : Yu,veE, o, v) =9, u).
— P est positive : VucekE, @(u,u) =0.
— @ estdéfinie: VYuekE, ou,u)=0 = u=0g.

Remarque. Si ¢ est linéaire a droite et symétrique alors ¢ est linéaire a gauche et donc bilinéaire. En pratique, on
démontre donc d’abord la symétrie et une linéarité (a gauche ou droite) pour obtenir la condition de bilinéarité.

Notation. On écrit souvent (u, v) au lieu de ¢ (u, v).

Exemples. Nous en donnons plusieurs pour illustrer la diversité des situations.



e DansR".
Pour tous u = (xq,...,xp) etv= (yl,...,yn) dans R”, posons (u, v) = f XiYi.
i=1

Alors (., .y est un produit scalaire sur R”, appelé produit scalaire canonique sur R”.

Preuve. Soient u, v, w € R" et A, p € R. On pose
u=(x1,%2,...%2), v=Ly2...yn) et w=(z1,22,...,2n).
—  Symétrie.

n n
(w,vy=Y xiyi =Y. yix; = (v, u).
i=1 i=1

— Bilinéarité. Commencons par la linéarité a droite.

n n n
WAv+pwy =Y x; (Ayi +1z) =AY Xy + 1Y xiz; = M, v) + plu, w).
i=1 i=1 i=1

Puis, par symétrie, on a la linéarité a gauche et donc la bilinéarité.
— Définie positive.
n
(wuy=Y x?=0.
i=1
Avec égalité si et seulement si pour chaque indice 7, x; = 0. Une somme de termes positifs est nulle si et seulement si

chaque terme est nul. On a donc
(u,uy=0 = u=(x1,x2,...,x5)=0.

Conclusion. On a bien un produit scalaire sur R.

|
* DansR;[x]. >> Voir exercice[4,
Donnons deux exemples dans le cas polynomial.
— Soient ag, ay, ..., ay, n+ 1 réels deux a deux distincts. Lapplication suivante est un produit scalaire

(P,Q) € Rulx] — (P,Q) = }_ Plap)Qla).

i=0

— On peut aussi poser pour a, be Ravec a< b

b
(P,Q) € Rylx] — (P, Q) =f P(OQ()dt.
a

* Dans 4,1 [R).
Lapplication ¢ : (X,Y) — ‘XY est un produit scalaire sur .4, 1 (R). On I'appelle produit scalaire canonique de .4, 1 (R).
Noter, comme souvent, qu’on identifie .4 ; (R) et R.

* Dans My [R]. >> Voir exercice[9
Pour A, B € .4, (R), on pose (A,B) =Tr(A'B).
e Dans€°([a; b)) avec a < b.
b
Pour f, g€ 6°([a; b)) (f,8 =f fgdr.
a
DEFINITION norme

Soit E, un espace vectoriel muni d'un produit scalaire @. Lapplication

N:{E - R

u — N = o u

est appelée norme associée au produit scalaire ¢.




Notation. On note souvent ||-|| au lieu de N.

Exemple. Dans R”, la norme euclidienne associée au
produit scalaire canonique est définie par :

n
Yu=(xy,..,x) €R”, lull=4/ X xi2.

i=1

Dans R? ou R?, on constate que la norme représente la
distance al'origine, ou encore la longueur du vecteur.

Remarque. Par extension, pour u, v € E, ||u|| représente la « longueur » du vecteur u alors que ||t — v|| correspond a la

«distance » entre les deux vecteurs.

PROPOSITION régles de calcul
Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (-,-) dont ||-|| est la norme associée.
e YuekE, lu|l=0 < wu=0g.
* VAER, VueE, IAull =1\l flull.
« Vu,veE e+ vl® = ul? +2¢u, v) + | v])?
Preuve. » Raisonnons par équivalence en utilisant le fait qu'un produit scalaire est défini. Soit u € E
lul=0 < (wuy=lul>=0 < u=0g.
* Soient u € E, A € R. Comme le produit scalaire est bilinéaire
INuell = v/ (Au, Ay = /A2 (u, ) = [NV, ) = M- ).
e Soientu, veE
Iz + v||2 = {u+vu+v) bilinéarité
= (wuw+uwv)+{v,u)+,v)
= (u,w)+2(u, v) +{(v,v) symétrie
lu+vl> = lul?+2w,v) + )2,
]
Exercice 1 4+ % Identité du parallélogramme et formule de polarisation
Montrer que pour tous u, v € E,
v 1
f el hut ol + = vl® =20l +2001 et w0y = 2 (lut vl® = Ju=vl?).
THEOREME inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (:,-) dont ||-|| est la norme associée.
Vu,veE, [{w, v) [ < [lull vl

De plus, on a égalité si et seulement si la famille (u, v) est liée.

#AB1



44 & Preuve
Exercice 2
O g 1. Justifier que sila famille (i, v) estliée alors | (u, v) | = |lul - | v.
z N
}\J =~ 2. Dans la suite, on suppose la famille (u, v) libre. A I'aide de I'application P définie sur R par
2 PA) = [Au+ v||2, justifier que
— Ku, vy < lull-lvl.
#AB2
Exemple. En reprenant le produit scalaire canonique sur R”, 'inégalité de Cauchy-Schwarz devient
n n n
Y (x)icm,an ER", Y (¥)ieq,ny €R”, Y oxiyi| <] X xi? ] X it
i=1 i=1 i=1
PROPOSITION inégalité triangulaire
Pour tous u, veE,
lw+ vl < llul+ vl
Preuve. Soient u, v € E, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
N+ vl = lul® + o) +2(u, v)
2
<lul®+ 1wl + 20 ul - vl = (lul + 1v1)*.
D’oli le résultat car la fonction racine carrée est croissante et la norme positive. -
4+ Soient E un espace euclidien et B = {x € E| | x| < 1}.
Exercice 3 1. Soient u, v € E.
L Que peut-on dire de u et v sion ale cas d’égalité ||u+ v| = llull + v ?
47
.7 2. & Démontrer que B est une partie strictement convexe de E, c’est-a-dire que, pour tous
L & X, yeEBavecx #y,toutt€l0;1[,onalltx+ (1 -1yl <1.
3. Illustrer ce résultat dans R? avec le produit scalaire canonique.
#AB5S
Remarque. Par récurrence, on montre que pour tout famille finie (u1, uy, ..., u,) de vecteurs de E
p P
wi | < Y Nl
i=1 i=1
Orthogonalité et vecteurs
DEFINITION vecteurs orthogonaux

Soient E, un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (-, -) .
Deux vecteurs u et v de E sont dits orthogonaux, noté u L v, si (u,v) =0.

Remarque. Le seul vecteur de E qui soit orthogonal a tous les autres vecteurs de E est le vecteur nul. Autrement dit,
pour tout u € E, on al’équivalence :

(VveE, (wv)=0) < u=0g



Preuve. En effet, prouvons ce point par double-implication.

Pour v = u, on a directement || ul|? = (u, u) =0, puis u = O car le produit scalaire est défini.

Par linéarité a gauche du produit scalaire, pour tout v € E,

(O, v) = (0-0g, v) =0+ (Og, v) = 0.

]
A Attention. Lanotion d’orthogonalité est relative au produit scalaire.
44 & Deux produits scalaires sur R [x]
Pour tous P, Q € Rz [x], on pose
Exercice 4 1
~ @1(P,Q)=P(0)Q(0) +P(1)Q(1) +P(2)Q(2) et @2(P,Q)= f P(1Q(#)dz.
o -1
\f
J Y 1. Vérifier que ¢; et ¢ définissent deux produits scalaires sur Ry [x].
- 2. Notons Pj le polyndme d’expression Pj (x) = x.
Donner un vecteur orthogonal a P; relativement a (1 mais non orthogonal pour ¢, et
inversement.
# AB6
THEOREME de Pythagore
Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si
e+ vli? = llull® + vl
Preuwve. 11 suffit de rappeler que pour tous u, v € E
lu+vl® = ul® + vl +2(¢u, v).
|

DEFINITIONS famille normée, orthogonale, orthonormée

Soit F = (wy, ..., up) une famille de vecteurs deE.
— La famille est dite normée si pour tout i € [[1; pll, lu;ll = 1.
— La famille est dite orthogonale si, pour tout (i, j) € [[1; p]]2 aveci# j, uj L u;.

— La famille est dite une famille orthonormée (ou orthonormale) si c’'est une famille orthogonale et normée.

<> Pour tous P et Q dans Rz [x], on pose (P,Q) = P(0)Q(0) + P’ (0)Q’ (0) + P” (0)Q" (0).

1. a) Montrer que ceci définit un produit scalaire sur Ry [x].

Exercice 5 b) Vérifier que la base canonique de Ry [x] est orthogonale pour ce produit scalaire.
C En déduire une base orthonormée de E pour ce produit scalaire.
P 2. Généralisation.
\—~ n
VN ot

-

- —

Pour P et Q dans Ry [x] on considére maintenant (P,Q) = ) | P® 0)Q® (0).
k=0
a) Vérifier que ceci définit un produit scalaire sur Ry, [x].
b) Donner une base orthonormée de Ry, [x] pour ce produit scalaire.
# AB8



o d'aprés ESCP 2001
On admet que pour tout n € N, il existe un unique polyndéme T, € R[x] tel que pour tout x réel :
Exercice 6 Tr(cos x) = cos(nx).

( 1 P(Q(1r)
i 1. Montrer que I'application: (P,Q)— —_—
-1 +v1- tZ

2. Montrer que la famille (T) ;>0 est une famille orthogonale de R[x] muni de ce produit
scalaire.

dt

Y définit un produit scalaire sur R[x].

o
I &

3. Comment obtenir une base orthonormée?
# AB9

Remarques. Autrement dit, la famille de vecteurs (1, ..., up) est orthonormée si et seulement si
Vi, petLpl?,  (uu)={ ST
PERDPE MR iz,

Une des implications du théoreme de Pythagore se généralise, si (uy, ..., up) est une famille orthogonale de vecteurs

de E, alors
2

p p
Yo =Y Nl
i=1 i=1

La réciproque est fausse : ce n’est pas parce que cette égalité est vérifiée que la famille est orthogonale.

Preuve. Procédons par récurrence sur p.

— Initialisation. Pour p = 1,1'’énoncé est directement vrai.

— Hérédité. Soit p € N* tel que la propriété soit vraie au rang p. Si la famille (uy, uy, ..., up+1) est orthogonale. En particulier
uy +---+ up estorthogonal a up4) car

p p
<Z uirup+1> =) (ujups1)=0.
i=1 =1 N————

Par application du théoreme de Pythagore (avec deux vecteurs)

2 2

p+1
+Hupal®

PR

i=1

2 \p
i=1

p
Z u; + uP+1
i=1

P 2 2 prl 2
= X Nl fupa 7= X
1= 1=

Ce qui prouve la propriété au rang suivant.
— Conclusion. La propriété est vérifiée pour tout p e N*.

PROPOSITION orthogonalité implique liberté

Soit & une famille de vecteurs deE.
— SiZ estorthogonale, et si aucun des vecteurs de & wnest le vecteur nul, alors & est libre.

—  Si & est orthonormée, alors & est libre.

Remarque. Les réciproques sont fausses.

Preuve. ¢ Prouvons le premier point. Notons & = [ul, u,..., up]. Soient Ay, Az, ..., Ap €R tels que

p
Z A juj= Og.
Jj=1
Soit i € [[1, pll, par linéarité a gauche du produit scalaire

p p
° <Z Ajuj, ui> ) .Zl)‘f<”jy ui) =N gy i) = Aillugl.
]:

j=1




Ainsi, A; =0 car ||u; ||2 #0, u; est non nul. Ce calcul étant vérifié pour tout i € [, p]], la famille & est libre.
¢ Le second point est une conséquence directe du premier puisque les vecteurs de norme 1 sont non nuls. -

+ Soit E = ¢°([—n, ]) muni du produit scalaire défini par
Exercice 7 n
n Vf, g€E, (f,g)=f0 f(Hgndte.
ry
i f/ 1. Justifier que la famille (x — cos(kx)), <<, est orthogonale. Est-elle orthonormée?
3 2. En déduire que les familles (x— cos(kx))lsksn et (x— Sin(kx))lsksn sont des familles
— libres de E.
3. Est-ce que la famille (x — cos(kx), x— sin(kx)) 1<k<n €staussiune famille libre de E?
#AB11
Orthogonalité et sous-espaces vectoriels
DEFINITION sous-espaces orthogonaux
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE. On dit queF et G sont orthogonaux si
YueF, VvegG, ulw.
Remarque. Soient (e;)ie[1;n) €t (€;) jeq1;p) deux familles respectivement de F et G.
Si les familles sont génératrices, alors le sous espace vectoriel F est orthogonal a G si
Viell,nll, Vjellpl, e Lleg;.
Preuve. Soit u € F. Il existe A1, A2, ..., Ay eRtelsque u = f Aje;. Soit v e G. Il existe pp, U, ..., Hp € Rtels que v = f MjE;.
i=1 j=1
Par bilinéarité du produit scalaire
n p n p
(wvy=( Y Aiej, Y wjgj ) =2, 2 Ailj <el-,£j> =0.
i=1 j=1 i=1j=1 -
0
Par suite u L v. Ceci étant valable pour tous u, v € E, les sous-espaces F et G sont orthogonaux. -
Exercice 8 < Dans B3 muni du produit scalaire canonique, on pose u = (1,2,3) et
s F:{(x,y,z)€R3|x+2y+32=0} et G=Vect(w).
15
J y 1. Donner une famille génératrice de F.
o 2. Vérifier que F et G sont orthogonaux.
# AB12
Exercice 9 4+ & Exemple dans 4, (R)
C 1. Montrer que I'application ¢ définie sur .4, (R)? par (A, B) = Tr (A’B) est un produit sca-
\"/~ laire.
& 2. Notons %5 (R) (resp. &/ (R)), 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques).
o @ Montrer que %5 (R) et <7, (R) sont orthogonaux pour ce produit scalaire.
#AB13




DEFINITION - PROPOSITION
Soit F une partie de E muni d'un produit scalaire (-, -). Posons
F-={xeE|VyeF, xly}

Alors :
e Lensemble F* est un sous-espace vectoriel deE.
o Les sous-espaces F et F* sont orthogonaux.

Le sous-espace vectoriel F* sappelle Vorthogonal deF dansE.

le s.e.v orthogonal

Preuve. Soient u, v e FL. Soient A, L€ R. Soit w € F. Par bilinéarité

Au+pv, wy = AMu, w) + Wy, w)
=X-0+p-0=0.

D’olt Au+ pv € FL. Comme O € FL, FL est non vide et stable par combinaison linéaire, c’est un sous-espace vectoriel de E.

Soient u € F, v € FL. Par définition, (1, v) = 0. Les sous-espaces F et F* sont orthogonaux.

Exemples. On a E* = {0} et {Og}* =E.

Remarques.

*Si G est un s.e.v de E tel que G est orthogonal a F, alors G c F. Autrement dit, F* est le plus grand (au sens de

I'inclusion) sous-espace vectoriel de E qui soit orthogonal a F.

* SiFcGalors Gt cFL.

Soit u € G*. Montrons que u € FL.

Soit v € F. Par hypothese, v € G et par définition (¢, v) =0d’ott u L v et Gt cFL

Exercice 10 4 Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Prouver les énoncés suivants.
19 1. Fc(FY)* 3. F+GL=FnGt.
\. 7
| o 2. FL+GtcFnG)t. 4. F-nGlcF+G)t.
1.2 Espaces euclidiens et bases orthonormées
DEFINITION espaces euclidiens

Un espace euclidien est la donnée :

— d'un espace vectoriel E de dimension finie,
— d'un produit scalaire sur E.

On note (E, (-,-)).

Exemples. Reprenons les exemples étudiés précédemment.
e R” muni du produit scalaire canonique.
* 1 (R) muni du produit scalaire canonique.
e/, (R) muni du produit scalaire défini par (A, B) = Tr(‘AB).
¢ R,[x] muni d'un produit scalaire.

* %6%(la, b]) nest pas un espace euclidien.

#AB14



En premiere année, on a vu qu'une famille 9 = (e;) ¢ |1;1) €st une base d’un espace vectoriel E si tout vecteur de E
s’écrit, de maniere unique, comme combinaison linéaire de la famille. Le caractere générateur de la famille justifiant
I'existence de la décomposition, le caractere libre justifiant 'unicité de cette décomposition. Toutefois, il reste une
question : comment calculer efficacement et sans erreur les coefficients de la décomposition?

Voici une des motivations des bases orthonormées.

Définitions, exemples et coordonnées

Comme son nom I'indique une famille 2 = (e;) j¢ |1, €st une base orthonormée (abrégé en b.o.n) si c’est a la fois :

e une base: VYuek, I'A)iennn uzf)\iei.
i=1
) ) . 1 sii=j
¢ une famille orthonormée : Vi, jelll;nl, (uj,uj)=9; ;= T
0 sii#j.
Exemples.

¢ Les bases canoniques de R” et .41 (R) sont des b.o.n pour les produits scalaires canoniques.
¢ On définit un produit scalaire sur R, [x] en posant, pour tous P et Q dans Ry[x]

(P,Q) =P(0)Q(0) +P(DQ(1) + P(2)Q(2).

On vérifie que si 'on pose Ly(x) = %(x -Dx-2),Lix)=—x(x—2) et Ly(x) = %x(x —1), alors la famille (Lg,L;,L5) est
une base orthonormée de Ry [x] pour le produit scalaire précédent.

Exercice 11 < Soient % = (e1, e3, e3) la base canonique de R3 et 0 € R. Justifier que la famille € = (e1,€2,€3)

définie par
¥ \J’/ €1 =cos(B)e; +sin(0)ey, €p =sin(B)e; —cos(B)ep et e3=e3
\ 2.
| & reste une base orthonormée pour le produit scalaire canonique. Donner une interprétation
- graphique.
#AB15
THEOREME coordonnées dans une b.o.n

Soient (E, () ), un espace euclidien et = (ey, ..., en), une base orthonormée.
Pour tout vecteur u € E,

n
u=>y (ue)e;.
i=1
Autrement dit, les coordonnées de u dans la base 98 sont les réels {u,ey), ..., {u,ey).

Preuve. Soit u € E. La famille (e, ep,...,ey) est une base de E, il
existe donc Ay, A2, ..., A, € Rtels que

n
u= Z )\iei.
i=1
Soit j € [[1; nl], on a par linéarité a gauche du produit scalaire
n n
<u,ej> = <Z‘1)\iei’ej> = Z:l)\i<ei,ej>.
1= i=

Comme la famille est orthonormée, <ei,ej> =0désquei #j

et (ej,e;) = ||e;|* = 1. 1l vient <u,ej> = A;j et la formule est

finalement prouvée.
[ |

A Attention. Il ne faut pas oublier 'hypothése "base orthonormée".



PROPOSITION norme et b.o.n

Soit (e, ey, ...,ey), une base orthonormée d’'un espace euclidien (E, () ) Pour tous u,v € E,

(wvy=Y (weNve) et |ul®>=Y (ue).

i=1 i=1

Preuve. Soient u, v € E. D’apres le théoreme précédent et la bilinéarité du produit scalaire

(u,ei)<v,ej><ei,ej>.

n n
=1

s <Z (e 3 <”’ef>ef> 2y
i=1 j=1

i=1j
Comme <e,~, ej> =0pour i # j,la somme se simplifie

=3 (uer) (ner) feren) = 3 (uer) (ner).

La seconde formule s’en déduit avec v = u car || ull2 ={u, u).

Théorémes d’existence d’une b.o.n et procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Soit € = (fi,..., fa), une base quelconque d’'un espace euclidien (E, (-,-) ). Prouvons qu'il existe une famille %8 =
(e1,...,en) telle que :

i) 2B est une base orthonormée.

ii) Pourtoutke([[l,nll, vect(ery, ey,...,ex) =vect(fi, ..., fi)-

La preuve s’effectue par récurrence et donne un procédé de construction de la base 98 a partir de la base 6.

e e U1
— Initialisation. On pose n=Ff et e-= T
U1
Vi k-1
— Pour tout entier k = 2, on pose e = ol ot vp=fi— ) (foei)ei
Vk i=1

Avant de faire la preuve, commencons par détailler le procédé d’orthonormalisation de Schmidt sur une famille
de vecteurs de R>.

T

_ Posons
Uy =
fo=(faer)e A=0,21, £i=B1L1) et fi=(-21,6).
jé . 141 1
Avecles notations v;=ff et eg=—=—(1,2,1).
e ! ARG
. 1
P> P Puis U2=f2—<f2r€1>91=f2—W<f2,V1>Ul-
1

e (farer)er



Apres simplifications, on trouve
1
V5

vy =(2,-1,0) et e = 2,-1,0).

Ensuite

_<fé;v2>V2_<f3yU1>U1 1

w2112 oy 112

v3=fi—(fs,e)ea—(fs,e1)e1=f3

1
Ilvient v3=(-1,-2,5) et e3=—(-1,-2,5).

V30

Preuve. Prouvons le cas général en raisonnant par récurrence sur la propriété

(e1,...,ex) estune famille orthonormée
P(k): ol ke [1;n]).
Vect(eq,...,ex) = Vect(fi,..., fi)-

— Initialisation. Comme e = fi/ || fi| # Op, 2(1) est vraie.

— Heérédité. Soit k € [[1; n— 1]], supposons Z2(k) vraie et démontrons 2?(k + 1). Notons que vj,; est non nul puisque par hy-
pothese, la famille € est libre. Le vecteur ej,; est donc bien défini. Pour tout j € [[1; k]|, on a par linéarité a gauche du produit
scalaire

<Vk+lrej>=<fk+1vej>_i(fk+1rei><eirej>
i=
:<fk+1,ej>—<fk+1,ej> car, pour i # j, <ei,ej>:0

<Vk+1,ej> =0.
D’olt vg4) L ej. Comme ey est colinéaire a vy, onaaussi ey, L ej pour tout j € [1;k]]. Précisons de plus que, par construc-
tion, ey est normée. Comme la famille (e, ..., ) est orthonormeée, la famille (e1,... ey, ex1) I'est aussi.
Justifions le second point.

Vect(ey,..., ey, exs1) = Vect(er, ..., e, Vis1)

=Vect(er,...,e frr1—u) ol u=Y (frr1,€i)e; € Vect(er,..., ex)

12

e

(
=Vect(ey,..., ek fi+1)-
=Vect(ey, ..., ex) + Vect (fr11)
=Vect(fi,..., fi) + Vect (fr+1)

Vect(e1,..., e, exy1) = Vet (fi,..., fio fir1) -

La propriété 2 (k + 1) est donc vraie si 22 (k) 'est.

— Conclusion. Les propriétés 2 (k) sont vraies pour tout k € [[1; n]l. Lénoncé s’obtient avec £ (n) en rappelant qu'une famille
libre avec autant de vecteurs que la dimension est une base.

++4 & Exemples

Exercice 12 1. On consideére R3 muni du produit scalaire canonique.
C Orthonormaliser la base ((—1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)).
— 2. Orthonormaliser la base (1, x, x?) de Rz [x] muni du produit scalaire :

1
. (P, Q) :fo P(OQ( dr.




COROLLAIRE existence d’'une base orthonormée

Tout espace euclidien admet une base orthonormeée.

Preuve. Comme I'espace est euclidien, il est de dimension finie et admet au moins une base. Il suffit alors d’appliquer le procédé
| d’orthonormalisation décrit précédemment a cette base pour obtenir une base orthonormée.

COROLLAIRE base orthonormée incompléte

Toute famille orthonormée d'une espace euclidien (E, () ) peut étre complétée en une base orthonormée deE.
Autrement dit, si (el, €,...., ep) est une famille orthonormée deE de dimension n, il existe des vecteurs ep1,ep+2,...,€n
tels que la famille (el, €2,...,€p,8pil,..n) en) soit une base orthonormée deE.

Preuve. D’apreés le théoreme de la base incomplete, il existe des vecteurs fy11, fp+2, ..., futelsque B = (e1,ez,...,ep, fp+1,---, fn)

soit une base de E. En reprenant le procédé d’orthogonalisation, on peut obtenir une base %’ de % sans modifier les vecteurs
ey, ez,...,ep. D'oule résultat.

|
Bases orthonormées et matrices
PROPOSITION expression du produit scalaire avec les matrices colonnes
Soient (E, () ), un espace euclidien, 2 = (e, ..., e,) une base orthonormée deE et u, v € E.
Sionnote | — U= Matg(u).
— V=Mat%(v).
Alors (,vy="UV et |ul®>='UU.

Preuve. D’apres le théoreme précédent

(u,e1)

n (u, e2)

u=y (ue;ye; et U= ) € Mp1R).
i=1 :
(u,en)
De méme pour le vecteur v. Il suffit alors de poser le calcul
(v,e1)
(v,e2) n
'OV =[(u,e1) (u,e2) -+ (u, en) | . =Y (ue;)(ve;)=(u,v).
: i=1
(v,en)
Le second point s’en déduit avec v = u. -

A Attention. Rappelons que ces énoncés ne sont valables que dans le cadre d'une base orthonormée.

DEFINITION matrice orthogonale

SoitM € M, (R).
On dit que M est une matrice orthogonale si M est inversible et M~! = ‘M.

Remarque. D’apres les résultats sur les matrices, M est orthogonale si et seulement si ‘MM =1, ou MM =1,,.



cos(0) sin(0)

Exemple. Pour tout 0 € R, la matrice Rg = —sin(® cos(®)

est orthogonale. En effet,

RefRe = cos(0) sin(0) cos(0) —sin(0)
080~ | _sin@) cos(®) sin(@) cos(0)
B cos(0)? +sin(0)? —cos(0)sin(0) +cos@®)sin®) | _[1 0] _,
~ | —cos(0)sin(0) + cos(0) sin(0) cos(0)? +sin(0)? “lo 1|7
Remarques.

* Les colonnes d’'une matrice M orthogonale sont non nulles et forment une base orthonormée de .#, (R) pour le
produit scalaire canonique. En effet, si on écrit M = [C; C; ... C;], alors

'Cy 'cy 'CiC; 'C1C, - 'CiCy

'C, 'C, 'CoCp 'CCy - CoCh
M=| . et. ' MM=| . |[C C .. G, = ) ) . .

'Cp 'Cp 'CyC1 'ChCp -+ 'CuGCy

Des lors, la matrice M est orthogonale si et seulement si pour tout (i, j) € [[1, nl)?

1 sii=j
Z’Cicj — { ] J
0 sinon.

Cette derniere condition traduit le fait que la famille des matrices colonnes (C;);c[1;n) est orthonormée. Comme cette
famille contient autant de vecteurs que la dimension de .4, 1 (R), c’est une base de .41 (R).

¢ Structure de 'ensemble 0, des matrices orthogonales de taille (7, n)

— Présence d'un élément neutre : 1,€0,.
— Stabilité par passage al'inverse : VPeOy,, P led,.
— Stabilité par produit : VP, Qe PQe0,.
Exercice 13 Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes
™ <> 1. Justifier les trois points de la remarque précédente.
— < 2. Que dire d'une matrice diagonale et orthogonale?
) 44 3. Montrer que si P € .45 (R) est orthogonale avec det(P) > 0 alors il existe 6 € R tel que
: P=Ry.
#AB17
PROPOSITION matrice de passage orthogonale

Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et 9 = (e, ..., e,) une base orthonormée de E.
Soit € une autre base de E. On a équivalence entre les énoncés :

i) La base € est orthonormée.

ii) La matrice de passagePg ¢ est une matrice orthogonale.

Preuve. Pour une matrice A, notons [A]; j son coefficient en position (i, j). Notons aussi € = (€1,€2,...,€,). Comme % est une

base orthonormée,
n

vie[Lnll &= (e er)ex.
k=1

Par définition de le matrice de passage de la base %8 a ¢

[Pas]ix = (eirex)-

Puis, par définition de la transposée [[P%xg]kj = [P@‘g]jk = <s]-,ek>.



Enfin, par la définition du produit matriciel

n
[Pas Pael;;= kZl [Pagse] ik ["Papee ]
n
=) (e er)(€j e
2 Cere) (eprer)
[Pz Pae] 3= <£,~,ej> voir proposition page[I0]

Raisonnons par équivalence. La matrice Py est orthogonale si et seulement si

. 0 sii#j
Ppe'Pae=1, <= VY(,j)elL;n)? [nggtP@%]”:{l o
. 0 sii#j
— V(, j)ell,n 2, €€ )=
Gper,n?,  (ee;) {1 o

Finalement, Pg« est orthogonale si et seulement si la base 6 est orthonormée.

1.3 Le supplémentaire orthogonal

Tout s.e.v d'un espace euclidien (E, () ) admet un supplémentaire orthogonal.
Autrement dit, si F est un s.e.v de E, il existe un s.e.v G de E tel que

FeG=E et VYueF, VveG, uluwv.
En effet, si (el, e,..., ep) est une base orthonormée de F, alors on peut choisir (epﬂ, €pi2yenes en) une complétion en

une base orthonormée de E. Dans ce cas, Vect(ep+1,€p+2, ..., €,) fournit un supplémentaire orthogonal.

Exemple. Reprenons F et G de I'exercice[8} p.[7] Les vecteurs v = (-2,1,0)) et w = (-3,0,1) forment une base du plan
Fetu=(1,2,3), une base de la droite vectorielle G. On constate que F et G sont supplémentaires et orthogonaux.

PROPOSITION propriétés
Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, () )

* F et F' sont supplémentaires dans E.

¢ dim (F') = dim(E) — dim(F).




Preuve.  Soit u € E. Soit (el, eg,...,ep) une base de F orthonormée que I'on compléte en une base (ej, e,...,e,) orthonormée
deE.Ona

n P n
u=y (wejyei=y (wejyei+ Y (ue).
i=1 i=1 i=pt1
—_—
=Uup =uUy

F est un s.e.v stable par combinaison linéaire et pour tout i € [[1, pll, e; € F, donc u € F. De plus, pour tout j € [[1, pll
n
<ul,ej> =) (u,ei><el~,ej> =0 dou u; eFt.
i=p+1

On a donc E = F+ FL. De plus, pour v € FNFL. Le vecteur v est orthogonal a lui-méme, c’est donc le vecteur nul. Ainsi,
FnFL= {Og}. Par la caractérisation des supplémentaires, F & Fl =E.

¢ Pour le second point, il suffit d’écrire

FeFl-F = dim(F)+dim(FJ')=dimE.

A Attention. Iln’y a pas unicité du supplémentaire, mais unicité du supplémentaire orthogonal.
En effet, si G est un supplémentaire orthogonal de F, on a G c F puisque F* est le plus grand, au sens de I'inclusion,
s.e.vde E orthogonal a F. Or, avec le second point, on a automatiquement dim(G) = dim(F1). Nécessairement G = F+.
Dans I'exemple précédent, on constate qu’il n'y a qu'une droite vectorielle orthogonale a F.

Exemples.

e Soit E=R3 muni du produit scalaire canonique. Posons u = (1,1, 1) et F = Vect(u). Déterminons une base de Fi.
Tout d’abord, F* est de dimension 3 — 1 = 2. Pour déterminer une base de F+, il suffit de donner deux vecteurs de F+
qui forment une famille libre (donc ici, non colinéaires). Par exemple,

v=(1,-1,00 et w=(0,1,-1).

* Soit E = Ry [x] muni du produit scalaire (P, Q) = P(-1)Q(—1) +P(0)Q(0) + P(1)Q(1). Donnons une base de I'orthogonal
de F =R, [x]. Comme F est de dimension 1, il suffit de trouver un polyndme de degré au plus 2, orthogonal a 1 et x. Or,
pour P = ax®+ bx + ¢, on montre que

(P(x),1)=2a+3c et (P(x),x)=2h.
On constate que P = 3x% — 2 convient.

* Dans le cas de #,(R) muni du produit scalaire canonique, on montre (en reprenant les idées de I'exercice [9] que
<yn (R)l = vdn)

Exercice 14 +4+ & Les questions sont indépendantes
e Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien (E, (-, ) ).
) S 1. Montrer que (FJ‘)J' =F.

. 2. Montrer que (F+G)* =F- nGL puis FL + G+ = FnG)L.

4+ & Soient n€N* et E=Ry,[x]. Considérons F et G les sous-espaces vectoriels de E consti-
tués des polyndmes pairs (resp. impairs). Montrer que F et G sont des sous-espaces supplé-
- mentaires orthogonaux de E pour le produit scalaire

1

VP, QeE, <P,Q>=f P(NQ(A dt.
1

# AB18

#AB19



n Espaces préhilbertiens réels

2.1 Formes polaires, formes quadratiques

Soient E un espace vectoriel et ¢ : E x E — R une forme bilinéaire. On rappelle que ¢ est symétrique si

Yu, veE, ¢(u,v) =@, u).

DEFINITION - PROPOSITION forme quadratique, forme polaire
Soit®: E — R. On dit que ® est une forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire @ telle que

Vx€E, D(x) = @(x, x) (%)

1l existe une unique forme bilinéaire symétrique vérifiant (%), on dit que @ est la forme polaire de .

¢ Regles de calculs
1
Y(x,y) € E?, e,y = z@(x, V) —P(x) —D(y)

1
@(x,y) = Z@(“ N-2x-y)
DOAx+y) = A2D(x) + Ap(x, y) + D(y).
Notons un point intéressant avec la premieére (ou la seconde formule) : la connaissance de la formule quadratique ®

suffit pour retrouver la forme polaire ¢. On prouve ainsi l’existence et I'unicité évoquées dans la définition.

Représentation matricielle de la forme polaire en dimension finie

PROPOSITION lien matrice/forme bilinéaire

Soient ¢ une forme bilinéaire et B = (e;) jc[1;n) Une base deE.
Alors il existe une unique matrice A € 4, (R) telle que

Vx,y€E, (p(x,y)=tXAY

ouX (resp.Y) désigne la matrice de x (resp. y) dans la base 8. La matrice A est telle que

V(i,j)(—:[[l;n]]z, ¢ (eirej) = aij.

Remarque. On définit ainsi un isomorphisme entre £ (E,R), 'espace vectoriel des formes bilinéaires sur E et .4, (R).
On note alors A = Mat(p, 48).

Exercice 16 +
_ 1. Prouver la proposition précédente.
Y /7 2. Vérifier que %> (E,R) est de dimension finie et donner sa dimension a I'aide de celle de E.
1; - 3. Faire de méme avec £3 (E,R), I'espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques sur E.

#ABdd1

Formes positives, définies positives



DEFINITION Formes quadratiques définie, positives
Soit @, une forme quadratique sur E.
Onditque® est: | — définie surE si: VxeE\{Og}, P(x)#0;
— positive surE si: VxeE ®dx)=0;

— négativesurEsi: VxeE, ®(x)<0.

Exercice 17 + Les questions sont indépendantes
- a 1. Soit E = ./, (R). Est-ce que la forme polaire (A, B) € E2 — Tr(AB) € R est positive? négative?
Y/ définie?

1 & 2. Justifier que toute forme quadrique définie est soit définie positive, soit définie négative.

# ABdd2
En reprenant la preuve de I'inégalité de Cauchy-Schwarz page[4} on peut 'adapter avec ce nouveau vocabulaire :

PROPOSITION Inégalité de Schwarz

Soient E un R-espace vectoriel et ® une forme quadratique positive sur E de forme polaire associée ¢. On a

V) €eE,  (9x,))° <OXD().

Noter qu’on ne peut rien dire sur le cas d’égalité, 1a forme quadratique n’est pas supposée définie. Par contre, si on
suppose que la forme quadratique est définie positive, on a égalité si et seulement si les vecteurs (x, y) sont liés.

2.2 Espaces préhilbertiens réels

DEFINITION espaces préhilbertiens réels
Un espace préhilbertien réel est la donnée :

— d’'unR-espace vectoriel E,
— d'un produit scalaire ¢ surE, c’est-a-dire d'une forme bilinéaire définie positive surE.
On note (E, ¢).

Exemple. On note E I'ensemble des suites réelles de carrés sommables c’est-dire les suites réelles (i) ,en telles que
Y u,? converge. Montrons que E est un espace préhilbertien si on le munit du produit scalaire

+o0
0w e —@uv) =Y uyv,eR.
n=0

Preuve. On vérifie dans un premier temps que E est un s.e.v de I'espace vectoriel des suites réelles :
— Précisons que E # & (la suite nulle appartenant a E).

— Ensuite, on sait que :
a® + b?

Ya,beR, lab| <

Ainsi pour u, v € E,
un? + vp?
2
Comme la série (un2 + vnz) /2 converge, on en déduit, par le critére de majoration, la convergence absolue de )" u;, vy puis
la convergence. Pour tout A € R, on en déduit par combinaison linéaire que la série de terme général

VneN, lupvnl <

(up + )\vn)z = unz +Aupvp + vnz



est une série convergente. C’est-a-dire u + Av € E.

e Justifions maintenant que ¢ est un produit scalaire :

— Lapplication ¢ est bien posée d’aprés le résultat sur la convergence de Y u, vy,.
— Il est clair que ¢ est symétrique et bilinéaire.

— Soitu€E.

~—~

+00

o u) =Y up?=0.
n=0

>0

De plus, la somme étant a termes positifs
eu,u)=0 = VneN, up?=0 = wu=0g.

En conclusion, ¢ est un produit scalaire sur E.

2.3 Orthogonalité en dimension infinie

Commencons par un exemple afin d’illustrer les différences possibles par rapport au cas de la dimension finie.

Exercice 18. 444 Orthogonal d'un hyperplan # AB61
1

On munit E = €°([0,1],R) du produit scalaire défini par : Y(f,g) €E?, (f,g)z/ fngmde

0

Considérons le sous-ensemble A de E, constitué des applications qui s’annulent en 0 et le sous-ensemble B de E,
constitué des applications dont I'intégrale sur [0; 1] est nulle.

Préciser A* et BL. A-t-on encore

A®A'=E et BeBt=E ?

PROPOSITION Supplémentaire orthogonal d’un s.e.v de dimension finie

Soient E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel.

Si — F estde dimension finie deE.

Alors | — F* est un supplémentaire deF dansE orthogonal & F et c'est méme le seul.
— (FY) =F.

Remarque. On l'appelle par conséquent le supplémentaire orthogonal de F dans E. Pour résumer, on écrit souvent

o L
les choses ainsi: E=Fe&F-—.

n Espaces préhilbertiens complexes

3.1 Formes sesquilinéaires et hermitienne



DEFINITION
Soient E un C-espace vectoriel et ¢ : E x E — C. On dit que @ est une forme sesquilinéaire si :

— Lapplication ¢ est semi-linéaire. C'est-a-dire linéaire par rapport a la premiére variable :
V(x1,%2,y)€E3, VAeC,  @(x+Ax1,y) =901, p) +A@(x2,¥);

— Lapplication @ est linéaire par rapport a la deuxieme variable, c’est-a-dire
Y(x,y1,72) €E3, VAEC,  @(x,y1+Ay2) =9 1) +A@(x,2).

e De plus, une forme sesquilinéaire est appelée forme hermitienne si elle vérifie en plus la propriété de symétrie :

Vi, eE, @1 =9 ).

Remarque. Lesformes hermitiennes sont1’analogue pour les C-espaces vectoriels des formes bilinéaires symétriques
des R-espaces vectoriels. En particulier, la condition de symétrie hermitienne permet d’'imposer a ¢ (x, x) d’étre réel
pour tout x € E. En effet, on a alors ¢ (x, x) = ¢(x, x).

3.2 Espaces préhilbertiens complexes

DEFINITION espace préhilbertien complexe

Un espace préhilbertien complexe est la donnée :

— d'un C-espace vectoriel E,
— d'une forme sesquilinéaire hermitienne @ telle que

Vx€E, x#0g = @(x,x)>0.

Remarques. ¢ On dit que la forme hermitienne ¢ est définie positive. On parle encore de produit scalaire dans ce
contexte.

* On note alors || x|l = \/@(x, x).

* On a maintenant pour tous x, y € E,

Ix+yl?=@x+y,x+Y)
=X, x) + (X, Y) + @y, x) + (3, ))
=[xl + @(x, ) + @6, 1) + I yI1?
lx+ yI% = l1x1* + 2Re(p(x, 1)) + I y1I.

4 Identité de polarisation
Prouver que dans un espace préhilbertien complexe :

Exercice 19

e
L/

A 1
& v yeB  (xny)= g (e yl =l I =il iyl il -iyl?).

—

# ABdd3

Exemple. SiE désigne les suites complexes de carrée sommable (c’est-a-dire, u € Esi et seulementsi ) |u;, 12 converge),
alors I'application
(wv)eE— Y w, v,

neN

est un espace préhilbertien complexe.

De nouveau, on peut énoncer une inégalité de Cauchy-Schwarz. L'énoncé est similaire, seule la preuve differe
véritablement.



Inégalité de Cauchy-Schwarz (version hermitienne)

PROPOSITION

Soit (E, (-,-) ) un espace préhilbertien complexe. Alors on a

Vx,yeE  [(xy)| <lxl-||y[-

4 Preuve. Soient u, v € E.
1. On suppose dans cette question que (u, v) € R.

Exsrcwe 20 a) Justifier que si la famille (u, v) estliée alors [(u, v)| = llull - |v]|.
T ry b) Dans la suite, on suppose la famille (u, v) libre. A 'aide de I'application P définie sur R
” - 2 s
,\, par P(A) = |[Au+ v||<, justifier que
ol

Ku, v < llull- vl

2. Traiter le cas général ot (1, v) n'est pas nécessairement un réel.
# ABdd4

Remarque. On en déduit de nouveau I'inégalité triangulaire :

Vx,y€E, Il x+p) < 1) + 1 y)-

Un exemple a retenir : €, (R,C)
%gn (R,C) désigne I'ensemble des fonctions a valeurs dans C, 2n-périodiques et continues. On vérifie alors qu'un

produit scalaire est donné par :
21 .
¢:(f, 8 €6a RC)*— i f(ngDdt.

Le caractere hermitien de la forme est assez clair. Pour le caractére défini, on note que pour toute fonction f €
€y (R,C).
2mn 2 5
<P(f»f)=f f(t)f(t)dtzf lf(5)=de=o0.
0 0 S
erR*
La fonction ¢ € [0;27] — If(t)l2 € R est continue et positive. Ainsi
vte[o;2nl, |f(H)°=0 puis f()=0.

Des lors, f est nulle sur [0;21]. Comme f est 2n-périodique, f est nulle sur R. Ce qui conclut.

n Projecteurs orthogonaux, distance a un s.e.v (rappel ECG2)

4.1 Projecteurs

On rappelle qu'une application p sur un K-espace vectoriel est un projecteur s’il existe deux sous-espaces vecto-

riels F, G de E tels que F et G soit supplémentaires et

VxeE, x= xp €F+ xg €G, p(x) = xg.
—~— —~—

DEFINITION projecteur orthogonal

Soit E un espace préhilbertien (réel ou complexe).
On dit que p est une projection orthogonale sur F, notée pr, si p projette sur F parallelement a F*.

Pour tout u € E, pr(u) est appelé le projeté orthogonal de u surF.




Remarque. La définition suppose que F et FL sont supplémentaires dans E. C’est par exemple le cas si F est de di-
mension finie.

FL
Retenons
v € F
5 v=pp(u) <=
: u-v € FL
VPF:(“)
4+ & Exemple
Exercice 21 Soit .4y, (R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr (AB) . On définit I'application
P M+ M
— p: MR — My R), pM) = 5

V&
- @ 1. Vérifier que p est un projecteur. Préciser le noyau et 'image de p.

2. Est-ce que p est un projecteur orthogonal?

Remarque. Dans le cas ou E est un espace euclidien et 9 une base orthonormée de E, p un endomorphisme et
A =Matg(p).
On a’équivalence entre :

i) Lendomorphisme p est un projecteur orthogonal.

ii) Lamatrice A est symétrique et A> = A.

PROPOSITION caractérisation par la norme
Soient E un espace préhilbertien et p un projecteur sur E. On a l'équivalence entre :

i) Lendomorphisme p est un projecteur orthogonal.

ii) PourtoutxeE, |pw) <Ixl.

Preuve.
i) implique ii).
Par le théoréeme de Pythagore avec x orthogonal a p(x)

Ix12 = IpGOI* + llx— p(0)112.
Puis [|x]|2 — | p(x) 12 = 0, d’ot1 I'énoncé.
ii) implique i).

Soient xe Kerp, yeImp et AeR.
INx+ Y12 = IpAx+ W12 = Iyl?

En développant le membre de gauche
A2Jlx)1? +2A(x, y) = 0.

Nécessairement (x, y) = 0 si on veut que I'inégalité soit valable pour tout A € R. En effet pour A — 0 et (x, y) # 0 on aurait

A2|1xl|? +20¢x, p) = 2N

etun changement de signe. De nouveau, on en déduit que le noyau est orthogonal a I'image. Cela suffit pour dire que le projecteur
est orthogonal.

#PO6



4.2 Expression et calcul explicite du projeté

expression du projeté dans une b.o.n

THEOREME
Soit F, un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien (E,(-,-)) et p, le projecteur orthogonal
surF.
Si %Br = (e1,...,ep) est une base orthonormée deF,
alors VYueE, pr(u)= i(u,ei)ei.
i=1

Preuve. On peut compléter g en une base % orthonormée de E. Notons % = (el, €,...,ep, ep+1,...,en] . Soit u € E.

e Rédaction 1.

n P n
u=Yy ({ueye;=Y (uejye;+ Y (ue;)e;.
izl i=1 i=p+1
—_————
€F eFl

Par définition de projecteur orthogonal, p projette sur F parallelement a FL,

p
prw) =) (ue;)e;.
i=1

e Rédaction 2. "
pE(w) =) (pru),e;) e;
i=1

n

> (u,prle;))) e; car pr estsymétrique
i=1

p

=1

n
=) (wprle))e+ Y (uppe))e;
i i=p+1

p
pr) =) (ue;)e;.
i=1

En effet, par définition du projecteur, si i € [[1; pll, pr(e;) = e; etsii€ [[p+1;nll, pr(e;) = Og.

Exemples.
* Projection sur une droite vectorielle

Considérons le cas o1 F est une droite vectorielle. 11
existe donc e € E\ {0} tel que

F =Vect(e).

La famille constituée d'un unique vecteur (e;)

(e/|lell) est une base de F et d’apres ce qui précede pr(w)

0
(u,e) P €1

llell?

pe(u) =(u,e1)e; = e.

* Projection sur un hyperplan
Soit H un hyperplan d’'un espace euclidien E. Lorthogonal H' est donc de dimension 1 et on peut considérer g, un

vecteur non nul unitaire de HL (1 est un vecteur normal 4 H).
Soit q le projecteur sur la droite vectorielle Vect (149) = H orthogonal. D’aprés ce que précede

YueE, q(u) = (u, up) up.

Or py = idg —q est le projecteur orthogonal sur H. Donc

Yucek, pu (W) = u—{u, up) up.



Méthode

Remarque. Retour sur le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

Orthonormalisation de deux vecteurs.
Considérons les deux vecteurs u;, 1 non colinéaires. Posons p; le projecteur orthogonal sur Vect(u;) puis

up U2
ep=—— et vm=up—p1(up), e=—-:
lzer ll lvall

Alors les vecteurs (e, e2) forment une base orthonormeée de Vect(e, e2) = Vect(u, v).

Cas général de n vecteurs.
Soient (u4,..., ;) une base de E non nécessairement orthonormée. Pour tout k € [[1; n — 1]], posons py, le pro-
jecteur orthogonal sur Vect(uy, ..., ui). On définit ensuite la famille (ey, ..., e;) de vecteurs de E par la récurrence

Uk+1 — Pr(Ug+1)

U
€S & YRSz e =
+1~ +1

llual

La famille (ey,..., e,) est bien définie, elle constitue une base orthonormée de E avec

Ykel[l;n], Vect(uy, ..., ux) = Vect(ey, ..., ex).

En pratique, pour le calcul du projeté, on préféra toutefois la méthode suivante qui ne nécessite pas le calcul en amont
d’une base orthonormée.

Comment calculer un projeté?

Soient u € E et F, un sous-espace vectoriel de E. Calculons pr(u), le projeté orthogonal de u sur F.

o Etape 1
On trouve une base (ul, ey u,,) de F (non nécessairement orthonormée).
 Ftape?2
p
Comme pg(u) € F, il existe un unique p-uplet (Ay,...,Ap) € R” tels que pg(u) = Y. A;ju;. On remarque
=

1
ensuite que

(u—pr(w),u1)=0
(u—pr(w),uz) =0

(u—pr(uw),up)=0.

On explicite alors le systéme linéaire d’inconnues (A;)e(1;p)
n

(w,ury = (pr(w), ur1) = ¥ N; (uj, ur)
i=1

(u, up) = (pr(w), up) = é)\i (Ui, up)

n
(u,up)=(pr(w),up) = _ZlAi(ui, Up)-
=

o Etape 3
Onrésout le systeme linéaire précédent a p équations pour trouver les p inconnues (A;) je[1;p). On conclut

p
parle calcul de pp(u) = Y A;u;.
i=1

Exemple. Dans R3, déterminons le projeté de u = (0,—1,4) sur I'espace vectoriel

F={(x,5,2) €R’| x—2y+3z=0}.



e Etape 1.SoitX = (x,y,z) eR3.Ona

XeF < x-2y+3z=0 < x=2y-3z
— X=Q2y-3z,2=y-21,0+2z-(-3,0,1)

— X=y-ur+z-up.
Ouonaposé u; =(2,1,0) et up = (-3,0,1). Ainsi,
XeF <= XeVect(uy,uy).

On conclut, (u1, up) est une famille génératrice de F. Les vecteurs u; et up sont non colinéaires, la famille (u, uy) est
libre. Par conséquent, (11, up) est une base de F.

o Etape 2. Nl existe donc A, A2 € R tels que pr(u) = Aju; + A up. Précisons que
(U, u) ==6, (u,u1)=5 (up,up)=10 et (w,u1)=-1, (uz,uz)=4,

<pp(u), u1> = 5)\1 —6)\2 <pF(u), u2> = —6)\1 + 10)\2.

On obtient le systéme linéaire

Il
|
—

(u—pr(w),u1) =0 (pr(w), u1) = (u, ur) 5A1 —6A,
— —
—6)\1 +10A2

I
L

(u—pr(u),uz) =0 (pr(w), uz) = (u, up)

e Etape 3. On constate que A; = A, = 1 est I'unique
solution et

pF(u) =uUrt+uz= (_1)1)1)-

Le schéma ci-contre représente le plan F, le vecteur u
et son projeté.

Exercice 22
C 4+ Exemple
— Soient Ry [x] muni du produit scalaire (P, Q) = fl P(HQ(r)dr et F =Ry [x].
) J‘ g Donner I'expression du projeté orthogonal de QO(x) =1+x+x%surF.
) #PO7
4.3 Distance a un sous-espace vectoriel

Soient F un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien (E, oD} ) et u € E. On définit (sous réserve d’existence),
la distance du vecteur u a F par

d(u,F) =min|u-v|.
veF

Notons que u € F si et seulement si d(u,F) = 0.

THEOREME caractérisation du projeté par minimisation de la norme

Soient F un sous-espace vectoriel d’'un espace hilbertien (E, (-,-)) de dimension finie, pr la projection orthogonale sur
F et u € E. Alors la distance d(u,F) est bien définie et

dw,F)=min|u-vl = |u-pp)].
veF

De plus, le minimum est atteint seulement pour v = pr(u).




Preuve. Soientue EetveF,
u-v=_u-pw)+(pw-v).

Or, u— p(u) est orthogonal a F, donc u — p(u) est orthogo- ” u-p(u
nal a p(u) — v € F. D’apres le théoréme de Pythagore :

2 2 2 2
u-vlc=llu-pl“+lpw-vl-=llu-pa)|-.
I 17 =llu—p@)ll® + I pt) — viI® = lu-p@l 0g zj
D’oui I'inégalité avec égalité si et seulement si ,"
S ppw-v
Ipw) - vl =0, prRE”
F
c’est-a-dire v = p(u).
[ |

Remarques.
* Le projeté orthogonal de u sur F est caractérisé par

VveF, lu-vl=lu-p@l.

Autrement dit : pour tout u € E,
v=pr(u) < veF et |u—v|=min|lu—wl||.
weF

 Les vecteurs u — p(u) et p(u) sont orthogonaux, donc d’apres le théoréeme de Pythagore,

lu—p@®+Ipl? = lull® dot du,F)?=u-pal?®=lul®-lIpwl?

Exercice 23 4 Exemples
{ Soient (E, (-,-), un espace euclidien, ug € E\ {Og} et un hyperplan H.

= 1. Exprimer la distance d'un vecteur x a la droite Vect(uyg).

' 2. Faire de méme avec la distance 2 H. On exprimera le résultat a I'aide d’un vecteur ug € H-
- (un vecteur normal).

Exemple. Justifions que la fonction de deux variables
V(x, ) eR?,  fx,))=4x-1*+x+y)*+x-2y+1)>
admet un minimum sur R?. Considérons dans R3, le produit scalaire canonique (:,-) et la norme ||-|| associée. On a
2 2
fxy) = H[Z(x— D, x+y,x—2y+ 1)|| = H(Zx, Xy, x—2y) - (2,0,—1)” .

Si on pose u = (2,0,—1) et si on définit le sous-espace vectoriel de R>

uy 2L

F={(@x,x+y,x-2y) | x,yeR} =Vect(u;,uz) ol
Uz = (0) 1)_2))

alorsona f(x,y)=v— ul? avec v = 2x, x+ ¥, x—2y) € F. Le théoreme de minimisation s’applique, il existe donc bien
un minimum, il est atteint pour v = pr(¢) ou pr est le projecteur orthogonal sur F.
Calculons le projeté pr(u) = xuy + yuy et

(u—pr(w),u1) =0 { (u,ury = {pr(w), u1) { 3=6x+(-1y
{ (u-pew,u)=0 = (u,up) = {pr(w), uz). = 2=(-Dx+5y

car (wur) =3, (wux)=2, (u,u)=-1, (u,u1)=6 et (up, uz)=>5.

La résolution de ce systeme donne x = 17/29 et y = 15/29 pour un minimum global qui vaut f(17/29,15/29) = 2,2.

Exercice 24 +4 & Justifier que la quantité suivante est bien définie et la calculer.
v e 1 2
N inf (tz—at—b) dt
(a,b)eR2 J-1

#PO8

#PO9



4.4 Application : Inégalité de Bessel

PROPOSITION Inégalité de Bessel

Si (en) nen+ est une famille orthonormée d’un espace préhilbertien (E, (-, ) )
n
VneN*, Y Kei,x)*<|xl? (*)
i=1
On en déduit la convergence de la sériey |{e;, x)|% et

+00 2 2

ir =
Y e, )| < |l xl (%)
i=1

Preuve.  Soient n € N*, F le sous-espace vectoriel de E de dimension finie engendré par la famille 8, = (ey,...,e,) et p le
projecteur orthogonal sur F. La famille 98;, est une base orthonormée de F et on sait alors que pour tout x € E,

n n
pw=) (ex)e; et [p@|*= ) (erx).
i=1 i=1

D’apres la proposition sur la caractérisation par la normée, ||p(x)|l < [lx|l. Ce qui donne la premiére inégalité par passage au
carré.
n
e La suite des somme partielles (¥ |<e,-,x)|2) est croissante et majorée, elle converge. Par passage a la limite, on obtient la
i=1

seconde inégalité.
]

4 Seconde preuve
Soit (E, :,-)) un espace préhilbertien et (e;) ;en+ une famille orthonormée de E.

Exercice 25 1. Montrer que pour tout x € E et tout Ne N,
» 2
g N N
(5 x= Y (een| =lxI*= ) Kxenl.
J - n=1

n=1

2. En déduire I'inégalité de Bessel.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 1'égalité ait lieu dans ().
# ABdd5

Exemple. On considére I'espace préhilbertien réel

E:{u:(un)nEN* DY unt converge}, avec (u,v)= )Y UpUp.
neN* neN*

1
On note (e,) nen+ la base canonique de 02 définie par e, = (8, ;) ken+ . Pour tout n € N*, on définit u, = 7 (€2n_1 + €2n)-
2

Exercice 26
M <>
P 1. Montrer que la famille () e+ st orthonormée.
: NP
) & 2. Que donne l'inégalité de Bessel dans ce contexte?

# ABdd6



N Exercices 9

Exercice 27. 4 Soient E un espace vectoriel préhilbertien complexe et f un endomorphisme de E vérifiant : #ABdd7
Yucek, fw Lu.

1. a) Vérifier que tous vecteurs u, v € E, on a f(u) orthogonal a v.
b) En déduire que f est’application nulle.

2. On suppose maintenant que E est un espace euclidien. Soient %8, une base orthonormée de E et f un endomorphisme dont
la matrice dans la base 98 est antisymétrique. Calculer { f (u), u) pour tout u € E. Commenter.

Exercice 28. 44 Soit (Py) ,en une suite de polyndmes tels que # ABdd8
VneN, degPy, =n.
Montrer qu'’il existe un unique produit scalaire sur R[X] pour lequel la famille P, est orthonormée.

Exercice 29. 4 # ABdd9

1. Justifier que I'application suivante définie bien un produit scalaire sur R[X] :

20 P(p)Q(p)
YP,QEeRXZ  (PQ=) %.
p=0

+00 2
2. En déduire que 'ensemble { Yy 2P ( p2 —-ap- b) :(a,b)e [RZ} posséde un minimum.
p=0

Exercice 30. ¢ 44 % Matrices de Gram et valeurs propres # AB59
Soient [E, (-,)) un espace euclidien de dimension n et (u1, u2,-+-, u,) une famille de vecteurs de E. On pose

G:(<ui’uj>]1$i,jsn et M=Matg(uy,uz, -, un),

ol1 4 est une base orthonormée de E.
1. Vérifier que G = 'MM.

2. En déduire que ker(G) = ker(M), puis rg(G) =rg(uy, ug,- -, Up).
Indication. Considérer "XGX pourX € M1 (R).

3. Vérifier que G est inversible si et seulement si la famille (u1, up, - - -, uy) est une base de E.

4.  a) Justifier que les valeurs propres de G sont positives ou nulles.

b) Justifier que les valeurs propres sont majorées par ¥ ||u; ||?.
=1

Exercice 31. 444 Soit w: [0;1] — R une fonction continue. On définit I'application # AB64

1
tpw:(f.g)E(go([O;l])szo fhgw(r)dt.

1. a) & Onsuppose dans un premier temps que w est positive (pour tout ¢ € [0; 1], w(£) = 0). Est-ce que @, est un produit scalaire
sur €Y ([0;1]) si w s’annule une fois? un nombre fini de fois? sur un intervalle [a; b] < [0;1] ou0<a<b<1?

b) Est-ce que ¢, peut-étre un produit scalaire s’il existe 7o € [0; 1] tel que w(#p) <0?

2. Reprendre la question 1.a) en considérant I'espace vectoriel R[X] au lieu de €° ([0;1]).

Exercice 32. 444 Peut-on trouver une suite (uy) ,eN tel que pour tout entier m, #ABdd10
+0o0
Y upm=m 2
n=0

Indication. Utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz!!



LN Indications et solutions

&, Indication de 'exercice[3|

2. Prouver dans un premier temps que six, y€B, tx+(1-1t)y €
B. C’est-a-dire [tx+ (1 -1yl < 1.
Traiter ensuite le cas d’égalité avec la question précédente.
3. Dans R?, B correspond a un disque.

&, Indication de I'exercice

Détaillons les différentes étapes.

Notons fi, f2, f3 les 3 vecteurs.

e Etape 1 :calculdee;.

Normaliser f; pour obtenir e .

e Etape 2 : calcul dee.

Poser v = fo — (f2,e1) e] et calculer

U2
ep=——.
vzl

e Etape 3 : calcul de e3.

Poser v3 = f3—(f3,e1)e1 — (f3, e2) ez, puis calculer
gl

€3

&, Indication de 'exercice[31]

1.a) Si w s’annule une fois ou méme un nombre fini de fois, @,
est un produit scalaire. Par contre, ce n’est pas un produit
scalaire si w s’annule sur un intervalle. Pour cela, on pourra
considérer une fonction f qui s’annule sur [0; 1]\ [a; b].

Exercice[T]

Soient u, ve€ E
2 2 2 2
lu+ vl +llu—vi” =lul”+2{u,v)+]v|
2 2
+llull” = 2¢u, v) + vl

2 2
=lul”+1vll®.

2 2 2 2
lu+vl®—llu—vi” =lul”+2{u,v)+ vl
2 2
= (lul® = 2¢u, vy + 1 vI7)

=4(u, v).

Exercice[2]

1. Si u est nul, I'égalité est vérifiée. Sinon, soit A € R tel que
v=Au.Ona

[, )] = IACw, ud| = AT el

et lull - 1ol = IA]- ).
On a bien égalité.
2. D’apres les regles de calculs sur la norme et le produit sca-

laire
PO = A2 ull? + 2 - (u, v) + |v)12.

Comme la famille est libre, u # O, puis [lu| # 0 et P est un
polyndme de degré 2. Son discriminant est

A= 4u, v)? —4l|ul?- |v|* <o.

Or P n'admet pas de racine. En effet, s'il existe un réel 7y tel
que P(#) = 0, on en déduirait que fyu + v = 0. Absurde, on
suppose la famille (u, v) libre. Le discriminant A est donc
strictement négatif. D’ou

2 2 2
(w, v)” <lul”-lvll”.

On a donc bien montré 'inégalité avec son cas d’égalité.

Exercice[3]

1. En reprenant la démonstration de I'inégalité triangulaire, il
y a égalité si et seulement (u, v) = ||u] - | v|l. On a donc deux
conditions :

Ku, v =1lul-lvl et (u,v)=0.

La premiere égalité correspond au cas d’égalité dans 'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz. La famille (u, v) est liée. Soit v est
nul, soit u = Av avec A € R. La seconde condition équivaut a

Alul? = (u,Auy = (u, v) > 0.
———’
=0
On peut résumer par : soit v est nul, soit il existe A € R tel
que u = Av.
2. Rédaction 1.

D’aprés I'inégalité triangulaire. Soient x, y € B et t € [0;1]

ltx+ @ -Dyl<lel-lxl+11-z- Nyl
<tlxl+@-0-lyl
<t-1+4(1-1-1=1.

D’apres la question précédente, il y a égalité si et seulement
si il existe A € R} tel que

tx=A1-10y

Par conséquent, x et y sont colinéaires et de méme norme.
On a de nouveau le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz et

lx—yI2 = 212 + Iy = 2¢x, ).
= 1xI? + 1y = 2lx] - Iyl
=(Ixl-lyl)*=0 dou x=y.



Rédaction 2.
On a par 'inégalité triangulaire

lex+ A -yl <llexl+IIX=yl (L1)
<tlxl+@-lyl @)
<tx1+(0Q-1)x1 (L3)
1

N

Justifions maintenant que l'inégalité est stricte. Raisonnons
par 'absurde en supposant que

ltx+ A -0yl =1.
Le passage entre la ligne Ly et Lz impose
lxll=1, lyl=1.

D’apres la question 1, le cas d’égalité dans I'inégalité de la
ligne L; impose I'existence de A € R* tel que

tx=A1-0y (o)
En particulier, on a I'égalité des normes :
t=lexll=IIAA -yl =A1- 1.

Précisons que ¢ #0, A(1 - 1) # 0. Enrevenant a (e), on en dé-
duit alors que x = y. Cas exclu par hypothése. Linégalité est
stricte.

3. Dans R2, 'ensemble B correspond au disque unité avec son
bord. La condition de convexité

Viel[0;1], tx+(1-1fyeB

se traduit géométriquement : pour tous éléments x, y de B,
le segment [x, y] est inclus dans B.

7 '\

O\

De plus, la condition stricte
ltx+ -0y <1
illustre le fait que le seul moyen pour que z = tx+ (1 - 1)y

soitsurlebordestque z=x (t=0ouz=y (t=1).

Exercice[d]

1. — Symétrie
Lapplication ¢; est bien symétrique

VP, QeRa[x], ¢1(P,Q)=¢1(QP).

— Bilinéarité
1 estlinéaire a gauche. Pour Q,P,SeRa[x] et A€ R

2
@1P+AQ,9) = Y (P+AQ)(1)S(i)
i=0

2 2
=Y P()SH+A Y Q()S(i)
i=0 i=0
@1(P+AQ,S) =91(P,9) +Ap1(Q,S).

Par symétrie, (1 est aussi linéaire a droite et donc bilinéaire.

— Positivité
Pour P e Ry [x]

@1(P,P) =P(0)2+P(1)?>+P(2)% = 0.
e N N

=0 =0 =0

— Définie

De plus si ¢1(P,P) = 0 alors P(0) = P(1) = P(2) = 0 (somme
de termes positifs). Le polynome P admet donc au moins 3
racines tout en appartenant a R [x], nécessairement P = 0.
Finalement, ¢ est un produit scalaire.

¢ De méme, on vérifie que ¢ est symétrique et bilinéaire.
Soit P € Ry [x]. Par croissance de I'intégrale

Vie[-1;1], P@®?%=0

1

donc @2(P,P) :f P(H%dr=0.
1

1
De plus si f P(t)2 dt =0 alors

Vie[-1;1], P@®?%=0

car ¢ — P(£)? est continue positive sur [-1;1]. Le polynome
P admet une infinité de racines (tous les réels de [—1;1])
donc P =0.

Remarque. Ce passage est le plus délicat de la preuve, le cor-
recteur sera particulierement vigilant sur ce point. Il convient

de bien le maitriser.

Finalement, (2 est bien un produit scalaire sur R [x].

2.50it Q = ax? + bx + c € Ry [x]

@1(P,Q) =0+1x(a+b+c)+2(4a+2b+c)
=9a+5b+2c.

1 2b
@2 (P1,Q) :f ax® +bx® +cxdx = 3
-1
Ainsi pour Q] =2x-5, on a Q; orthogonale a P; pour le pro-
duit scalaire ¢ mais pas pour 3.
Pour Q = x2, Qy est orthogonal pour P; pour le produit sca-
laire 2 mais pas pour ¢j.

Exercice[5]




Exercicel6]

Exercice[7]

1. Soient a et b deux réels. D’apres les identités trigonomé-
triques,

cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
donc cos(a+ b) + cos(a— b) =2cosacosb

On en déduit

2n
f cos(kx)cos(x)dx
0
21 1
zf E(cos((k+€)x)+cos((k—£)x)dx
0

21 21
:f cos((k+€)x)dx+f cos((k—0)x)dx
0 0

Soitne Z.
— Sin#0,
2n 1 21
f cos(nx)dx = | —sin(nx) =0.
0 n 0
— Sin=0,

21 21
f cos(nx)dxzf 1dx=2mn.
0 0

En conclusion

Ea 2 ik=12
f cos(kx)cos(fx)dx = TSt
0 0 sik#¢.

La famille est bien orthogonale mais non orthonormée.

2. D’apres le résultat précédent, la famille (x — cos(kx))
est libre.
On peut procéder de méme pour la seconde famille ou uti-
liser la dérivation. Notons gy : x — sin(kx). Soit () €
R” tel que

1<ks<n

1<ks<n

n
Z )\kgk =0.
k=1

Par linéarité de la dérivation

M=

)\kg;C =0.
k

1

n
Donc Y kAgfi=0.
k=1

(==

2.

D’apres la question précédente, la famille (f) est

libre. Donc

O<ks<n

Vke[l,nll, kAp=0.

Ainsi, pour tout k € [[1,n]], A} = 0. Par définition, (x —
sin(kx))j<k<n est donc libre.

Oui!
Soient A1,...,An, M1,-.., Un € R tels que

n n
VxeR, Z A;jcos(kx) + Z p;sin(kx) =0.

i=1 i=1

Ou encore

n n
VxeR, Y Ajcos(kx)=-) p;sin(kx).
i=1 i=1
A droite on a I'expression d'une fonction paire et 4 gauche
impaire. Comme la fonction nulle est la seule fonction a la
fois paire et impaire.

n n
VxeR, Y Ajcos(kx)=0, Y p;sin(kx)=0.
i=1 i=1

Comme les familles (x — cos(kx));cre, €t (x —
sin(lcx))l <k<p SONt des familles libres de E, tous les coef-
ficients A; et p; valent 0. La famille est bien libre.

Exercice[d

.SoitX = (x,y,2) e R3

x,,20€eF < x+2y+3z=0

(x,5,2)
(=2y-3z,5,2)
y(=2,1,0) + z(-3,0,1)
= yuip+zup

<~ (x,y,2) € Vect(uj, up).

Les vecteurs u; = (-2,1,0) et up = (-3,0,1) forment une fa-
mille génératrice de F.

. On vérifie que (u, u1) = 0= (u, up). D’apres la remarque F et

G sont orthogonaux.

Exercice[d]

. Par les propriétés de la trace, 'application est bien une

forme bilinéaire symétrique.

* Pour A =(a;);,je[1;n), VErifier que
t -y 2
Tr(A'A) = Zl Zla,-,- =0.
i=1j=

En particulier, si Tr(A’A) = 0, on obtient une somme de
termes positifs qui est nulle. Nécessairement, chaque terme
est nul.

Vi, jelll;nl,

La matrice A est nulle.

(lijZO.

Soient S € ¥, (R) et A€ o/, (R). On a
(S,A) =Tr (S'A) = — Tr(SA)



et (A,S) =Tr(A’S) = Tr(AS) = Tr(SA).

D’ou (S,A) = —(A,S). Or le produit scalaire est symétrique
(S,A) =(A,S). Il vient
(A,Sy=0.

Comme ce résultat est valable pour toutes matrices sy-
métriques et antisymétriques. Les sous-espaces vectoriels
Fn(R) et o, (R) sont orthogonaux.

Exercice[10]

1. Soit u € F. Pour tout v € F+
(u,v)y=0
doncue (FJ—]J‘. D’oi1 l'inclusion.
2. Soit w € FL + GL. Tl existe u e FL et v € GL tels que
w=u+"v.
Soit x € FN G. Par linéarité a gauche du produit scalaire
(w, x) ={u+v,x)=(U,x)+{vx)
CommexeF,ueFJ-, (u,xy=0.
Comme x€G,veGt, (v,x)=0.

Ilvient (w,x) =0etwe (Fn G)1. D’ou le résultat.

3. Raisonnons par équivalence.

ue F+Qt < VveF+G, (u,v)=0
<~ VYveF, (u,v)=0
et YweG, (u,w)=0
<> ueFt et ueGh
— ueFtnch

D’ou I'égalité.

4. 1] suffit de procéder comme au 2.

Exercice[11]

(e1,€1) = cos(®)% +sin(@)% =1
(€1,€2) = cos(0) sin(0) — sin(0) cos(0) =0
(€1,€3) = cos(0){e1, e3) +sin(0) (ez, e3) =0

car e et e3 sont orthogonaux.
Il en va de méme avec € et €3. En résumé

Vi, je ;23 (ee)) =8

La famille (€1, €2, €3) est une famille orthonormée.

En particulier, la famille est libre avec autant de vecteurs que
la dimension de R3. C’est donc une base de R%. Conclusion :
(€1,€2,€3) est une b.o.n

On a fait une rotation des vecteurs (ej, e2) d'un angle 6 pour
obtenir (g1, €2). La famille reste bien une base orthonormée.

Exercice[12]

1. En reprenant la démarche détaillée dans l'indication, on
trouve

1
e = ﬁ(—l, LD

1 1
—(1,-1,2) et e3=—=(1,1,0).
V6 V2

ex =
2. Vérifier que :

e1=1, er=V32x—1) et e3=v180(x%—x+1/6).

Exercice[I3]

1.e 1,1, =1, doncl, € Gy.
* Comme pour P € Gy, PP =1,. D'oll
_ -1
(et =) et = (p7Y) Pt =pR =y
C’estla preuve de P~ € @y,
e Soient P, Q€ 0y,.
t _ It _ — 100 =
PQPQ="QPPQ="Ql,Q="QQ=1;.
DoncPQe&y,.

2. Supposons que la matrice P est diagonale et orthogonale.
Notons p; les coefficients diagonaux. Dans ce cas ‘P =P et

I,="PP=p2= diag(plz,pgz,...,pnz).

Dés lors, pour tout i € [[1; nll, p;% =1 et p; € {=1;1}.

La réciproque est claire. Finalement, les matrices diago-
nales et orthogonales sont les matrices diagonales avec la
diagonale constituée de +1.

3. Supposons P orthogonale

b
P=l d]
de sorte que
2, 12
ot | ac+b° ac+bd ]
IZ_PP_[ ac+bd c®+d?

a?+c? ab+dc]
ab+dc b>+d% |



En particulier
2

+b?=1=d*+c
+d*>=1=1p"+d>

On a donc b? = ¢2 et a? = d2.
De plus, a® <1 et a € [-1;1]. D’apres le théoréme des va-
leurs intermédiaires, il existe 0 € R tel que a = cos(0). Puis

=1- Cos(e)2 = sin(G)2 <= b=+sin(0).

Quitte a changer 6 en —6, on peut prendre b = sin(0) tout en
gardant a = cos(0). Ensuite, il existe €., €4 € {—1;1} tel que

c=¢€.sin(0) (car b= (:2)

d =gy cos(0) (car a? = dz)

De plus la condition ac + bd = 0 donne g, = —g4 (qui
convient aussi si cos(0) sin(0) = 0).

Le cas €¢ = 1 est impossible avec la contrainte sur le déter-
minant.

Donc g. = —1 et on obtient

cos(@)  sin(0) ] ~ Ry,

—sin(0) cos(0)

Exercice[14]

.OnadéjavuqueFc (FJ-)J‘ (voir exercice p.. De plus
AT Lol
dim (F J =dimE -dimF
=dimE - (dimE-dimF) = dimF.
: 14 T4 1L
On a bien I'égalité F = (F-)™.
. La premiere égalité a déja été montrée a I'exercice Ce

résultat étant valable pour tous sous-espaces vectoriels, on
peut 'appliquer a FletGl pour obtenir

Fr+cht=FH n(cH)t =FnG.

En appliquant de nouveau le résultat de la question 1, il
vient bien FL + G+ = (FnG)L.

Exercice[15]

Soient P € F, Q € G. le polyndme PQ est une fonction im-
paire, donc

1
(PQ)(ndr=0.
1

1
P,Q) :LP(t)det:f

F et G sont des espaces orthogonaux. En particulier FNG =
{0}. De plus, pour A € Ry, [x]

& P 2 ! 2j+1
— — 1
A=) qxt=) ayx™+} apjaxIT
k=0 i=0 j=0
—_— —

€F €G

On obtient F+ G = E. Comme on a vu que F et G sont en
somme directe, F et G sont donc supplémentaires orthogo-
naux de E.

Exercice[16l

1.
2. Lisomorphisme donne I'égalité des dimensions :

dim %, (E,R) = dim .4, [R) = (dimE)?.
3. On a maintenant

dimE(dimE-1)
dim % ER) =dimF R = —————

2
Exercice[17]
1. Si on pose
0 -1 0 1
I_[l o| © K‘[o 0]

on constate que
DI=2, OJN=-2 et PK=0.

La forme quadratique n’est ni négative, ni positive, ni défi-
nie.

2. Raisonnons par I'absurde en supposant que la forme qua-
dratique définie change de signe. Il existe donc x, y € E tels
que

P(x)<0 et D(y)>0.

Considérons ensuite la fonction
firel01]—®(rx+1-0y).

Si on développe, on constante que f est polynomiale donc
continue. De plus

fH=0x)<0 et f(0)=D(y)>0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule
au moins une fois. Il existe 7y € R tel que

O(tox+ (1—10)y) = f (1) =0.
Or par hypothese, ® est définie, donc
tox+(1—19)y=0g.

Comme x n'est pas le vecteur nul, y est colinéaire a x. Ab-
surde car dans le cas de colinéarité

O(y) = P(Ax) = AD(x),

les réels ®(x) et ®(y) sont de méme signe.

Exercice[I8]

¢ Soit g€ AL.Onadonc:

1
VfeA <f,g>=f0 fngmde=o0.



Par positivité et continuité de gz, ona

— Rédaction 1
Pour tout n € N*, on définit la fonction gy par:
vrelo;1], g% =o.
vre |41, (1) =g(®);
[ n ] &n § En conclusion, g est’application nulle :
- 5 [n. 1
la restriction de g, a [0, n] est affine avec AL = 0},
Gn©)=0 et gu(l/n)=f1/n).
Ainsi g €A.
Exercice[19]
. @
- T D’abord,
2 _ 2 2
lx+yl°=(x+y,x+y) =1x17+1y1° +{x, 1)+, %),
=yl = o=y, x— yy = x>+ 1yI% = (x, ) = (3 %),
donc
lx+ Y12 = llx = Y1 =2((x, ) + (3, X)) = 4Re(x, ).
n=10
N ® Ensuite,
| \\ L2 . Lo 2 2 . .
/ . lx+iyl® = (x+iy,x+iy) = 217 + 1y +Kx, y) =iy, 2,
/ I lx—iyl® = (x—iy, x—iy) = 1% + 1Y% - iKx, ) +iCp, 2,
! N
‘1 \\\ d’ou
! —illx+iyl® +illx—iyl® = 2(Cx, y) = (3, %) = 4iSmix, ).
," \\ En additionnant et en divisant par 4, on obtient
[ \\\ 1[”x+ ”2_” 2 S22
! \ 1 y x—=ylI° —illx+iyll© +illx —iyll
1 \
D’ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 \\1 :me<xyy>+i(\‘§m<xyy>
=(x, ).
D’apres la relation de Chasles Ce qui conclut.
1 1 1
Ozfo gng:fo gng"’f% 8n§ Exercice20]
1 1
— j(;" gng +f1 g2 (%) 1. Voir le cas réel (exercice[2).
n
. ) 2. Si 0 est un argument du complexe (u, v) alors en posant
Ona f & — f & a=e9y ona
% n—oo Jg .
(@ v)y=e % vyeRr.
Et en remarquant que si M est un majorant de |g| (qui est
continue sur le segment [0;1]), M est aussi un majorant de On peut donc appliquer le premier point et
|gn| ona
K@, vyl < all- vl
% 1/n 1/n s 1, .
fo gng| < fo lgn|-1gl <f0 M" =~ M*. or [{@t, v)| = Ku, v)| et || il = |e‘le “llull = llull Ce qui conclut :
< vl
Par encadrement Ku, vl < flull- vl
1/n
fo gngn — 0
Exercice[21]
Par passage a la limite dans (%), on obtient : ercicel]
¢ En tant que combinaison linéaire de deux applications li-
néaires (I'application id et 'application transposée), p est

1
0:[ gz.
0



linéaire.

Soit Me.#, (R)
M+ M
p(p(M))=p( 5 )
1 t
=5 p(M)+p('M)
_1 M+fM) l(tM+M)
T2l 2 2\ 2
=pM).

Lapplication p est donc un projecteur.

* On vérifie que
Ker(p) =< et Im(p)=F
ol &y, (resp. .#,) désigne I'ensemble des matrices antisy-
métriques (symétriques). De plus, pour A€ o, S€ Fy,
(A,S) =Tr ('AS)
= —Tr(AS)
(S,A) =Tr(‘sA)
=Tr(SA)
=Tr(AS)
Comme (A, S) = (S,A), on a {(A,S) = 0. Ce résultats étant va-
lables pour toutes matrices A € <y, S € ¥y, on en déduit que

n, S sont des sous-espaces orthogonaux. On a donc bien
un projecteur orthogonal.

Exercice22]

La famille (1, x) forme une base de E
Comme le projeté orthogonal pg de Q sur F appartient a F.
Il existe A, p € R tels que :

pQ(x) = A+ px.

Orona
{ (Q-pq,1)=0
(Q-pqg,x)=0.

C’est-a-dire

{ Q1) =(pq, 1y = M1, 1) + px, 1)
(Q,x) = (pq, Xy = A1, X} + p(x, X).

On explicite les produits scalaires pour obtenir le systeme :

5
On trouve A= 5 et p=2.
Conclusion : Qx)==+2x
Exercice23]

1. On a vu que si p est le projecteur orthogonal sur la droite
vectorielle engendrée par ugp, on a

P(u)=<u'uo> 0
luplz

puis par le théoreme de minimisation,

dw,F? = lu-pw|?

= ul? = Ipa?
(u, ug)?

= u)? - =2
lluol

Si yg est unitaire on a simplement

d(w,F)? = lull® — (u, up)?.

. D’apres les exemples page 22} on peut exprimer la projec-

tion orthogonal sur H a I'aide de ug, un vecteur normal a H
par

VYu€kE, pH(u):u—M 0-
lluoll
D’ol
du,H) = |u-puw|
:‘ {u, ug) " H _ [{u, up)|
luol2 I~ Tuol
Exercice[24]

e Soit E =Ry [x], F =R;[x] et le produit scalaire
1

VPQeE Q)= [ POQMAL.
-1

et | - |, la norme associée. Des lors, pour P(t) = t2, on peut
traduire le probléme posé par

1
inf (ﬂ —at- b]2 dt = inf |P-Ql% = d(P,P)%.

(a,b)eR?2J-1 QeF
D’apres le théoréme précédent, on sait que cette quantité
est bien définie, c’est méme un minimum uniquement at-
teint pour Q = pgr(P) au pg est le projecteur orthogonal
sur F.
¢ Calculons le projeté, puis la distance.
OnaF=Vect(1,x) et Q(x) = A1 + A2x,

{ (P-pp(P),1)=0 { (P,1) = (pp(P),1)
(P-pp(P),x)=0 (P, x) = (pp(P), x)

Orona

1 2 1
(P,l):f 2dr=2, (P,x):[ Bdr=0
-1 3 1

1 2
<1,1>:f dr=2, (x,1)=0, (x,x)==.
4 3

Pour pg(P), on obtient le systeme :

{ % 2:-A\1+A2-0
0 0-)\14—%)\2.

Dot A; =1/3 et Ap = 0. pp(P) = % (polynéme constant).
Dans ce cas )
d(P,F)* = [P pp(P)

= [P - || pe @) |*.



Le calcul donne
1

2
inf (tz—at—b) dr=dP,F)? =
(a,b)e[R%Z -1

Exercice[25]

Soient x € E et N € N. Posons
N
PN = Y (X en)en.
n=1
Comme (e;;) est orthonormée, pour tout k € {1,...,N},
N
(X—pN>eg) = (X,ep)— ) (X, en)en, eg) = (x, ep)—(x,ex) =0,
n=1

donc x — py L pN. D’apres le théoréeme de Pythagore,
Ix1% = llx = pn I + 1 pnll%.

Or

N N N
Ipn 1% = < Y (xenen, Y <x,em>em> =Y Kxen)l?
n=1

n=1 m=1
(car la famille est orthonormée). Ainsi

N 2

x— )Y (xen)en

n=1

N
2 2
=xl? = Y KKxen)l?,

n=1

ce qui implique
N
Z [ en)® < lxI® (VN
et en passant a la limite (somme croissante),
o 2 2
Y Kx,endl” < llx)%,
n=1

c’est'inégalité de Bessel.

Enfin, I'égalité a lieu ssi [|x — pnll — 0, ie. ssi x €
Vect(ey : n=1) (équivalent x est limite des sommes par-
tielles pn).

Exercice27]

1.a) Soient u, v € E. On a d'une part

0=(f(u+v),u+v)
={fw), w) +{f (W), v) +{f (), w) +{f(v), v)
={fw, vy +{f(w),uy )

D’autre part

o
Il

(flu+iv),u+iv)
=(fw),iv) +if (v), w)
=Uf W), v) +i(f V), w).

D’ol 0=—(f(w),v) +{f(v), u).

ATaide de (%) — (x %), on obtient
(f(w),vy=0 soit f(u) L.

2.b) En particulier pour v = f(u), ona f(u) L f(u) etle produit
scalaire étant défini

fw)=

Le vecteur u étant arbitrairement choisi, f est I'application
nulle.

2. En utilisant la représentation matricielle, pour u € E (dont U
est la matrice dans la base)

(f(w,uw) ="(AUU = "U’AU = -'UAU
et(u, f(u)) = "UAU.

Comme (f(u),v) = (u, f(u)) par symétrie pour un produit
scalaire euclidien, on obtient

VYuceE, (f(w),uy=0

On constate que le résultat de la question 1 ne tient plus si
I'espace préhilbertien est réel.

On peut donner un contre-exemple plus explicite en consi-
dérant La rotation de centre I'origine et d’angle .

Exercice[28]

e Unicité.

Supposons I'existence de deux produits scalaires ¢1, @2 tels
que la famille (P;); soit orthonormées.

Soient P, Q € R[X]. Il existe n € N tel que P, Q € R[X]. La fa-
mille (P;) (0. €St alors une base de R, [X]. En effet, elle
est libre (argument 1 : elle est de degré échelonné, argu-
ment 2 : la famille est orthonormée). De plus, elle contient
n+1=dimR,[X] vecteurs. Il existe donc des réels py, ..., pn,
qo, ..., qn tels que

n n
P=ZPiPir szq]P]
=0 j=0

Par bilinéarité des produits scalaires :

n n
1P, Q) =91 (Z piPi, Z QJP])
i=0 j=0
n n
=)D pidj9 (Pinj)
i=0j=0
or 91 (Pinj) =8;j =2 (PiijJr

n n
@1P,Q) =Y Y pidjoz (PiP;)
i=0j=0

n n
=2 (Z piPi, ). 67ij)
i=0 i=o

¢1(P,Q) =¢2(P,Q).

Ce résultat étant vrai pour tous P,Q € R[x], ¢1 = ¢2. L'uni-
cité du produit scalaire est établie.



* Existence.

La famille (P;);. est une base de R[X]. Si on note E I'en-
semble des suites (1) ,en, nulles a partir d'un certain rang,
on a un isomorphisme

R[X] —E
W: +00
P=2) piPi—(pi)ien
i=0
Or on a un produit scalaire sur E
+00
(u,v) = Z Upvp.
n=0

qui permet d’avoir un produit scalaire sur R[X] qui répond a
la question :
VP,Q e R[X], ¢(P,Q) =<y (P), w(Q)).

Exercice[30]

1. Comme les matrices ont méme taille, il suffit de vérifier que
les coefficients sont égaux. Soit (i, j) € [[1; n]]2
n
[('MM];j = ) "M [Ml;
k=1

= 1<ui’ek><ekr uj) = (u;,u;)=1Gljj.

S

D’ot le résultat.

2. Raisonnons par double inclusion.

Soit X € Ker M.
GX = 'MMX = 'M0,,,1 =01
donc X € KerG.
Soit X € KerG.
IMX 12 = {MX) (MX) = 'X'MMX = XGX = 0.

Nécessairement MX = 0,1 et X € Ker M.
On conclut par double inclusion.

e Par la formule du rang, rg(G) = rg(M). Et on sait que le
rang de M s’identifie au rang de la famille (uy,..., uy).

3. Raisonnons par équivalence.
G est inversible
ssi 1gG=n
ssi rg(uy, up,...,up)=n
ssi (uy,up,...,uy) est génératrice
ssi  (uy,...,Un) est une base de E.
car Card (uy,..., un) = dimE.
4.a) Soit X un vecteur propre de G associé a la valeur propre A.

On note x (resp. y) le vecteur de E dont X (resp. MX) est la
matrice colonne dans la base Z. Par définition

X#0,1 et GX=AX.

On en déduit
IXGX = MXX = Al x[|?

et XGX = 'X'MMX = [(MX) (MX) = || y|I2.

Ainsi ||y||2 = Allx]? avec || x| # 0. D’out A € R*. Les valeurs
propres de G sont positives ou nulles.

4.b) Comme G est diagonalisable

(G = ) dimE\(G)-A
AeSp(G)

(sibesoin, voir exercice 22, p. 22). Comme les valeurs propres
sont positives, pour tout A € Sp(G)

A<Tr(G).

On conclut en remarquant que

n n
™G =Y (upui)=Y |luil.
i=1 i=1

Exercice[31]

1.a) Il est clair que ¢, est symétrique, bilinéaire.
De plus pour tout f € €9([0; 11), on a par positivité de w

viel0;1],  f()?w(r)=0.

1
D'ott (Pw(f,f)zf f(O?w(ndr=0.
0

Lapplication ¢, est donc positive.

¢ Supposons maintenant que w s’annule uniquement en
fo € [0;1]. Soit f telle que @, (f, f) = 0. Comme la fonction
t—f (02w(1) est positive et continue, on sait que

viel0;1,  f(H?w(®) =0,

puis Vite[0;1]\{tp}, f)=0.
Par continuité de f en tp, on a aussi

f(to) = lim f(£) = lim 0=0.
I—1 t—1
t#ty t#£1y

La fonction f est donc bien nulle sur [0,1] et I'application
(P est bien définie positive.

Résumons, lorsque 'application w s’annule une fois, ¢, est
bien un produit scalaire sur €°([0;1]).

¢ Largument précédent reste valable lorsque w s’annule un
nombre fini de fois et ¢, reste un produit scalaire.



¢ Supposons maintenant que w s’annule sur un intervalle
[a; b] strictement inclus dans [0;1].

Considérons f une fonction non nulle continue sur [0;1]
qui s'annule en dehors de [a; b] de sorte que pour tout
te[0;1], f(H%w(t) = 0. On a alors Y (f, f) = 0 sans que f
soit nulle. Lapplication ¢, n’est pas un produit scalaire.

1

1.b) Dans ce cas et par continuité de w, il existe a, b € [0;1]
avec a < b tels que w est négative sur [a; b]. En reprenant
I'exemple précédent, I'application ¢, n'est pas un produit
scalaire.

2. Les arguments de symétrie, bilinéarité et positivité restent
valables dans le cadre de R[x], seul le caractere défini de
I'application change.

Montrons que dans les trois cas, ¢, est un produit scalaire
sur R[x]. Pour cela, on peut simplement supposer que »
est positive et ne s’annule pas sur un intervalle [c, d] avec
Osc<dsl.

Soit P € R[x] tel que ¢, (P,P) = 0. Comme l'intégrande est
positive

1 d
o:f P(t)zw(t)dtzf P(t)?w(1)dt = 0.
0 c

La fonction £ — P(£)2w(t) est continue positive et d’intégrale
nulle donc pour tout € [c;d], P(£)2w () = 0. Comme » ne
s’annule pas sur [c, d], pour tout ¢ € [c; d], P(¢) = 0. Des lors,
le polynéme P admet une infinité de racines (tous les réels
de [c; d]). C’est donc le polyndme nul et 'application ¢, est
définie positive.

Dans tous les cas, ¢, est un produit scalaire sur R[x].
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