CHAPITRE 2

Compléments en analyse

Entre deux vérités du domaine réel, le chemin le plus facile et le plus
court passe bien souvent par le domaine complexe.

Paul Painlevé (1863-1933)

Ce chapitre complete le programme d’analyse d’ECG en traitant le cas des fonctions a valeurs dans C et le cas des
séries entieres.

“ Analyse pour des fonctions a valeurs dans C

1.1 Limites et continuité

* Soient f:1— C, a un point adhérent 2 I dans R et £ € C. Soient f, = Re(f), f; = Sm(f), £, = Re() et £; = Sm(f). On
dit que la fonction complexe f admet une limite ¢ en a si, et seulement si, les fonctions réelles f; et f; admettent des
limites en a et

lilllnfr =0, et li;nfi =/;.

* Soient f:I— C et aun point adhérental.
On dit que la fonction complexe f est continue en a € I (resp. sur I) si, et seulement si les fonctions réelles Re(f) et
Sm(f) le sont.

1.2 Dérivation

DEFINITION Dérivation d’'une fonction de R dans C

Soit1 =]a,b| un intervalle ouvert de R et xy € 1. Soit f : 1 — C une fonction a valeurs complexes. On dit que f est

dérivable en x si l'expression w admet une limite dans C lorsque le réel h tend vers 0, c'est-a-dire s'il existe
CeC tel que
Xo+h)—f(x
lim Fxo+h)—f(x)

h—0 h

2| =0.

Dans ce cas, on définit la dérivée de f en xy par :

f(x0+h)—f(x0)

[ (x0) = }lii% W

A Attention. Dans la définition, on considére & réel. On peut trés bien étudier la limite avec h complexe, mais la
notion est plus contraignante. On obtient alors la notion de fonction analytique (cours L3).
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La dérivation d'une fonction a valeurs dans C se ramene en fait a la dérivation de deux fonctions a valeurs dans R
(la partie réelle et la partie imaginaire). En identifiant R? & C, on a alors une fonction R — R?.
Généralisation. En itérant le procédé, on peut définir les fonctions a valeurs complexes dérivables 7 fois.

PROPOSITION Lien avec la partie imaginaire et réelle
Soit f :1— C, et définissons les fonctions f; et f; del dansC par :
Vxel, fr(x)=Re(f(x) et f[fi(x)=Sm(f(x).

i) Lafonction complexe f est dérivable en x ;
Alors on en l'équivalence entre :
ii) Les fonctions réelles f; et f; le sont en xy.

Dans ce cas, £ (x0) = f (xo) +1if] (x0).
Exercice 1
o e ix .
. v, <> Calculer la dérivée de f: x — e'* sur R. Préciser f(0) et f(2n). Commenter.

1; J

W

Remarque. Les régles de calculs sur les dérivées complexes sont identiques au cas réel : Soient f, g: 1 — C deux
fonctions complexes définie sur un intervalle I de R et dérivables en xg € I. Alors :

— Lafonction somme [ + g est dérivable en xj et (f + )’ (x0) = f (xo) + &' (x0);
— Pourtout A € C, A f est dérivable en xg et (A )’ (xg) = Af' (x0);
— Lafonction produit fg est dérivable en xq et (fg)’ (x0) = f’ (x0) g (x0) + f (x0) &’ (x0);

! ! _ !
— Sig(xp) # O,Jé est dérivable en x et (é) (o) =1L (XO)g(xgogxof)z(XO)g ),

Exemple. Soit f € 2(1,C). Alors el est dérivable et

() =re |

Preuve. En effet, pour f; =Re(f) et f; = Sm(f) : ce sont deux fonctions a valeurs réelles et on a

el =elr (cos f; +isin f;),

d’ott (ef)/ = flelr (cos f; +isin f;) + e/r (= fsin f; +if] cos f;) = flel +ifl.’ef =flel.
]

La question des variations de f a valeurs complexes n’a plus grand sens car I'ensemble C n’est pas ordonné. En
revanche, il est toujours possible d’étudier les variations des parties réelle et imaginaire. De plus, les théorémes de
Rolle et des accroissements finis sont faux dans C (voir exercice précédent). Par contre, on a :

THEOREME inégalité d’accroissements finis - cas complexe
Soit f : [a, b] — C une fonction continue, dérivable surla; bl.
Si la fonction | f'| est majorée par M sura; b,

alors [f(b) - f(a)l <M|b—al.
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Preuve. On écrit f(b) — f(a) = rel® sous forme exponentielle (r = 0) et considérons g = e 10 f, gr et et g; ses parties réelle et
imaginaire. Pour tout réel x € [a, b], on a |} (x)| < |g'(x)| = | f'(x)| <M, d’ot, on appliquant I'inégalité d’accroissements finis a la
fonction réelle g; :

If(b) - fla)l=1=gb) -gla
=(gr(b) - gr(a) +i(g;(b)-gi(@) = gr(b)—gr(a) (carr estréel)
If(b) - f(a)l <M|b-al.

]
A Attention. Dans I'énoncé, on a majoré par | f'| et non par | f|'.
Remarque. On peut donner un cas particulier fréquent : si f : [a, b] — C est de classe €', alors f' est bornée, et
If(b) - f(@)| <sup|f'|-Ib-al.
[a,b]
COROLLAIRE Cas constant

Soit f :1— C dérivable, 1 étant un intervalle. Alors f est constante si, et seulement si, f' = 0.

Preuve. Si f est constante, alors on a directement f’' = 0. Réciproquement, si f' = 0, montrons que f est constante. Soient a
et b dans I, a < b. Linégalité d’accroissements finis appliquée a f sur 'intervalle [a, b] montre que | f(b) — f(a)| < 0, donc que

b) = .
f)=f(a) -

1.3 Intégration

Etant donnée une fonction f : [a, b] — C, on rappelle que 'on peut décomposer f en f = f; +if;, o f; et f; sont
avaleurs réelles. C'est la décomposition algébrique de f.

DEFINITION Intégrale d’une fonction a valeurs complexes

Soit f = f; +if;, la décomposition algébrique d’'une fonction complexe f. Soient a, b € 1. On dit que la fonction f est
intégrable si et seulement si f; et f; le sont, et dans ce cas,

b b b
ff(t)dt=f f,(t)dt+if fi(nd.
a a a

Exemples.
T b n

Af e”dt:f cos(t)dt+if sin(t)dt:[sin(t)]g—i-i[—cos(t)]g:2i.
0 0 0

— Soient n € Z\{-1},a € C et f définie (sur I =R, ] — oo, a[ ou ]a, +oo[ selon que n est positif ou non) par f: tel—
(t—a)*.AlorsF:tel— % est une primitive de f.

— Soitae C\R,a; =Re(a) et ay = Sm(a) (donc ay #0). Soit f:R—C, t — tfla.Alors, pour tout £ € R, on a

_ (t—ay)+iay _

1 2(t—ay) 1 1
(t-a)—iay (t—a)?+a5 2

2., 2 2
(t—a) +a; ap (t;;n) ‘1

fo=

—a;
az

doncF:R—C, t— 1In((t—a)* +a3) + iarctan( ) est une primitive de f.

— SoientaeC*et f:R—C, t— e SoitF:R—C, t— e—: On a vu (voir relation (x)) que F était dérivable et que
F' = f. Ainsi, F est une primitive de f.

On montre que 'ensemble des fonctions intégrables de [a, b] dans C est un espace vectoriel, et que I'intégrale
est une forme linéaire. On vérifie également la relation de Chasles, ainsi que l'intégrabilité d'un produit de fonctions



intégrables en décomposant les fonctions sous forme algébrique. Le théoréme fondamental reste vrai dans le cas
complexe. De méme avec les formule de Taylor avec reste intégrale.
Par ailleurs, une fonction a valeurs dans C étant continue si et seulement sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont,
on a aussi le théoréme avec des fonctions continues par morceaux a valeurs dans C.

Le seul résultat qu’il ne soit pas complétement immédiat de généraliser est I'inégalité triangulaire, qu’on peut
déduire du cas réel par un argument de rotation :

PROPOSITION Inégalité triangulaire intégrale dans C

Soit f : [a, bl — C intégrable. Alors | f| est aussi intégrable, et

b b
f fndt sf |f(6)ldz.
a a

Exercice 2

N 4 Prouver cet énoncé.
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n Passage dans C pour des problemes bien réels
Les parties de cette section sont indépendantes. On recense ici plusieurs problemes de calculs ol le passage dans
le domaine complexe permet d’avoir le résultat plus directement.
2.1 Calculs de somme
4 SoientteRetneN.
E)cf:rc1ce 3 1. Calculer les sommes suivantes :
y f n n n
(5 S1=) (n) cos(kf), Sz=Y. (n) cos(kn)?> et Sz3= Y cos(ki).
X k=o\k k=o\k k=0
- 2. Déterminer les solutions réelles x de sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) = 0.
# ceAnC2
2.2 Suites récurrentes linéaire d’ordre 2

Pour rappel, une suite u est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe deux réels o et  tels que
VneN, upo=aup+Puy. (o)
Remarques.
e Notons que, si g =0, u; =0 alors u est la suite nulle (récurrence a deux pas).
Plus généralement, si on a deux suites u et u’ vérifiant la méme relation (e) et avec les mémes conditions initiales :

up=uy et u=u,

alors les suites sont égales (u = u').



* Soient v et w deux suites vérifiant (e). Montrons que pour tous réels A, 1, la suite Av+ pw vérifie aussi (). Soit n € N.

AVps+2 + U W2 par définition

A-V+ P Wpt2
= Mavps1 +Pvn) + p(awnsr +Pwy)  car v, w vérifient (o)

= «(Avp+1+ pWn1) +P(Avn + pwp)

A v+ Wps2 aA- v+ w1 FPA- v+ w) .

¢ Cherchons des suites solutions sous la forme de suite géométrique (¢") ,en. Une suite géométrique est solution de
(o) si et seulement si

(Vnel\l, q”*zzqu””ﬂ’)q”) = ¢ =ag+p.

En définitive, on obtient une solution si et seulement si g est solution d’'une équation polynomiale de degré 2.

A une suite récurrente linéaire d’ordre 2 vérifiant (»), on associe 'équation dite caractéristique
P =ax+p d’inconnue x € R.

Lensemble des solutions va dépendre du nombre de solutions réelles, c’est-a-dire du discriminant de I’équation ca-
ractéristique.

THEOREME (Rappel) Formule explicite d’'une suite récurrente d’ordre 2 - A > 0.
Considérons une suite u récurrente linéaire réelle d’'ordre 2.
(P €R2\V{(0;0)}, VREN, Upiz=aUpsr+Pun. (o)
Notons A = o® + 4P, le discriminant de 'équation caractéristique :
e SiA>0,alorsilya deux racines réelles distinctes r, r» et
I WER?, VneN, wu,=Arn"+ur"
e SiA=0, alorsilya uneracine doubler et

El()\;p.)Ele, VneN, up,=QA+pn)r".

Preuve. Soit u, une suite vérifiant (). Distinguons deux cas :
* SiA>0.
Il'y a deux racines réelles distinctes notées r; et rp. D’apres la troisiéme remarque, les deux suites

v=(n")pen et w=(r2"),en

vérifient aussi (). Puis, pour tous réels A, , la suite Av + pw vérifie aussi (e).
Justifions I'existence de deux réels A et p afin que les suites u et u’ = Av + uw aient les mémes conditions initiales. Pour n = 0 et
n=1

— !/ — Uy —ro

up = Uy u = A+p A = lrl—zrzo
! _ rupg—uy

uy = U up = Arp+ur W= ==

Précisons que A et p sont bien définis puisque r, # r2. Or, a 'aide des deux premiéres remarques, u et ¢’ sont solutions de ()
avec les mémes conditions initiales. Nécessairement u = 1/, c’est-a-dire

VneN, up=u,=Avp+pwy=Ar;"+ur".

e SiA=0.
Soit r I'unique racine de 'équation caractéristique. Le réel r vérifie 7> = ar +p et r = «/2. Précisons que r ne peut étre égal 2 0
car on en déduirait que o = 0, puis p = 0. Ce cas étant exclu par hypotheése. Posons pour tout n € N, v, = uy/r™ de sorte que

Un+2  Oupsl +Pun o +
Un+2 = = =—-Un+1t+ 5Vn.
rh+2 rh+2 r r2




ATaide des relations précédentes, il vient : Un+2 =2Up+1—Vn, PUIS, VUp42—Up+l =Vn+l — Un.
La suite de terme général v, — v, est constante. Si p est la constante
VneN, vpt1—-vp=H, dol vyt =vu+H.

La suite v est arithmétique de raison p. Pour tout n € N, vy, = vg + un, puis u, = (vg + np)r'’. Ce qui conclut le second point en
posant A = v.

THEOREME Formule explicite d’'une suite récurrente d’ordre 2 - A <0.

Si A <0, alors il y a deux racines complexes conjuguées re*® et

I\ WeR?, VneN, u,= (Acos(nB) + psin(n6))r".

Preuve.  Considérons le cas A <0, les racines r; et ro de 'équation caractéristique sont complexes conjuguées. Posons r; = ret®
et ro =71. En reprenant la preuve du premier cas, il y a deux suites complexes solutions

[rln]nel\l’ (r2n)n€N'

Comme « et B sont réels, les suites conjuguées (71", cnp» (72") ey SONt aussi solution de (o).
Par stabilité par combinaison linéaire, les suites réelles (" cos(n8)) o, et (" sin(n8)), ¢, sont aussi solutions car
1ol n + ﬁn " n_ r—ln

' cos(nB) =Re(r") = — et r"sin(n@)=Sm(r™ = —

2.3 Calculs d’intégrales

 Soient o € R et w € R}. Il arrive souvent (en physique notamment) que I'on souhaite calculer une intégrale dont
I'intégrande est du type :

f:teR—e*cos(wt) ou g:teR— e sin(wt).

Lidée est alors de travailler C en remarquant que pour ¢ réel, on a
e cos(wr) = eMRe (') =Re (1)) et eYsin(wt) =e*'Im (') = Im (e,

Or, r € R— @) st une primitive de ¢ € R— e**®)* d sur R. On peut alors calculer

1 A eO()f .
F(t)::&ee(—.e(““‘”“) = ———(acos(wf) +wsin(w)).
a+1w calcul O +(,0t
(04
G(t):= &‘sm(—_e(o‘“‘”)t) =  ———(asin(w?) - wcos(wr))
a+1w calcul “+ W
1 a—iw a—iw oa—iw

prisque atio  (atiw)(a—io) latio? o +w?’

La fonction F est une primitive de f etla fonction G est une primitive de g.

Exercice 4 4 Calculer les intégrales suivantes :

v C _ T o 2 _ T oo x
\ 7/ I—f e “cos(x)“dx et I—f x“e” cos(x) dx.
1 ; -7 0
# ceAnC3
e Le cas particulier d’intégrale comportant des termes du type cos” et sin” : peuvent étre traités en utilisant les for-
mules d’Euler.



Par exemple, linéarisons I'expression cos(0)3 : Soit 0 € R. Par la formule de Moivre :

cos(30) +isin(30) = (cos(8) +isin(®))3
= cos(0)® + 3 cos(0)(isin())? + 3isin(0) cos()? + (isin(0))*
= cos(0)® - 3cos(0) sin(0)? + 3isin(0) cos(0)? —isin(0)3

cos(30) +isin(30) = cos(0)® — 3 cos(0) sin(0)% +i (3sin(0) cos(0)® — sin(B)s).
Par unicité de la partie réelle, cos(30) = cos(0)® — 3 cos(0) sin(0)2. Puis, par le théoréeme de Pythagore,
cos(30) = cos(0)* —3cos(0) (1 - cos(0)?) = 4cos(0)° — 3 cos(B).

On en déduit par linéarité de I'intégrale :

/3 /3 3 1 3 n/3 1 n/3
f cos(0)3 do = f (— cos(0) + — cos(39)) do = —f cos(0)dO + —f cos(30)do
0 0 4 4 4 Jo 4 Jo

3 1[1 w33 1
=2 [sin(@)]g/3 + il3 sin(SG)]O =1 sin(m/3) + P sin(m)

/3
f cos(0)® do = %g
0

E)(fermce 5 % Exemple

s 1. Soit 0 € R. Exprimer cos(0)? sin(0)2 en fonction de sin(0), sin(30) et sin(50).

n/2
2. En déduire la valeur de f cos(l‘)2 sin(t)3 dt.
0

n Introduction aux séries entieres

3.1 Précisions sur les séries numériques complexe

Soit (a,), une suite complexe. On pose pour tout ne N, S, = ¥ ay. On dit que la série }_ a,, converge sila suite des
k=0

sommes partielles (S;),en converge. Cela équivaut a dire que les séries réelles )} Re(a,) et Y. Sm(a,) convergent. De
plus dans le cas convergent

+00 +00 +00
Y Re(ap)+i)_ Sm(an) =) an.
n=0 n=0 n=0

» Certains résultats vus pour les séries numériques )_ a, en ECG lorsque la suite (a;,), est réelle s’étend au cas com-
plexe. Notamment :

— La linéarité : si les séries complexes } a;,, Y. b, convergent, alors pour tout A, u € C, la série Z()\an + uby)

converge et
+00

+00 +o0
Y (Aan+ubp)=N) ap+p ) by
n=0 n=0

n=0
— On dit que la série complexe }_ a, est absolument convergente si la série réelle Y |a,| est convergente (ici |a,|
désigne le module de a,). On montre que :

Si une série est absolument convergente, alors elle est convergente.

Preuve. En effet, on sait que pour tout n € N,
|Re(an)|<lanl et |Smlan)|<lanl.

Par le critére de majoration, on prouve que les séries réelles } Re(ay) et 3 Im(a;) sont convergentes, la série Y a, 1'est donc
aussi par combinaison linéaire.

La réciproque est fausse Y (—1)"/n étant un contre-exemple. -
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A Attention. Le critére d’équivalence n’est plus directement valable puisque la condition que le terme général
soit positif n’a pas de sens pour des termes complexes.

3.2 Définition et exemples

DEFINITION Séries entieres

Une série entiére est une série de fonctions de type ya,z" oil (an), est a termes dans K et z une variable réelle ou
complexe.

Exemples de séries entiéres réelles vues en ECG.

Les cas géométriques : soit x € R. Les séries de terme généraux x*, kx*~! et k(k — 1) x¥=2 sont convergentes si et
seulement si |x| < 1. Dans ce cas,

+00 1

Jio k 1 Z k k-1 +200k k k-2 2
X' =—, X' =— et (k-Dx" = ——.
k=0 1-x" 5 (1-x)? k=2 (1-x)?°
e Les cas trigonométriques :
+00 x2n +00 2n+1
VxeR, cos(x) = -n" et sin(x) = B ) [ a——
(%) nZ::o( ) 2! (%) r;]( ) Cnil)
e Le cas exponentielle et logarithmique
+o0o xn +00 .71
Vxe]l-1;1], ln(l—x):—Z— et VxeR, expx)= —
n=1 1 n=0 1

Remarque. Ces formules ont été prouvées a 'aide de la formule de Taylor-Lagrange (et non Taylor-Young). En éten-
dant au cas complexe, on montre que

+00 n

VzeC, exp@=) —.
n=0 n!

Notons que cette formule permet de retrouver le développement en série entiére du cosinus et du sinus puisque pour
6eR
cos(6) +isin(0) = exp(i) = )_
n=0 n!
=) — -t X -
n=0 n=0 n:
n pair n impair

+00 (ie)Zk +00 (ie)2k+1

:,é) k&= k)

+oo (_1\kp2k +oo (_1\kp2k+1

cos(8) +isin(0) = ) (=16 + (-1°6
& 2 ek

On conclut par unicité de la partie réelle et imaginaire.

* Extension de la formule du bindme. Rajoutons un dernier exemple :

+00
VxeR, [xI<1l, 1+x0%=1+)

aa@—1)...(a—n+1)
X
n=1 n!

T siceR\N.



3.3 Rayon de convergence

THEOREME d’Abel
Soient Y. a,z" une série entiere et zo € C*.

Si la suite de terme général a, zy" est bornée,

alors pour tout z € C, |z| < |zy|, la série entiére Y. a,z" converge absolument.

Preuve. Notons K un majorant de (anzon)n. Soit z € C avec |z| < |zg|. Pour tout n € N,

n
|anzn|$|anzon|' SKR"

avec R = |z/zg| € [0;1]. La série géométrique Y KR” converge. Par le critére de majoration, la série " a, z" converge absolument,

elle converge.
]

DEFINITION Rayon de convergence, disque/intervalle de convergence

Soit (an), une suite d'éléments delK. On définit :

—  Lerayon de convergence de la série entiere Y. a,z" par R =sup{|z| | L anz" converge}.
zeC

e SiR> 0 alors:
— PourK =C, on appelle disque (ouvert) de convergence le disque de rayon R et centrée en l'origine.

— pourK =R, on appelle intervalle (ouvert) de convergence, l'intervalle] — R, R[.

Remarques.
e Par convention, on pose R = +oo si la partie n’est pas majorée.

* Caractérisations du rayon de convergence
Voici plusieurs définitions équivalentes du rayon de convergence :

R=sup{reR"|) a,r" converge} =sup{r e R* | a,r" converge absolument}
=sup{r eR" | (a,r"), estbornée} = sup{r eR" | a,r" — 0Oest bornée}
n—oo
Preuve. On définit les ensembles :
Ay ={reR* |} anr" converge absolument}
Ay ={reR* |} anr" converge}
Az={re RT | (anr™)y, est bornée}
_ + no__,
A4—{r€[R{ |anr n_’ooo}.
Notons R; la borne supérieure de A;. Comme

AjcApcAz3cA4, ona Ry <Ry<R3zs<Ry.

Montrons que R4 < R afin d’établir les égalités.
Soit r € A4, donc (a, ™), est bornée et, d’apres le théoréeme d’Abel, pour tout p € [0, r[, la série Y. a,p converge absolument.
Ainsi
[0,r[cAy.
Ceci étant vrai pour tout r <Ry, on a
[0,R4[= U [0,r[cAy.

r<Rq

On en déduit que R4 =supl[0,R4[<s supAj =R;j.

Finalement, R; = R4 et par encadrement Ry =Ry =R3 =Ry.




Exercice 6

G
o z = 5i. Que dire du rayon de convergence de la série?

l &

34 Regles de calculs sur le rayon

e <> On suppose que la série entiere Y a, z" diverge pour z = 3 — 4i mais qu’elle converge pour

PROPOSITION Comparaison des rayons de convergence

Soient ) a,z" et b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectif R, et Ry,.

e SipourtoutneN,|a,|<|b,|alors: R,;=Ry.

e Silay| ~ byl alors: Rg=Ry.

Preuve. Soit z € C. Si (b z™), est bornée, alors (a; z™);, est bornée. D’ol1

Par passage a la borne supérieure, Ry, < Rg4.
Pour le second point : si |an| ~ |byl, alors il existe ng € N tel que

1 3
—|an| < |bpl < =|apnl.
2Inl [bnl 2Inl

2=Ra,ona d’apres ce qui précede Rq < R, <Rg4. DoncRg =Ry,

CommeR; =R3
24 2

{reR" | (byr™p estbornée} c {r eR" | (anr™)p est bornée}.

Exercice 7

<> Applications Les questions sont indépendantes
:;Lv’f/ 1. Sian = o0(bp), comparer R et Rp.
L — 2. Calculer le rayon de Y. a, 2" ol a;, désigne la n-ieme décimale de 7.
PROPOSITION Combinaison linéaire et rayons

Soient)” a,z" et) b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respectif R, et Ry,.

—  Si A #0 alors la série entiere Y (Aay)z" est aussi de rayon R,.

— LerayonR de lasomme})_(a,+ by)z" vérifie R=min (R, Rp).
De plus, siR, # Ry, alors R = min (Ry, Ryp) et pour tout z tel que|z| <R, ona

+00 +00 +o0
Y (an+bp)z" =) anz"+ ) byz".
n=0 n=0 n=0

Preuve. C’est une conséquence de la linéarité de la somme pour des séries convergentes.

THEOREME

Soit) a,z" une série entiére.

Si | — Lasuite (ay), ne sannule pas a partir d'un certain rang;
— Lerapport|a,+1/ay| admet une limite finie.
L. . L. 1 . an+1
Alors le rayon de convergence R de la série entiere vérifie : R IHP
n—+oo| ay

Critere de D’Alembert

# ceAnC5

# ceAnC6



Preuve. C’est une conséquence du critere de D’Alembert pour les séries numériques : soit (#5;) une suite de nombres réels ou

complexes qui ne s’annule pas a partir d'un certain rang. On suppose que |uy,+1/ Uyl vt €. Alors:

— Sif<1,lasérie ), up converge absolument;
— Sif€>1,lasérie ), u, diverge grossierement;

— Sif =1, onne peut pas conclure.

4 Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

Exercice 8
A =D"(n+3)z"5; n'z"; —2zZ; (14——) z
\Jf n=0 n=0 =0 (n)? n=1 n
I 400 +00 _pm\ +00 (_oyn +00
- _In(m _ z" Yy (14—( ) ) 2™ =2 Z3n+l Y a+i""
- =1 In(n+1) o} n n=o n+1 =0

3.5 Unicité du développement en séries entieres

THEOREME

Soient Y a,z" et b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence supérieur a un certain réel R > 0. Si

Unicité du développement

+00 +00
Vxel-RR[, ) anx"=) byx"
n=0 n=0

alors : VneN, a, = by.
Exercice 9 44 Preuve. Notons pour x €] —R;R[, S4(x) = T anx" et Sp(x) = ¥ b,
n=0 n=0
19 N N
VL"/ 1. Justifier que pour tout N € N*, S, (x) = Zoanx” + 09 (x )
4 n=

1‘ - 2. En déduire que si les fonctions S, et Sy, sont égales alors a = b.

3.6 Régularité des séries entiéres

Le cours sur les séries entiéres s’inscrit en général dans la continuité du chapitre plus large sur les suites et séries de
fonctions. Ce chapitre nécessitant des notions plus fines de convergences (convergences simple, uniforme, normale)
que nous n'avons pas le temps de traiter. Nous allons proposer des preuves alternatives et le lecteur intéressé pourra

consulter un cours de deuxiéme année MP.

Continuité et dérivabilité sur le disque ouvert

PROPOSITION

o Lesséries ¥ anz" et ¥ a,z""! ont méme rayon de convergence.
neN n=1

Régularité des séries entieres

e Sile rayon de convergence R est strictement positif, alors la fonction S, : x €] —R;R[— Y apx™" est dérivable avec
n=0

+0oo
Vxe]-RR[, SL(x)=) na,x"'=
n=1

+00

Y (n+Dazx".

n=0

> Pour une preuve, voir exercice[I6

# ceAnC7
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Caractere lisse sur l'intervalle ouvert de convergence

THEOREME Régularité des séries entiéres

Toute série entiére d’'une variable réelle de rayon de convergence non nul est €*° sur son intervalle de convergence.
. . o
Plus précisément, si on note pour tout x €] — R;R[, S4(x) = ¥ a,x" alors pour tout ke N
n=0

+00 1 +00 |
n: _ (n+k)! —k
SW (x) = — g k=Y g k"
> Pour une preuve, voir exercice[I7}
) +20 81" (0)
Remarque. Dans ce cas, on constate que S, (0) = pla, et donc S,(x) = X x™. On retrouve ici l'unicité du

n=0 n'

développement en série entiere énoncé plus haut.

<> Les séries géométriques dérivées a tout ordre

Exercice 10

1
1. Déterminer une suite atelleque: Vxe]-1;1[, Sgx) = 1—
-X

oA 2. En déduire que pour tout xe]—1;1[,ona

\f
/ y 1 3 +i° n+k o
W (1—x)k+1 =0 k '

# ceAnC9



N Exercices 5

Exercice 11. 4 Soient Y a,z" et Y. b, z" deux séries entieres de rayon de convergence R, et Rj,. On suppose que pour tout # ceAnC10
neN, apbp = 0. Montrer que le rayon de convergence de la série ¥ (a, + bp) 2" est R = min (Rg, Rp,).
o0

-
Exercice 12. 4+ On se propose dans cet exercice de calculer ¥ 1/(3n)!. Pour cela, on introduit #ceAnCl11
n=0

+o0 ,.31

Sw= 2, @n)!

n=0

j= e2in/3

: 2
1. Calculer 1+ j*+ j2K pour tout entier k € N. En déduire le développement en série entiere de e* +e/* + e/ .

2. En déduire S(x), puis la valeur de la somme +2001/(3 nl.
n=0

Exercice 13. 44 Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence R. On pose # ceAnC12
a
bp=—>"
1+ lanl

et on note R’ le rayon de convergence de . by, z".
1. Montrer que R’ = max(1,R)
2. Ftablir que siR’ > 1 alors R’ =R.

3. Exprimer alors R’ en fonction de R.

Exercice 14. 4 Donner le rayon de convergence et calculer la somme de Y. P(n2) x” ol1 P est un polynome de degré p. # ceAnC13
Exercice 15. 4 On souhaite développer en série entiére la fonction f définie au voisinage de 0 par # ceAnCl4
X)=——
! 1-x-—x2

+00
1. On suppose qu'un tel développement existe : f(x) = ¥ apx". En utilisant la relation (1-x— xz) f(x) = x, donner une rela-
n=0
tion de récurrence linéaire sur la suite (a;) .

2. Conclure.

+

Exercice 16. ¢4 Soit )" a,z" une série entiere de rayon de convergence R. On pose pour tout x €] —R;R[, S4(x) = Zooanx”. # ceAnCl15
n=0

1. Continuité

a) Soient r €]0;R[, x € [-r;r] et hunréel tel que : x+ h € [-r; r]. Montrer que :

VneN, |(x+h)"—x”|snr”_1|h|.

1 +00
b) Justifier alors que [Sg(x+h) —Sa(x)| < — ( Z nlan|r"||hl.
I \n=0
¢) Montrer alors que S est continue sur [—r; 7] puis sur ] —R;R[.
2. Caractére €’ n
On considere ici r €]0;R[ et x € [-r; r]. Pour tout n de N, on pose sp(x) = Z akxk.
k=0
a) Justifier que la série entieére ) na, z" est aussi de rayon de convergence R.

+00
On pose alors pour tout x €] —R;R[, gq(x) = Z nanx"_l.
n=1
b) Montrer que g, est définie et continue sur ] —R;R[.
X
¢) Vérifier que, pour tout n de N* : s, (x) = ag +[ s, (B dt.
0

d) Montrer que, pour tout 7 de N* :

+00
< ) k|ak|rk.
k=n+1

X
UO (8al0)—sp,(0) dt




X
e) En déduire que: S, (x) = ag +f ga(t)dt.
0

f) Montrer alors que S, est de classe ¢! sur]-R, R et que: S/a =ga.

Exercice 17. 444 Caractere € de la série entiére. # ceAnCl16
Soit Y a, z" une série entiére de rayon de convergence R. Soient r €]0,R[ et k € N. On définit la suite (by) ,en par :

n+k
bn = k!( k )a,wk.

1. Justifier que by, r" e 0. Que peut-on en déduire du rayon de convergence de la série entiere Y. b, 2" ?
—00

2. Montrer par récurrence que S, est €°° sur ] — R, R[ et que pour tout k de N et tout x €] — R;R[,

+00
S;’C) (x) = k!( Z (Z) anxnk).

n=k

On pourra comparer Sglk) etSy.

Exercice 18. 4 Souvenir d’ECG : application aux probabilités
Soit X, une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. On pose pour tout n € N, p,, = P(X = n) et on suppose que la série }_ p,z" a
un rayon de convergence R > 1.

1. Justifier que X admet un moment a tout ordre.

2. Exprimer E(X) et V(X) al'aide de G(x) = +Zoopnxn.
n=0



,{"(V e e °
I S Indications et solutions
= | ] }'} W\
1 oy
On a une somme géométrique de raison ell #1:
Exercice[3] i oikr — i (eit)k
k=0 k=0
1. Soit n €N, f € R. On a par la formule du bin6me de New- 1—eln+Dt
ton: R T

o= £ e £ e

k=0

AN/
La partie réelle de (1 + e”) est:

zn: (Z) cos(kt).
k=0
D’un autre coté, on a aussi
(1 +eit)n _ (eit/Z (e—itlz +eit/2))n
—eint/2 (e—it/Z +eit/2)n
=e"22co0s(1/2))™.

Cette nouvelle expression permet d’affirmer que la partie
s\
réelle de (1 + e”) est aussi :

t t
2" cos" (—) cos(n—).
2 2

Par unicité de la partie réelle,

o= fol g 2]

e Onsait que pour tout réel x, cos(2x) =2 cos(x)2—1. Il vient

2 (n)(cos@kt)+1) 1 & [n 1% (n
So Z(k)(—z )—EZ(k)cos(Zkt)-kzZ(k).

k=0 k=0 k=0

Or d’apres ce qui précede
" [n
> |, |cos2kr) = 2" cos(n)" cos(nt),
k=o\k
et d’apres la formule du binéme de Newton :
n
Y (n) =(1+1"=2"
k=o\k
e SoientneNetteR\{2kn ke Z}.

n n . no .
S3 = Z cos(kt) = Z Re (elkt) = §Re( Z elkt).
k=0

k=0 k=0

elt(n+1)/2 (e—it(n+1)/2 _ eit(n+1)/2]

elt/2 (e~i1/2 _ ¢it/2)

: n+l
it% sm(l‘—2 )

=e .
sin(t/2)
D’ou
. 1
q _m(eim,zsin(r(ml)m)) B (m) sin (¢4
8= sin(t/2) ) 2 ) “sin(t/2)

Si ¢ est un multiple de 27, on a directement S3 = n + 1.

. Soient n € N et f € R avec ¢ non multiple de 2n. En utilisant

la question 1:

Z eikt _ eilﬂ/z sin(t(n + 1)/2)
P sin(¢/2)

En considérant maintenant la partie imaginaire, on trouve :

n
Y sin(kt) =sin

(t_n) sin(t(n+1)/2)
k=0

2 sin(t/2)

Soit x € R.

— - On constate que si x est un multiple de , x est claire-
ment solution.

— Soit x non multiple de 7. On peut appliquer la relation
précédente avec t = 2x et n = 4. Sachant que sin(0- x) = 0,
on trouve

4
sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) = sin(k-2x)
k=0
X (2x~4) sin(2x(4+1)/2)
=sin
2 sin(2x/2)
sin(5x)
sin(x)

sin(2x) + sin(4x) + sin(6x) + sin(8x) = sin(4x)

Ceci est nul si et seulement si :
sin4x)=0 ou sin(x)=0
ssi

JdkeZ, 4x=kn ou 3dkeZ, 5x=kn

ssi

k k
dkeZ, x:% ou dkez, x:?n.



Notons que ces expressions englobent le cas ou x est un
multiple de m.

Exercice[]

e Par la formule de duplication :

T
I= f e ¥ cos(x)?dx

-7

1" 1" _,
== e “dx+ - e " cos(2x)dx.
2 -7 2 -7

Or, par linéarité de la partie réelle :

L P )
f e—xcos(Zx)dx:mef e(-1+2Dx g

-7 =T
(-1+2)x | ™
e
=Re| ———
-1+2i |
_el-e"
"5
On conclut :
1 _ 1 e"-e™ 3 _
I=—(e"-e M)+ ————==—(e"-¢e")
2 2 5 5

* On passe de nouveau par les complexes :
) T 2
]:f X excosxdx:%ef x“e**dx
0 0

oll a = 1+i. Al'aide d’intégrations par parties :

T 2
2 _ax ax | ¥ 2x 2 b
x“e dx:[e e .
fo (a a? a3)]0

En simplifiant :

1 1-i 1 i 1

Exercice[5]

1. On développe aI'aide des formules d’Euler,

cos(©)?sin(0)3

o8 4 o-i0)2 [ i0 _ o-i0)3
2 |

(eZie 124 e—zie) (e3ie _3ei0 4 3710 _ e—3ie)

=253
_ é ((esie _ 6-519) 3 [esie 3 e—Bie) sy (eie 3 eie)) .
On trouve :
cos(0)?sin(0) =

1 . 1 . 1 .
BT sin(50) + 6 sin(30) + 3 sin(0).

2. Par linéarité de I'intégrale,

n/2
f cos(t)2 sin(l‘)3 dr
0
1 n/2 1 n/2
= ——f sin(5t)dr + —f sin(31)dr
16 Jo 16 Jo
1 /2
+ —f sin(f)dt
8 Jo
/2 1 1
or, in(rdr = —[cos(50)]1/% = =,
I fo sin(5¢) 5[cos( Mo 5

/2 1 /2
f sin(3)dr= - et f sin(f)dt=1
0 3 0

n/2 ) 2
Finalement, f cos(n)?sin(5)3 dr = R
0

Exercice[IT]

On sait déja d’apres le cours que
R=min(Rg,Ry).
De plus, pour tout z € C.
VneN lan+bpllzl" = lanl-1zI" +1byl|2l"

Pour s’en convaincre, il suffit de procéder par disjonction
descas:
— Siay #0alors by, =0 et]’égalité est vraie car

lan+0l1zl" = lanl-|z|" +0-12|".
— Siay =0,1'égalité est aussi vraie.
On constate alors que si ((an + by) - |z|™) n est bornée

alors (a,z"), et (byz"), le sont aussi. Raisonnons parl'ab-
surde en supposant

R>r >min(Rg Rp)

Ainsi ((ap + bn)r”)n est bornée, (ap r”)n I’est aussi (donc
r <Rg) et (bpr"), aussi (r <Rj) absurde. Finalement

R=min (R4, Ry).

Exercice[12]

1. On a une somme géométrique. Si jk #1

2i-3k :
1_jk3 _ l_e% 3 l_eZIkT( o

1-jk  1-jk 1-jk
2k=3.

1+ jk 4 j2k =

Si jk =1, on a plus simplement 1 + jk +j

2ikn ,
Notons que j k =1 si et seulement si e 3 = 1 si et seule-
ment si k est un multiple de 3. On poursuit en utilisant le
développement en série de 'exponentielle

X I’ +00 k  +oo kxk +00 kak
X JX J7X — - ik jelk
e*+elftel F= ) k'+Z] k'+Z] T
k=0 ™ k=0 k=0 :
+00 k
X
=) (1+jk+j2k)—
k=0 k!
+00 k
X
= Z (l+jk+j2k)—'
k=0 k!
k multi. de 3
. o +00 x3n
ef+e/*+el ¥ =3 .
n=o Bn)!



.D’olt

S(x) = (ex tel¥y efzx) .

(SR

. .2 . -
et S(1)=%(e+e1+ef ]=%(e+e/+ef).

Comme S(1) est un réel, on peut se contenter de prendre la
partie réelle. Or pour j =a+ib, a,beR

§Re(ej) =Re (e‘”ib] =eRe(cos(b) +isin(h))
=e%cos(b).

“ %e(ej) = %e(e“_ib) =e%cos(-b) = e cos(b).

3
e+2e_1/2cos(§)).

. Notons que pour tout n €N, on a

S(1) =

W=
—_——

Exercice[13]

lan| = bp.
Ainsi R <R’. De plus, on a
0<bp<1

et R’ = 1. Ce qui conclut.

. Considérons 'application

fxeR— el-1;1[

1+ x|

de sorte que
bp = f(an).

Notons que f est une bijection de R dans ] —1;1[ et en inver-
sant la relation y = f(x), on montre que

f—l(y) — L

Vyel-1;1], -

Ainsi, on obtient :

1 bn
ap=f""(bp) = P
SiR’ > 1 alors on sait que by, o 0 et on obtient]’équivalent
an ~ by.
On sait alors que R=R/.
.SiR’>1alors R =R’ > 1. Sinon R’ < 1 et d’apreés la question

1,R=1.onadonc
R’ = max(R, 1).

Exercice[14]

¢ On sait que pour tout entier k = 0, la série

+00
Y nkz"
n=0

a pour rayon de convergence R =1 (car nk est de croissance
polynomiale). Comme somme finie de séries de rayon 1, la
série

+00

Y P(m)x"

n=0

a un rayon supérieur a 1. Comme (P(n)); ne tend pas vers
0 lorsque n — +o0, le rayon de convergence est au plus 1.
Finalement

R=1.

¢ Soit p €N, le degré de P. La famille de polynomes
(LX,XX-1),...,XX-1)X-2)---X—(p-1))

est une base de Rp[X]. Notons Q;, le i-éme polynoéme de

cette famille. Il existe des réels a, ..., a p tels que
p
P= Z (xl-Ql-.
i=0

Pour ze C avec |z| < 1,
+00 14 +00 p +00
> Pmz"=) o; Y Qimz" =) a; Y Q;mz".
n=0 i=0 n=0 i=0 n=i
Or on a en utilisant les résultats sur les dérivées successives
de la série géométrique
+00 +oo i (i
Y Qimz"= Y nn-1)(n-2)--(n—(i-1)))z" = 2' g (2)
n=i n=i
ol g(z) = 1/(1 — z). On vérifie ensuite que

i!

D(z) = ————.
g 1- Z)l+1
Finalement,
e L ilz!
Pm)z"=) oj————
n;() l;) l(l_z)l+l
Exercice[I5]

Lexercice propose un raisonnement par une analyse-
synthese. Lanalyse pour la question 1. La synthese pour la 2.

1.Soitxe]—r;r[.
(l—x—xz)f(x)

=Y apx =) apx™' =Y apx™t
n=0 n=0 n=0

+00 +00 +00
=apg+arx+ Y apx"—apx— Y apx"' -y apx"*?
n=2 n=1 n=0
+00 +00 +00
=ap+ (@ —ap)x+ Y. ansax"? =Y a1 "= Y apxt?
n=0 n=0 n=0
+00
=ag+ (a1 —ap)x+ Y (n+2— An+1 — an) X2,
n=0

Or (1-x - x?) f(x) = x. Donc par unicité du développement
en série entiere

apy=0, ay=1, VYneN,api2—ap+1—an=0



La suite (ap)en la suite de Fibonacci (récurrente linéaire
d’ordre 2). La résolution donne

=) )

a =
RVANE NAWE
Lony Lon o 1 1+v5
= — —W ou =—= .
NS =0 2
2. On définit pour tout n € N,
1 n 1 n
an=—@"+—o".
VAN

Or les rayons de convergence des séries entieres

Yp'h et Y 2"

sont respectivement 1/p et 1/w. Le rayon de convergence de
la série " a, z" est alors donné par le minimum de ces deux
rayons, soit
R=-
p
En reprenant le calcul de la question précédente, la somme
S de la série vérifie pour tout x €] — R;R[

+00
S =) anx", ( —x—x%)S(x) = x.
n=0

D’out S(x) = f(x). La fonction f est bien développable en
série entiere.

Exercice[16]

1.a) On a par I'identité de Bernoulli et I'inégalité triangulaire

n—-1
|(x+h)”—x"| =|(x+h-x) Z (x+ =1k yk
k=0

n—-1
<Inl Y 1x+ B R xR
k=0

n-1
<|hl ) Pk k
k=0
|(x+h)”—xn| < nlhr™ L.

1.b) On a par linéarité de la somme dans le cas convergent :

+00
Sa(x+h) =Sa(x) = an((x+h)"-x")

n=0

D’ot par inégalité triangulaire

+00
Sa(x+h) =Sa(x)< ) lanl-[(x+m)" - x"|
n=0
+00
<Y nlaglr"Ln
n=0
|h| te° n
ISq(x+ h) —Sa(x)] < - Y nlanlr™.

n=0

Justifions a posteriori la convergence de la série Y.nlan|r".

Ona
nlaylr™ = nlanIR”(L)n < n(i)nK

eton prouve la convergence al’aide des séries géométriques
dérivées.
1.c¢) Par encadrement, on montre que pour tout x €] —r; r[
Salx+h) — Sg(x).
h—0

C’est la définition de la continuité en x et donc sur l'inter-
valle ] — r; r[. Comme

U 1-r;r=1-RR[,
relOR(

on en déduit la continuité de S sur ] — R;R[.

2.a) Notons R/, le rayon de convergence de la série Y na,z".
Comme on a

VneN*, lan| < nlay|
on en déduit que R=R'.
Soit p € [0;R[. Soit r €]p; R[. Pour tout n € N

Inanp" = 5)"]Janr"|

Comme r < R, la suite donc (a,r") est bornée. De plus par

les croissances comparées
n
n(g) — 0.
r/ n—oo
On en déduit que napp"” — 0.
n—oo

En particulier (na,p") est bornée et p < R’. On en déduit
que R<R’. On conclusion
R=R.
2.b) D’apres la question 1.¢), on en déduit que gq = S(na,,),, €St

définie et continue sur | — p; p[ et par extension sur ] - R;R[.

2.c) La fonction s; est ¢! sur R car polynomiale. La relation
proposée est donc une conséquence du théoréeme fonda-
mentale de I'analyse.

2.d) Notons que
x +oo

Y kaptfldr.

X
f ga(t)—sp(ndt =
0 0 k=n+1

La suite est une conséquence de I'inégalité triangulaire et
du fait que 7 € [x,0] U [0;x] <] — ;7.

2.d) On a pour tout n € N*
X X X
fga(t)—s’n(t)dtzf gu(t)dt—f s, (B dt
0 0 0

X
=ag +f0 ga(t)dt —sp(x)

X
ag +[ ga(t)dt)‘
0

X
Sa(x)—sp(x)— (ao +f0 ga(t)dt— sn(t))‘

D’ou

Sa(x) -

<[Sq(x) = sp(x)| +

X
ap +f0 8a(®)dt—sp(x)

+00 )
<[Sq(x) —sp(x)|+ Z k|ak|r .
k=n+1



Or en tant que reste d'une série convergente

> Klar*
klag|r® — 0
k=n+1 n—oo

et par définition de S, (x)
Sn(x) njéosa(x)'

Par passage a la limite n — +oo

<0

X
Sa(x)— (ao +f0 ga(t)dt)
D’oti le résultat.
2.f) La fonction
X
F:xE]—r;r[Hf ga(t)dt
0

est la primitive de g, qui s’annule en 0. En particulier F est
de classe €1 sur]-r;r[avecF = gq.Comme S, =ag+F.Ce
qui implique aussi la classe €' sur] —r;r[ de S, avec

Sa' = 8a-

Résultat qui s’étend a ] —R;R[ car il est valable pour tout réel
r €]0;R[.

Exercice[l7]

1.0na

n+k) (n+k!  (n+D(n+2)-(n+k) nk
T kin! k! n—too kI’

. -
D’ou by, ~ nkun+k.
n—+0o

Or pour r € [0;R[

k n|_ 1 k([)”,| n+k‘ .
‘n apskT |—Rkn R an+ R nﬁooo.
—_— T
0 bornée
n—oo
On en déduit que byr" — 0.
n—oo

La série Y by, z™ a un rayon supérieur a R.

2. Justifions par récurrence que la propriété

Sg est &k et

Z®: el —rR

+00
, Sﬁ,’“) (x) = k!( Z (Z)anx”_k)

n=k

— Initialisation. On a déja établi la continuité de Sy. De
plus, pour x €] —r; [

+00 n +o00o
o> 0 anx" 0= Y anx" =Sa(x)
n=0 n=0

22(0) est vraie.

— Hérédité. Soit k € N. Supposons (k) vraie. On a donc
par changement d’indice p=n—-k, ona

+00 +k +00
sPw=Y k!(pk )amkxp: Y bpxP.
p=0 p=0

D’aprés ce qui précede, (bp)p € A(r) pour tout r €]0;R[, Sy,
est définie sur] —R,R[ et

SE =5,

D’apres la question 2 de I'exercice précédent, Sy, est €1 sur
]—=r;r[ (etdoncsur ] —R,R][) avec
+00 )
S}, =gy x€] -R;R[— lebpx”_ .
p:

Or pour x €] — R;R[, on a avec le changement d’indice
n=k+p

+00 +k +00

y pk!(p )xp—l -y (n—k)k!(n)x”_(k+1)

p=1 k n=k+1 k

Or on a aussi

n n!
— ! =(n— [
(n k)k.(k) (= Rk =
T ORI (k+1)'

Ce qui donne

S*+D () =g/ (x) = = n n—(k+1)
a ()=S0 =k+D!| fi1]n% .
n=k+1

La propriété 2 (k + 1) est prouvée.

— Conclusion. Pour tout k € N, 22(k) est vraie.
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