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THEMES : ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES, PROJECTEURS ORTHOGONAUX
COMPLEMENTS VARIABLES A DENSITE

part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1
Entrainement aux calculs

2n
On considere 1'espace vectoriel E = 6([0,2n]) muni du produit scalaire (f, g) = f(®g(r)dt. Soit ||-|I, la norme associé. On
0
noteej: teR—telR.
1. Calculer (sin, cos) et {ej, cos).
De méme, on montre que {e1,sin) = —2m.
- 1 . 1 . .
2. Vérifier que ( 7 Sins —= cos) est une famille orthonormée.

2m 3
3. Déduire de ces calculs, I'existence du minimum et I'égalité : n})irkf (t—acos(r) - bsin(z‘))2 dr= = 4m.
a,ve! 0

Exercice 2
Matrices symétriques

Soit m un entier supérieur ou égal a 3. On identifie un vecteur de R’ a la matrice colonne de ses coordonnées dans la base
canonique.
Si M est une matrice carrée d’ordre m, on note respectivement Ey; et Fyr le noyau et I'image de 'endomorphisme de R dont la
matrice dans la base canonique est M.
Lespace vectoriel R est muni de son produit scalaire canonique défini pour deux vecteurs X et Y par :

X,Y) = IXY.

La norme euclidienne d’un vecteur X, associée a ce produit scalaire, est notée | X]|.
Soit 7 un entier supérieur ou égal a —1. On dit qu'une matrice A carrée d’ordre m est de type nsi ‘A =A".

1. Exemples
a) Qu'est-ce qu'une matrice de type 0, de type 1?
b) Donner un exemple, sous forme de tableau, de matrice non diagonale de type —1.

On suppose désormais que 7 est strictement plus grand que 1.
2. Dans cette question seulement on suppose m = 3.

Soit x un nombre réel et N(x) la matrice : 1 0 0
N(x)= 10 cos(x) -—sin(x)
0 sin(x) cos(x)

a) Soient x, y € R. Comparer N(x+ y) et N(x)N(y). En déduire que pour tout entier strictement positif k on a (N(x)¥ = N(kx).
b) Déterminer alors les réels x tels que N(x) soit une matrice de type n.

3. Test en python
a) Ecrire une fonction qui prend en argument deux matrices et teste si elles sont égales. Attention, le test A == B ne suffit pas.
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b) Adapter le programme pour faire une fonction qui prend en arguments 7 et une matrice A et renvoie 1 ou 0 suivant si la
matrice A est de type n ou non.

On revient au cas général m quelconque et on considere maintenant une matrice A carrée d’ordre m et de type n. On se propose
d’établir quelques propriétés de A.

a) Etablir 'inégalité A=A

b) OnposeB=A"*1 Montrer que B" = B et que B est une matrice symétrique.

¢) Que peut-on déduire quant aux valeurs propres de B?

d) Soit V un vecteur propre de B associé a la valeur propre —1. En calculant ‘VBV de deux maniéres différentes montrer que

I'on aboutit a une contradiction et qu’ainsi —1 ne peut pas étre valeur propre de B.
e) Montrer que B est une matrice de projecteur orthogonal.

a) Montrer que Eg est inclus dans Ej puis que Eg = Ej.
b) Montrer que Fj = Fg et que E, et Fp sont supplémentaires orthogonaux.

. Soit U un vecteur de Fp. Vérifier que BU = U puis ||AU|| = ||U]|.
. Montrer que si A est inversible et de type n alors B =1, et A est aussi de type —1.

Montrer que si A est a la fois de type n et de type n + 1 alors A est une matrice de projecteur orthogonal.

Exercice 3
Maximum aléatoire de variables de loi exponentielle

Préliminaires
. Soit X, une variable aléatoire positive a densité admettant une espérance. Justifier que si F désigne la fonction de répartition
de X alors

+00
E(X):f 1-F(y)dt.
0

. Soient a et b sont deux réels strictement positifs.

+o0
a) Ftablir la convergence de l'intégrale J = f =
0 e“+a
b) Calculer] (on pourra, par exemple, calculer au préalable aJ).
On considere une suite de variables aléatoires (Yj) e définies sur un espace probabilisé (Q, «/, P), indépendantes et suivant la
méme loi exponentielle de parametre b.
On considere également une variable aléatoire N définie sur le méme espace probabilisé, indépendante des Y;. et suivant la loi
géométrique de parametre s €]0; 1[.
De plus, Z est la variable aléatoire définie par :
Z =max(Y1,Y2,...,YN)-

On rappelle que si w est un élément de Q alors Z(w) est le plus grand des réels : Y1 (w), Y2 (w), ..., YN (w).

. Python
a) On rappelle que si T est la variable aléatoire qui renvoie le rang du premier succes dans une infinité d’expériences de
Bernoulli mutuellement indépendantes de probabilité de succes s, alors T suit une loi géométrique de parametre s. En
déduire un code qui simule T en utilisant seulement la commande rd . random().
b) SiU<— 2(]0;1[). Quelle estlaloi de —In(U)/b?
¢) En déduire un programme qui permet de simuler la variable Z en utilisant seulement la commande rd . random().
. Soient j un entier strictement positif et £ un réel positif. Calculer la probabilité conditionnelle P(Z< ¢ | N = j).

. En déduire la fonction de répartition de Z puis une densité de la variable aléatoire Z.
, —In(s)
. Montrer que Z admet une espérance et que E(Z) = b3
-s

Seul le résultat de la question 5) est nécessaire pour traiter les questions suivantes.

-t

. Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par : g0=1 et gn= pour £>0.

-t

a) Montrer que la fonction g est continue et bornée sur [0, +oo].

n
b) Etablir, pour tout réel ¢ appartenant a [0, +ool et tout entier n positif, I'égalité : g(1) = g(e” "D+ Y e~ (k+DI

k=0
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(e.o]
te—(k+1)t

+
8. Justifier la convergence, pour tout entier positif k, de I'intégrale f dt et la calculer.

0
+oo +oo
9. Montrer alors la convergence et I'égalité : f g(nde= Z 2
0 =
2 1 —Ins
10. On admet que la somme de cette série est Z-. Montrer que la valeur moyenne de E(Z) sur ]0,1], c'est-a-dire f b3 ds est
0 -s

égale a 12/ (6b).

Probleme
Fonctions matriciellement croissantes

Dans la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.
On note .41 (R) 'espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes a coefficients réels, .45, (R) 'espace vectoriel des matrices
carrées réelles d’ordre n, GL,(R) I'ensemble des matrices inversibles de .4, (R), G, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de
Mn(R) et #,(R) 'ensemble des matrices symétriques de 4, (R).
Une matrice S de %5, (R) est dite positive si :
VX €My (R, XSX=0

et définie positive si :
VX € Mp1®\{0y1},  'XSX>0.
On note y,:r (R) I'ensemble des matrices de %5 (R) positives et 5”,; *(R) 'ensemble des matrices de %, (R) définies positives.
e Préliminaires
1. a) SoitS e ¥, Justifier les équivalences entre les énoncés :
i) Lamatrice S appartienta %, ;
ii) Le spectre de S est inclus dans R*.

iii) Il existe M € %, telle que S = 'MM.
b) Donner un résultat similaire pour une matrice de %,/ *.

Partie I : une relation d’ordre

On munit ., (R) des relations notées < et <, définies respectivement par :
VS1LS) e (FHM)?,  (S1<S; <= S$2-S1€5 ®)

et
V(S1,S2) € (Fn®)*,  (S1<S2 < S-S ®).

Premiéres propriétés
2. SiSj et Sy sont deux matrices de .4, (R) telles que S < Sy et So < S1, montrer que Sp(S2 —S1) < {0} puis S; =S».
3.  a) Justifier qu'une matrice symétrique non nulle de trace nulle ne peut pas étre définie positive.

b) On pose
1 0 0 2
51‘[0 —1] o [2 o]'
A-t-onS; <S2?2S2 <5717

4. Si(S1,52) € (F(R)2 avec S; < Sz etSq #Sp. A-t-on Sp < Sy ?
5. Si§,S; et Sy sont trois matrices de #, (R) telles que S1 < Sp, comparer les matrices S+ S et S+ Sy pour la relation <.

e Python
. On commence par importer les bibliotheques :

=)

import numpy as np
from numpy import limnalg as la

Editeur

La commande la.eig(A) [0] renvoie une matrice contenant les valeurs propres de la matrice A.
a) Ecrire une fonction qui prend en argument une matrice et teste si cette derniére est symétrique.
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b) En déduire un programme qui prend en arguments deux matrices Sy et Sy puis renvoie 1, —1 ou 0 suivant si S; < Sp,
S1 =Sy ou nil'un ni I'autre.

* Passage alinverse
Lobjectif des questions 7 et 8 est d’établir de deux manieres différentes la propriété :

(@): VS|, S2e ST TR),  S1<S = S l<sL

7. — Preuvel
a) Soit (S1,S2) € (5”,,([}12))2 avec S < Sp. Montrer que pour toute matrice M de .4, (R), 'MS1M < ‘MS>H M.
b) On suppose dans cette question seulement que I; < S.
Justifier que Sp(s)  [1; +ool. En déduire que S est inversible et 0 < S™1 <1,,.
©) Soit (S1,52) € (F»(R)? tel que 0 < S; < Sy et M € GL,(R) telle que S; = “MM. Montrer que I, < ¥ (M~!)S,M™!, en
déduire que Sy est inversible et S, l< Sl_l.

8. — Preuve?2
a) SoitS € .F; T (R). Pour tout X € .4y, (R), on définit I'application :

s.| M1 ® — R
Px Y —  20XY - IySY.

i) Vérifier que pour tout H € 4,1 [R), tp)s( (S_IX +H) - (p)s( (S_IX) — 'HSH.
ii) En déduire que (p)S( admet en S™1X un maximum qui vaut ’XS~1X.
b) On consideére maintenant Sy, Sy € %,/ * (R) vérifiant S1 < S.
Montrer que pour tout X et tout Y € .45, 1 (R), (p)S(I Y) = q))S(Z (Y). En déduire que S; “l<g, 1
c) A-t-on:
(@): VS|, S2eSTTR),  S1<S; = Sy l<s7lo?

e Passage a puissance

9. Pour tout a € N*, on pose

X% si x>0
: xeRY — .
Pa: X€ { 0 si x=0
et pour tout x réel, soit A(x) et B(x) les matrices définies par :
" e*+e™*
chx=
h h 0
Aw=| T AT | et Bw= L | o A
shx chx 0 &= ef—¢e
shx =

a) Enremarquant que ch(x)? —sh(x)2 = 1, montrer que pour tout x réel, B(x) < A(x).
b) Pour x # 0, déterminer explicitement la décomposition spectrale de A(x). Vérifier que les matrices de projection obte-
nues sont indépendantes de x.
¢) En déduire que pour tout x € R, pg(A(x)) = A(ax).
d) Expliciter pour tout x € R, la matrice pg(B(x)).
a(l-a)

e) Calculer {(x) = det [px(A(x)) — Pa(B(x))], puis vérifier I'équivalent au voisinage de 0 : {(x) ~ x2.

f) En déduire que pour a > 1, py n'est pas croissante.

Bonus Que prouve Bertrand Russel, mathématicien (en autre) dans ces quelques lignes?

*¥5443. F:ina,Bel.D:anB=A.=.avBe2

Dem.
Fox3426. D Fa=1w.B=1y.D:avfBe2.=.aFy. i) Lelemme de Russel;
[#51-231] =.tenty=A. ii) La conjecture de Russel;
[%1312] =.anfi=A (1)

iii) Le théoreme de Russel;

F.(1).%1111-35.
(1).#1111:35.D iv) Lhypothése de Russel;

Fi(ge,y).a=tz.B=1y.DtavBe2.=.anB=A (2)

F.(2). %1154 . %521 . D k. Prop v) 1+1=2.
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that
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THEMES : ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES, PROJECTEURS ORTHOGONAUX
(AVEC UN PEU DE VARIABLES ALEATOIRES)

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1
Variables aléatoire et projecteurs orthogonaux

Soit o un réel strictement positif. Soient X1,...,X;, des variables aléatoires réelles indépendantes, toutes d’espérance nulle et

toutes de variance 2. On introduit
X1

Xn
la matrice colonne associée.
Soit H un sous-espace vectoriel de R”, de dimension k, avec 1 < k < n.
On note P la matrice, dans la base canonique de R", de la projection orthogonale sur H (pour le produit scalaire canonique).
1. Déterminer, pour tout i € [[1, nl], la valeur de I'espérance E [(PX);].
2. Calculer I'espérance E [IIXIIZ], ol ||X]| désigne la norme canonique de X.

La norme d’'une matrice colonne X est définie comme celle du vecteur associé (Xi,...,X;).
3. a) Donner la valeur de la trace de P.
b) Montrer que ||PX||2 = “XPX et en déduire la valeur de E [IIPXIIZ].
¢) Déterminer la valeur de E [||(I, — P)Xllz].
4. Donner laloi de |[X||? si on suppose que les variables X; suivent une loi normale centrée réduite.
On pourra commencer par donner la loi deY; = X;2/2.

Probléme
Fonctions matriciellement croissantes

Dans la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.
On note .41 (R) 'espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes a coefficients réels, .#5 (R) 'espace vectoriel des matrices
carrées réelles d’ordre n, GL;,(R) I'ensemble des matrices inversibles de .4, (R), G, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de
Mn(R) et #,(R) 'ensemble des matrices symétriques de 4, (R).
Une matrice S de %5 (R) est dite positive si :
VX € Mp1(®),  XSX=0
et définie positive si :
VX € Mp1®\{0,1),  'XSX>0.
On note %, (R) I'ensemble des matrices de %, (R) positives et %,/ * (R) 'ensemble des matrices de .y, (R) définies positives.
Enfin, on consideére sur R” le produit scalaire canonique.

Lobjectif de ce probléeme est d’étudier la notion de fonction matriciellement croissante.
Dans la premiére partie on définira une relation d’ordre sur les matrices symétriques. Diverses propriétés de cette relation seront
utilisées dans les deux parties suivantes.

Dans la seconde partie, on définira ce qu’est une fonction matriciellement croissante (ou décroissante) et on étudiera des
exemples de fonctions homographiques et puissances.

La troisieme et derniere partie fera appel a une représentation intégrale et permettra de montrer que la fonction logarithme
népérien et la fonction x — x® pour a €]0; 1[ sont matriciellement croissantes.
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e Préliminaires
1. a) SoitS e ¥,. Justifier les équivalences entre les énoncés :
i) Lamatrice S appartienta %, ;
ii) Le spectre de S est inclus dans R™.
iii) Il existe M € .4, (R) telle que S = ‘MM.
b) Donner un résultat similaire pour une matrice de 5”,? +.

Partie I : une relation d’ordre

On munit %, (R) des relations notées < et <, définies respectivement par :
V(S1,82) € (FHR)?,  (S1<S2 < $-81€5 W)

et V(S1,S2) € (M), (S1<S2 = S$2-S1e ).

Premiéres propriétés

Si S et Sy sont deux matrices de #, (R) telles que S; < S» et Sy < S7, montrer que Sy = S».

Si(S1,S2) € (,Sﬂn([R))z, montrer que 'on n’a pas nécessairement S; <Sp ou Sy < §3.

Si S; et Sy sont deux matrices de %5, (R) telles que S; < S2,S1 #S2, a-t-onS; <S» ?

SiS,S1 et Sy sont trois matrices de ., (R) telles que S1 < Sp, comparer les matrices S+ Sy et S+ S pour la relation <.

N S

Python
On admet qu’on a une fonction python SpectreDS qui prend en argument une matrice A et renvoie une matrice ligne
contenant les valeurs propres de A dans |’ordre croissant et sans répétition.
a) Ecrire une fonction qui prend en argument une matrice et teste si cette derniére est symétrique.
b) En déduire un programme qui prend en arguments deux matrices Sj et Sy puis renvoie 1, —1 ou 0 suivant si S; < Sp,
S1 = S2 ou ni l'un ni 'autre.

e Passage al'inverse
Lobjectif des questions 7 et 8 est d’établir de deux maniéres différentes la propriété :

(@): VS|, S2e ST TR),  S1<S = Sy l<sL

6. — Preuvel
a) Soit (S1,S2) € (KV,,(IR))2 avec S1 < Sp. Montrer que pour toute matrice M de .4, (R), tMSIM < tMSgM.
b) On suppose dans cette question seulement que I, <S.
Que dire des valeurs propres de $? En déduire que S est inversible et 0,, < S™! < 1I,,.
c) Soient (S1,S») € (yn([R{)JrJr)z tel que 0,, <S; < Sy et M € GL,(R) telle que S; = “MM. Montrer que I, < (M™1)S;M ™1,

en déduire que Sy est inversible et S, l<s;7L.

7. — Preuve?2
a) SoitS € .F; T (R). Pour tout X € 4,1 (R), on définit I'application :

s. | A1 ® — R
X: Y —  2IXy-tysy.

i) Onidentifie 4,1 R) et R™. Vérifier que (p)S( est une fonction de classe €. Préciser le gradient et vérifier que S™1X
est 'unique point critique de (p)s(.
ii) Vérifier que pour tout H € .4, 1 (R), tp)s( (SIX+H)- tp)s( (s71X) = ~'HSH.
iii) En déduire que (p)S( admet en S™1X un maximum qui vaut ’XS~1X.
b) On consideére maintenant S, Sy € %,/ (R) vérifiant S1 < Sp.
Montrer que pour tout X et tout Y € .4, 1 (R), (p)S(1 )= (p)S(Z (Y). En déduire que S, < §;
c) A-t-on:

-1

(@): VS|, LTR),  S1<Sy => S l<s b2

Partie II : Fonction matricielle

Lorsque F est une application définie sur %, " (R) et a valeurs dans %, (R), on dit que F est croissante sur %, * (R) si :

YA, Be# *®), A<B = F(A)<F®B).
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On dira de méme que F est décroissante sur %, * (R) lorsque —F est croissante sur %, * (R). On dit aussi que F est strictement
croissante (ou décroissante) en remplacant les inégalités larges par des inégalités strictes.
Par exemple, la propriété (22) se traduit par la décroissance de 'application F: M e &7+ (R) — M~! € #,(R).

Décomposition spectrale
8. Soient S € #(R) et u 'endomorphisme de R” dont S est la matrice dans la base canonique de R”. On note Aq,Az,...,Ap
les valeurs propres distinctes de u et E1,Ep, ..., Ep les sous-espaces propres de u respectivement associés. On suppose les
valeurs propres classées :
Al <A2<...<Ap.

Si i€ [[1,p]l et x € R", on note p;(x) le projeté orthogonal de x sur E;. La matrice de p; dans la base canonique de R" est
notée P;.

a) Pour i € [[1; n]], exprimer E;* a 'aide des espaces propres Eg.

b) Justifier que pour tout (i, j) € [[1, p]]? tel que i # j, PiPj=04.

p p
c) Montrerque Y P;=I,etS= Y A;P;.
i=1 i=1
La décomposition de S obtenue est dite décomposition spectrale de S.
d) Pour k€N, comment décomposer la matrice ske

9. Comment calculer la décomposition avec python?
Pour i € [[1; pll, on pose le polyndme

1
Lim=— [] a-Ap) ou rp= [] ;-Ap.
Ti jeiln;pn jel;pl
J#i j#i
a) Vérifier que L;(S) =P;.
b) En utilisant la fonction SpectreDS décrite précédemment, écrire un programme qui prend en argument S et renvoie
P; (le projecteur associé a la premiere valeur propre).

p
Si S appartient a %, T (R) et admet la décomposition spectrale S= Y. A;P;, on définit, lorsque f est une application de R}
i=1
~ p
dans R, la matrice f(S) = ¥ f(A;)P;.
i=1
On peut ainsi considérer I'application f définie sur &, (R) et a valeurs dans .4, (R) par f: S— f(S).
e Composition
10. a) Montrer que, pour tout S appartenant a .%,;7 " (R), f(S) appartient a %, (R) et donner la décomposition spectrale de

f(S) lorsque f est strictement monotone.
b) Soient f: R} — Ret g:R} — R} deux applications strictement monotones. Montrer que: fog= fog.

e Exemple : Cas d’'une fonction homographique

ax+b
Lorsque (a, b, c, d) appartient 2 R* avec ¢ > 0, d > 0 et bc — ad # 0, on considere 'application /i : x € R} — x+d o ®
cx
11. a) Onpose g: x€R} — cx+d. Vérifier que g est croissante sur &, * (R).
bc—ad

PSP P a . =
b) Apres avoir vérifié que pour tout réel x > 0, h(x) = + —, montrer la monotonie de h sur % (R).
c

clcx+d)

¢ Exemple : Fonctions puissances
12. Dans cette question, on prend n = 2. Pour tout o € R}, on pose

x* si x>0
: xeRY — .
Pac: X { 0 si x=0
et pour tout x réel, soit A(x) et B(x) les matrices définies par :
N e*+e”*
chx=
h h 0
A =] S S et B = . ol 2
shx chx 0 4= e¥—e™¥
shx = 3

a) Enremarquant que ch(x)? —sh(x)2 = 1, montrer que pour tout x réel, B(x) < A(x).
b) Pour x # 0, déterminer explicitement la décomposition spectrale de A(x). Vérifier que les matrices de projection obte-
nues sont indépendantes de x.
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¢) En déduire que pour tout x € R, pg(A(x)) = A(ax).
d) Expliciter pour tout x € R, la matrice pg(B(x)).
a(l-a)

e) Calculer {(x) = det [px (A(x)) — pa(B(x))], puis vérifier 'équivalent au voisinage de 0:  {(x) ~ x2.

f) En déduire que pour o > 1, py n’est pas croissante.
Partie III : Intégrales de matrices

Pour une fonction f définie sur un intervalle I, on dit que f est intégrale sur Isi f est continue sur I et I'intégrale sur I de f
existe.
Soit A une application d’'un intervalle I de R dans .4 (R) qui a ¢ associe la matrice A(¢) dont le coefficients d’indice (i, j),

est a; (7). Si pour tout (i, j) de [[1, nll?, I'application r € I — a; j(t) est intégrable sur I, on note fIA(t) dt la matrice de .4, (R)

dont le coefficient d’indice (i, j), est le réel faij(t) dr.
1
P
On suppose dans la suite que la matrice S est symétrique définie positive. On note S = Y. A;P;, sa décomposition spectrale.
i=1

13. a) Soient I un intervalle de Ret A:1— 4, (R), t — A(t) = (a,-j(t)) une application telle que pour tout (i, j) de [1, n]]z,

t— a; (1) est intégrable sur I. Montrer que pour toute matrice colonne X de .#y,1 (R), t — 'XA(1)X est intégrable sur I
et:

f’XA(t)th = ‘X(fA(r)dt)x.
1 1

b) Soit f une application de I dans R intégrable sur I et M € .4, (R). Justifier I'existence de f f(®Mdt et montrer que :
I

flf(t)Mdt= (flf(t)dt)M.

; dr.

Q+x)t«

a) Montrer que pour tout x € R}, F(x) existe. On définit alors la fonction F: x € R} — F(x) € R.

b) Montrer qu'il existe une constante C strictement positive telle que pour tout x € R, F(x) = Cx*.
c¢) Montrer que pour tout £ € R}, la matrice Sl n est inversible et

+00
14. Soient(x(—:]O;l[etF(x)zf

1 128 N
(s +r1,,) _i:ZlH)\i[P,.

+00

! (S_1+tln]_l dr.

=

d) En déduire E(S) = f
0

e) Soient A et B deux matrices de %, * (R) telles que A < B. Montrer que :
-1 -1
VX€.Mp (R), VieR?, fX(A*1+ﬂ,,] Xst(B*1+ﬂn) X.

f) En déduire que F est croissante, puis que pour a €]0,1[, la fonction py introduite a la question 12 est croissante.

15. a) Montrer que pour tout x € R},
+00 t 1
f (———) df=Inx.
0 1+12 x+t

+00 t 1
b) En déduirelnSzf (—In—(S+ tlp)™ )dt-
0 1+12

¢) Conclure en montrant que la fonction logarithme matricielle In est croissante.

Bonus Que prouve le grand mathématicien britannique Bertrand Russel dans ces quelques lignes?

#5443, F:ia Bel.DianB=A.=.avBe2

Dem.
Fo#5426. D Fna=tz.B=1y.D:avBe2.=.2%y.
[#51231] =.zniy=A. i) Lelemme de Russel;
[¥1312] =.anfB=A 1) ii) La conjecture de Russel;
F.o(1).%11111:35.D iii) Le théoréme de Russel;

Frlgey).a=tc. B=1y.d:auBe2.=.anf=A () iv) 1+1=2. — FIN -
Fo(2). %1154 . %52'1. D F . Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that
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ECG 2

DS 7 A - solution

Bonus pour chaque coquille, fote d'orthograf trouvée ou
remarque pertinente.

Exercice 1
Entrainement aux calculs

.Ona

21 1 20
(sin, cos) =f sin(#) cos(t)dt = 5[ sin(2t)dt =0.
0 0

On peut aussi noter que la dérivée de sin® est 2 sin cos pour
avoir une primitive.
Vérifier ensuite par une intégration par partie que

(e1,cos) =0.

. On a déja le fait que sinus et cosinus sont orthogonaux. De
plus,

2n 2m ] 2t t sin(2t
f Cos(t)zdt:f +LS()dt: [— + sin(21)
0 0 2 2 4

2n
=T

0

Comme
2n 2n 27
f cos(t)zdt+f sin(t)zdt:f 1dt =2mn,
0 0 0

on établit que
2n
f sin(n?dt =m.
0

D’ot1 le résultat, on renormalisant.

. Notons F le sous-espace vectoriel de dimension finie en-
gendré par les fonctions sinus et cosinus. Ainsi toute fonc-
tion v € F s’écrit sous la forme

v =acos+bsin

et on a alors
2 [T 2
ler — vl :f (t—acos(r) - bsin(n)“ dt.
0

D’apres la caractérisation du projeté orthogonal par mini-
misation de la norme, le minimum est bien défini et il est
atteint (uniquement) lorsque v correspond au projeté or-
thogonal de ej sur F.

Or d’apres la formule du projeté orthogonal avec la base
orthonormée de F donnée par (sin/+/7, cos//7), on a

en) < cos>cos+< sin>sin
prler)=(e1,—— )—F= e, — )——
"Vr/ ym "va/ vm

cos . . sin

= (e1,cos) — + (eq,sin) —

b4 b1

pr(e1) = —2sin.

Enfin

inf [leg — vl1% = lley 1%~ || pr(en)|*
veF

2m 2m
:f tzdt—f 4sin(n)?dr
0 0

2 ™
inf |le; —v||* = — —4m.
veF 3

Exercice 2
adapté d'un sujet ECRICOME
1.a) La matrice A est de type 0 si et seulement si ‘A =A% =1,
si et seulement si
A=1,.
La matrice A est de type 1 si et seulement si ‘A = A, si et
seulement si A est symétrique.

1.b) Si A € 4> (R) est inversible, on sait que

a b 1 1 d -b
A= ATl
d detA| —¢ a
On choisit a, b, ¢, d afin que ad — bc = —1 de sorte que
fr a1 a c | _[-d b
A=A - b d ]_ c -a
Par exemple, une matrice de type —1 est :
0 1
1 0 (a=d=0,b=c=1)

On constate qu'une matrice est de type —1 si et
seulement si c’est une matrice orthogonale.

2.a) Al'aide de
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x + y) = cos(x) sin(y) —sin(x) cos(y),
on établit I'égalité :
N(x+y) =N@xX)N(p).

Par récurrence, on montre que N(x)k =N(kx). Pour 'héré-
dité, on utilise la relation précédente :

N)**1 = N N(x) = N(kx) - N(x) = N(kx + %)
=N((k+1)x).
2.b) La matrice N(x) est de type 7 si et seulement si
'N(x) = Nx)" = N(nx).
En identifiant, les coefficients, c’est équivalent a
cos(x) =cos(nx) et -—sin(x)=sin(nx).
Il existe k, k' € Z tels que

x=-nx+2kn et x=-nx+2k'n
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D’ou (n+1)x=2kn=2k'n.

Ce qui donne k = k' et
2k
x=——n (ke2).
n+1

3.a)

def test(A,B):

[n,pl=np.size(A)
if [n,pl!=np.size(B):

return O

# matrices de taille distinctes
for i in range(n):

for j in range(mn):

if A[i,jl!'=B[i,j]:
return O

return 1

3.b) Donnons une solution sans utiliser de fonctions prépro-
grammées en python :

def transposee(A):
[n,pl=np.size(A)
B=np.size(p,n)
for i in range(p):
for j in range(mn):
B[i,jl=A[j,i]
return B

def puissance(A,n):
B=A
for i in range(1l,n-1):
B=np.dot (A,B)
return B

def typen(A,n):
P=puissance (A,n)
tA=transposee (A)
return test(A,B)

4.a)Ona
AT = (A7) = () = (A = () =
4.b) Ensuite
B" = (An]n+l :An2+n
=A™ AT =A A=A =B
De plus
B = (tA)VH'l _ (An)n+l _ (An+1)Bn -B
La matrice B est symétrique.
4.c) Le polynome x" — x = x (¥~ — 1) est annulateur de B.
Ainsi
Sp(B) < Racines (x"* — x) < {0; +1}
(on rajoute —1 si n est impair).
4.d) D’une part
WBV = 'V(-V) = —|[V|>.
D’autre part
VBV = tVAFly = tVAT . AV
=IC'A-AV  carAestdetype n
= [(AV)AV = |AV]2.

y s 2 2
D’ou JAV]® = —|IV|=.
—— ~——

>0 <0

Nécessairement [|[V| = 0, puis V = 0,,1. Absurde pour un
vecteur propre. Le réel —1 n’est pas valeur propre.

4.e) La matrice B est symétrique, donc d’aprés le théoréme
spectral, il existe D diagonale, P orthogonale telles que

B=PDP .
Or on avu que Sp(B) c {0; 1}. Les coefficients diagonaux de
D sont donc dans {0;1}. En particulier
D?=D puis B®>=PD?P!'=B.
La matrice B est donc la matrice d'un projecteur. De plus,

B est symétrique, c’est la matrice d'un projecteur orthogo-
nal.

5.a) Soit X € Eg. On a donc BX = 0;,1. Ainsi
2 2
AX= A" X = AV ~(n+]) | pntly =0p1

——
=BX=0,,1

(précisons que n% — (n+1) =0 pour 7 = 1). D’ot X € Eg.

De plus, siX € Ey,

BX=A"- AX =0;,1 puis XeEp.
=0p,1

Par double inclusion Ej = Eg.

5.b) Soit X € Fp. 1l existe donc Y € .41 (R) telle que BX = X.
D’olu
X=A"ly = A(A"Y) € Fy.
D’oul'inclusion Fg c Fy.
Or la formule du rang et la question précédente donnent
dimFg = n—dimEg
=n—dimEp =dimFy
D’ou FB::FA'
6. Soit U € Fy. Alors U € Fg. Comme B est un projecteur
BU = U. Ensuite
IAU|1% = 'U'AAU = 'UA"AU = 'UBU
=y'BBU (B project. orthogonal )
=‘ou=uj*.
7. Notons que
‘A=A" donneA = (tA)n )
puis
IAA = tA(tA)’l _ t(An+1) _!B—B.
Or A est inversible, B I'est aussi. Le réel 0 n’appartient pas
au spectre de B qui est donc semblable aI,,. D’ou B =1, et
‘AA=T1,, ‘A=A"Ll

La matrice A est de type —1.

7.0n adonc
IA=A" et '‘A=A""l=B.
D’ol1 A = !B est une matrice de projection orthogonale car
Blest.
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Exercice 3
Maximum sur un nombre aléatoire de v.a

1. Voir exercice du cours.

2.a) Lintégrande est continue sur [0; +oo[. On a une intégrale
généralisée en +oo. Or, d’apres les croissances comparées :

1 (1) ‘ 1 >0
—— =ogy|=| et —==0.
etra  Olu2 u?

Lintégrale de Riemann f1+°° 1/u? du étant convergente, J
est bien convergente par le critere de négligeabilité.

2.b) Le changement de variable € 1 et strictement monotone

v=ae " dv=-ae “dv
donne
too  ge U 0 dv

a ——du=-| ——=[n1+w¥

J= f T+ae ¥ a 1+v [In( Mo
. In(1+ a)
Finalement =—.

a
3.a)

import numpy as np
import numpy.random as rd
def geo(s):
k=1
while rd.random()>s:
k+=1
return k

3.b) On trouve une loi exponentielle de parametre b. Voir
méthode inversion (cours).

3.¢) Soit (U;);en*, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes toutes de loi uniforme sur ]0; 1[. Notons que Z et
W = max( - bIn(Uy),...,—bIn(Uy))
=—bIn(minUy,...,Uy)
ont méme loi. Pour simuler Z, on peut se contenter de si-
muler W. Ce qui donne le code :

def sim(b,s):
N=geo (s)
U=rd.random (N)
U=-np.log(U)/b
return min (U)

4.Soient teR, jeN

P[N:j](Z$t) PY1$[,Y2SZ,...,Yj$t

J

i=

=Fy, (1)’ (égalité en loi)

Comme Y] — &(b), onapour £t =0

Pn-jiZ<t)= (1_e—bt)f

et pour ¢ <0, on trouve 0.

=P\Y1<tYos<t,...,Y;<¢ (indépendance)

P(Y;<1) (independance)
1

5.a) Appliquons la formule des probabilités totales au sys-
teme complet d’événements ([N = j]) jen+ Pour £=0

+00
P(Z<t)= ) Pn=jjZ< PN = j)

=1
+00
oDt i-1
z (1 ) s(1—s)/
o) (e
i=1
(1 —e_bt)s
T1-(l-e b3
s(l —e’bt)

PZ<t)= —————.
s+(1—s)e bt

Pour ¢ <0, on a directement
PZ<t)=0

On constate que la fonction de répartition de Z est €1 sur
R* par les théorémes généraux. De plus, en tant que fonc-
tion de répartition, elle est continue a droite en 0 et

lim Fyz(r) = lim 0=0="F(0).
t—0~ t—0-
On a donc la continuité en 0. En résumé, Fz est de classe

%! sur R* et continue sur R. La variable Z est 2 densité et
une densité est obtenue en dérivant 1a ol1 cela est possible.

bse~ bt .
. , ——————sit>0
VieR", Fy()={ (s+(1-seb)
Osit<0
Une densité f7 est alors
bse~bt .
——————sit>0
VieR, fz()={ (s+(1-se D)
Osit<0

6. Justifier que la variable positive Z admet une espérance
pour pouvoir appliquer la question 1. La fonction ¢ € R} —
tfz(t) est continue sur ]0;+oo[, prolongeable par conti-
nuité en 0. On a donc une intégrale généralisée en +oco. Or

bs bt 1
tfz(0) ~+oos_2te :0+oo([_2 .

En reprenant la question 2, on en déduit la convergence.
Lespérance de Z existe.

On sait alors que
+00 +00 1
E(Z):f0 l—FZ(t)dt:fO P T
Pour utiliser la question 2, on pose a = (1 —§)/s et on écrit

1 1 In(1+ a)
a

E(Z) =

Ce qui donne bien le résultat demandé.
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7.a) La fonction g est continue sur R} par les théorémes gé-
néraux. De plus,
t-1
g8 ~o - L
Ainsi
tl_1’r61+ g(t)=1=g(0).
On ala continuité en 0 et par extension sur tout’ensemble
de définition de g.
De plus, par les croissances comparées, g est de limite
finie (nulle méme) en +oco. En rajoutant la propriété de
continuité, cela suffit a justifier que g est bornée sur R*.

7.b) Reconnaitre une somme géométrique.

8. On peut faire le calcul par intégration par partie mais on
peut étre plus efficace en utilisant une densité de la loi ex-
ponentielle de parametre k + 1.

+00
[reterae L
0 k+1Jo

ouX— &(k+1). On sait que la loi exponentielle admet une
espérance, l'intégrale est donc convergente et on a sa va-
leur

+oo

fx(nde

+00o 1

—(k+1Dt _ —

t dt= —EX) = ——.
fo ¢ k+1 ) (k+1)2

9. Par linéarité d’intégrales convergentes

+o0 +o0 +00 p+oo
f g(t)dt:f g(ne M Dqr Zf re~ kD g
0 0 i=oJo

oo (n+1)t -
= (r)e™ dr+ v m—
fo & k§0 (k+1)2

Or g est bornée (soit M une borne).

+00 +0o M
U g(ne~ gy st e igr=—_ — 9
0 0

n+1n—oo

Par encadrement
+00
f ge gy — o
0 n—oo

Par passage a la limite dans la premiere égalité

+00 +00 1 picol | II2
Wdt=) ——=) —=—.
fo 8 ,;0 (k+1)2 k; K 6

10. Faire le changement de variable s = e~/ pour utiliser la
question précédente.

Probleme
Fonctions matriciellement croissantes

Voir le corrigé du sujet *. Seule la question 3 est différente.

3.a) Soit S, une matrice symétrique non nulle mais de trace
nulle. Raisonnons par I'absurde en supposant que S est
symétrique définie positive. Comme S est diagonalisable
(théoreme spectral), elle est semblable a une matrice dia-
gonale D dont les coefficients sont positifs (car le spectre
de S est inclus dans R*). Par invariance de la trace par si-
militude, la trace de S est aussi la trace de D qui est donc
nulle. On en déduit les coefficients de D sont nécessaire-
ment nuls. la matrice D est la matrice nulle, la matrice S
I'est alors aussi. Absurde.

Finalement, S ne peut étre positive.

3.b) On constate que Sp —S; et S; —Sp sont bien symétriques,
non nulles et de traces nulles. Des lors, ces matrices ne
peuvent étre positives. Onani S; < Sp, ni Sy <S3.
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ECG 2

DS 7* - solution

Bonus pour chaque coquille, fote d'orthograf trouvée ou
remarque pertinente.

Exercice 1
v.a et projecteur

1. Notons P = (Pij] . Pour i € [[1; n]] fixé
J

i

n
PX); =3 pijX;
j=1

et par linéarité de 'espérance

E(PX);) =) piE(Xj) =0.
j=l
=0
2. A l'aide de la linéarité de I'espérance et le fait que les va-
riables sont d’espérance nulle

E(IXI1%) = éE[X[Z] = ;nlv(xi) = no?.

3.a) Soit p le projecteur orthogonal sur H. On a donc P =
Matcan (p). La matrice de p adaptée a la décomposition
He HL =R" est Diag(1,...,1,0,...,0). Par invariance de la
trace par similitude

Tr(P) = Tr (Diag(l,...,1,0,...,0)) = k.

3.b) Comme P est la matrice d'un projecteur orthogonal dans
une base orthonormée, on a 'P = P = P2, Dés lors

IPX]I2 = £ (PX) PX = IX!PPX = {XP2X = XPX

n

n
=2 2 XiX;pij
i=1j=1

n
=Y piiXi®+2 Z_Pinin-

i= i<j

—_

Par linéarité de I’espérance et indépendance des variables
X;, Xj pour i # j, on trouve

) =0
E(IPX|2) = Z,lpiiE(XiZJ +2Y pijE(X)E(X))
1= i<j

5 n
=0%) pii
i=1

E(IPXI2) = 02 Tr(P) = ko,

3.c) Comme P est une matrice d'une projection orthogonale
sur H, I, — P est celle sur H'. Ainsi les matrices colonnes
(I, - P)X et PX sont orthogonales. D’apres le théoréeme de
Pythagore

1T = PYXII* + IPX|I* = [T, - P)X+PX||* = X%,
Avec les calculs précédents : E (II I, - P)XIIZ] =(n- k)oz.
4. On a par définition de la norme euclidienne
2_ vy 2
X" =) X;"=23Y;
i=1 i=1
Or Y; est a valeurs dans R*. Soit 7 € R, Fy,(f)=0sit<0et
pour £ >0
- _ 2
Fy, (0 =P(Y; < 1) =P(X;2 <21
=P(-v21<X; < V21) = 0(v2n) - o(-v20)
Fy, (1) =2®(v21) - 1.

La fonction Fy, est constante sur R}, donc ¢! sur R;. Par
composition, Fy, est %! sur RE. En tant que fonction de
répartition Fy, est continue a droite en 0

FY[ (1) tj0)+ FYi =0
et Fy, étant nulle sur R,
Fy, () e 0 =Ty, (0).
Ce qui prouve la continuité en 0. Résumons, Fy, est conti-

nue sur R et ¢! sur R*, Y; est une variable a densité et une
densité s’obtient par dérivation (la ou1 cela est possible)

VieR:, fy, (1) =2-2—\/§t®’(\/2_r)

7

1 -t
=——e = cste.t

vt

et pour £ €R™, fy, (#) = 0. On reconnait une densité d'une

1/2—1e—t

loi y (%J Ainsi
. 1
Vie|[l;n], Yi—y E .

Par indépendance des variables Y;, on obtient

n n

Yi—y (—)

= 2
Enfin, par transformation affine ||X||2 est une variable a
densité avec pour densité
@02 le™2! sit>0

1
reRw— d T2
0 sit<0.

Lycée Saint Louis

2025-2026



Probleme
adapté d’un sujet ESSEC 2009

1.a,b) Voir cours.

2.0n adonc
Sp(S2—S1)cR* et Sp(S2-S1)cR™.

Car les valeurs propres d'une matrice —A sont les opposés
des valeurs propres de A. Nécessairement

Sp(S2 —S1) = {0}

Or la matrice Sy — S; est symétrique réelle, donc diagona-
lisable. Cette matrice est donc semblable a la matrice dia-
gonale

diag(0,0,...,0) =0,,.

C’est la matrice nulle. Finalement
S2=5;.
3. On peut par exemple prendre
S; =Diag(-1,1,...,1) et Sp=0,

de sorte que les spectres de Sp —S; et S; —Sp contiennent a
la fois une valeur propre strictement positive et une valeur
propre strictement négative. Ces matrices n'appartiennent
doncpasa &;.

4. Posons E la matrice de .4, (R) constituée de 0 sauf en po-
sition (1,1) ot le coefficient vaut 1. Soit S; =1, € 7 * (R)
et Sy =1, + E de sorte que

S1#S2 et Sy-S1eF R\FT T ®R).

La réponse est donc négative.

5.0na
(S2+8)—(S1+9) =52 —-S1 € & (R).
Donc S1+S<S2+8S.
Python a)

def test_sym(A):

[n,pl=np.shape (A)
if nl=p:

return O
for i in range(n):

for j in range(i):

if A[i,jl'= A[j,i]:
return O

return 1

Python b)

def comparaison(S1,82):
# on teste d’abord st les matrices sont
symétriques et de méme taille
if test_sym(S1)*test_sym(S2)==0:
return O
[n,p]l=shape (S1)
[m,pl=shape (S2)
if m!=n
return O
1=SpectreDS(S2-S1)
p=len(1)

# Pour tester st le spectre est de signe
constant, on compare seulement le
premier et le dernier car la matrice
contenant le spectre est triée
if 1[0]*1[p-1] < O:

return O
if 1[0]1>=0:

return 1
if 1[0]<0:

return -1

Pour construire la fonction SpectreDS, on peut
trier les valeurs propres de la matrice obtenue avec

@ |eigs(A)[0]. Ensuite, pour gérer aussi les erreurs d’ar-

rondis, on ne garde que les valeurs qui sont dis-
tinctesa e = 10’6—prés.

6.a) On a 'MS;M qui reste bien symétrique. En utilisant le
préliminaire question 1, la condition S; < Sy, Sp —S7 €
y,:’ (R) permet d’affirmer 1'existence de Q € .4, (R) telle
que

S$2-81='QQ

puis

M(S2 -S1)M
tMtQQM

=QvQm
MS;M-"MS1M=‘MM ot M=QMe.#4,R).

MS,M - 'MS;M

De nouveau, la question 1 avec I'implication iii)= i)donne
IMSyM - IMS M € FF ().
D’oll 'MS;M = 'MS; M.

6.b) D’apres le théoréme spectral, on peut considérer D dia-
gonale et P orthogonale telles que

S="PDP.

D’ou

S—1,="PDP-PP="P(D-1,)P.
On en déduit en particulier que

Sp(S—1In)={A-1;A€eSp(S)}.
OrS-1, € %} ), le spectre est positif. D'olt
VA € Sp(S), A=l

C’est-a-dire

Sp(S) c [1; +ool.

Comme 0 ¢ Sp(S), la matrice S est inversible.
Orpour AeR

1
-1
AeSp(S ) = X € Sp(S).
On en déduit que
Sp (S‘l) c10:11.
En reprenant la démarche du début de la question, cela

implique
0<sl<I,.

6.c) On a
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puis ! (M_l)slM <! (M‘l)szM‘1 (q6.2))
[ —

=1,

avec S = (M~1)S,M™1, la question 6.b) donne I'inversibi-
lité de S avec
0,<S1<1Iy,

c’est-a-dire MSZ_1 M<I,.
Utilisons de nouveau la question 6.a) avec M — M ™!, Soit
M1 (MSZ_“M) (M) <M1, M
S, l<s L
Ce qui conclut.
7.a)i) Explicitons (p)s((Y) ol1S= (s,-j] VY= (), X=(xg) :

@3 () =2'XY - 'ysy

n n n
=2 xiyi— ), ) ViSijVj

i=1 i=1j=1
n n 2

=23 Xi¥i— ) Vi“sii—2 ) VisijVj-
i=1 i=1 i<j

Avec cette nouvelle expression, on constate que (p)s( est po-
lynomiale donc de classe €' sur R”.
Fixons k € [[1; n]] et isolons les termes contenant yy..

n k-1
tp)s((Y) =2X Yk — Vi Skk — 2k > Skjyji—2 ( > J’iSij) Yk
Jj=k+1 i=1
4.
La k-ieme dérivée partielle (on dérive par rapport a yy)

n k-1
Aypy (Y) = 2 — 2 Sk — 2 % Skjyj—2 Z,lyisik
j=k+1 i=

=2(xk— i J’jskj)
j=1
=2 (Xl — [SYIg).
En gardant I'identification entre R" et .4, 1 (R), il vient
Vs (Y) =2(X—SY).
Deés lors, Y est point critique si et seulement si
2X-SY)=a,; ssi  Y=S"IX
7.a)ii) Soit He ;1 (R)
oy (s7IX+H) - of (571X
:2”X(S‘1X+ H) _t (S‘1x+ H) s(S‘1x+ H)
~2xs7x+ ! (s7'x)s(s7'x]
=2XH-! (S‘lx) SH-'HS (S‘lx] —"HSH
=2'XH - X! (s*l]SH— 'HX - 'HSH

—IXH - X! (S_l) SH—'HSH car 'HX = 'XH.

or  X'(s7)sH="X('s)"' SH="'XS"!SH=XH.
Finalement, on a plus simplement :
o5 (71X + H) - o (s7X) = ~"HSH,
7.a)iii) En reprenant la question 1.b, il existe M € GL, (R) telle

que
S='MM.

Ainsi
@5 (871X +H) - 9§ (7'X) = =" (MH)MH = - [MH]?

ot ||| désigne la norme canonique sur .41 (R).
On en déduit que

o5 (S7IX+H) - 95 (s7X) <0
avec égalité si et seulement si
IMH|=0 < MH=0,; < H=0,;
car M est inversible. Ce qui conclut.
7.b) Justifions que si Sy < Sy alors
VYedln1®), WS Y<S,Y (%)
SoitYe My (R),
S, Y- 1YS1Y='Y(S2 —S1)Y.
Sp —S1 = '“MM avec M € GLy, (R) (question 1b). D’oi1 (%)
NS, Y- YS;Y = {MY)MY = 0.

En prenant maintenant I’opposé de (x) et en ajoutant 2X’Y
a chaque membre, on obtient

O V)= oF (V).

* D’apres ce qui précede, le maximum de %S(l est plus

; S2 it
grand que celui de @y°, soit :
X8, 71X = XS, 7 1X.
On a donc

VX € M1 (R), fx(sl‘l —Sg_l)X> 0.

Justifions que cela implique que $; 7} =S, € S, ce qui
équivaut encore a

Sp (sl‘1 —sz—l)cR:.
Soient A€ Sp (S171 —S271) et X € M1 (R)\{0,,,1} tels que
(Sl_l —SZ_I)X: AX.

Dot AlIX)2 = AXX = fx(S71 - S5 1) X > 0.
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Comme | X|| >0, onabien A =0.

7.c) Oui, il suffit de reprendre la démonstration précédente
avec des inégalités strictes.

8.a) Dans le cas d'un endomorphisme symétrique, les es-
paces propres sont en somme directe et orthogonaux.
Ainsi

p
1
@ E j cE i
j=1
J#i
Or u est diagonalisable, la somme des dimensions des es-
paces propres vaut la dimension de R”, d’out

p

Y dimE; = dim (R") - dimE; = dimE; .
J=1
Jj#i

p
D’oi 'égalité E;=E;1.
1

~. .

b

8.b) Soit (i, j) € [[l;p]]z. Soit x € R™. Le vecteur p;(x) appar-
tient 3 E;. En particulier p;(x) € Ei— Comme p; est le pro-
jecteur orthogonal sur E;

piop;j(x)=0gn.
D’out P;P;=0y.
8.c) On sait que u est diagonalisable, donc:
R"=Ej@Ey®---0Ep
Pour tout x € R, il existe (x1,...,xp) €E1 x... xEp tel que
X=X1+X2+...+Xp

Comme les espaces propres sont orthogonaux, on a pour
tout indice 7, p; (x) = x;. Ainsi

VxeR", X =p1(x) + p2(x) + -+ ppxp).
C’est-a-dire matriciellement

I,=P1+Py+...+Pp.

De plus, )
ux) =) u(p;x)
i=1
p
=Y ANjpi(x) car p;(x) €E;.
i=1
On en déduit S=A1P1+A2PZ+"'+)\pPp-

8.d) Par récurrence en utilisant la 8.b), montrer que
SEE VL0 SRS VL) SR WS

9.a) A l'aide de la question précédente et par linéarité, on
montre que pour tout polynome Q

Q) =QA1)P1 +QA2)P2 + -+ + Q(Ap)Pp.

En particulier
P
Li§) = ¥ Li(Aj)P;.
j=1

Or, par construction, on a

1 sii=j
LiA:1=6:: =
l(]) H {0 sinon

On a la simplification :
L;(S) =P;.

9.b)

def Poly1(S):

[n,m]=np.size(8)

L=SpectreDS(S)

p=len(L)

P=np.zeros ([n,n])

r=1

for i in range(1,p):
P=np.dot (P,S-L[i])
r=r*(L[0]-L[il)

return (1/r)*P

10.a) Comme les matrices P; sont symétriques, par combi-
naison linéaire, la matrice f(S) reste symétrique.
On suppose maintenant f strictement croissante (le cas
strictement décroissant est similaire). Comme

Al<A2<...<Ap

on a aussi
FAD<fA2) <...<f(Ap).

Notons que S et f(S) ont les mémes espaces propres :
E)\i (S) = ImPi = Ef()\i) (S)

Et par conséquent les mémes matrices de projections or-
thogonales. La décomposition est alors donnée par la dé-
finition directement :

~ n
f&)=) fApP;.
i=1

Pour comprendre la nuance, on peut prendre le cas
extréme ou f est constante égale a 1. Dans ce cas, il
n'y a qu’'une valeur propre 1 et la décomposition est
£ =1,.

10.b) D’apres ce qui précede, la stricte monotonie de g in-
dique que la décomposition spectrale de g(S) est

n
O =) g\)P;.
i=1
On définit alors £(&(S)) par
B n n
F(&®) =) f(eM))Pi =} fogP;.
i=1 i=1
On retrouve bien la définition de ]TBE(S)

n

fog®) =Y fog\)P;=f(g©)=Ffogs).
i=1
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D’ot le résultat.

11.a) Justifions que g est croissante : Soient Sy, Sy € %7+ (R)

n
gD = Zlg(k%)P%
P

S |

= (c)\} +d]P}

i=1
o 1pl L
=c) NPj+d) P;
i=1 i=1
g(S1) =Sy +dl,,.
De méme g(S2) = ¢Sy +dl,.
D’out pour S1 < S, on a

g(S2)—g(S1)=¢c(S2-S1) e Fi (R)

On a bien g croissante.

11.b) Soit x € R

bc—ad +g_ bc—ad+alcx+d)

clex+d) ¢ clex+d)
_acx+bc _ax+b
T clex+d)  cx+d

b—ad +a hx)
" o hx
clex+d) ¢
Si on pose
bc—ad a
fiteRi — ‘t+—€R
c
. * 1 *
l:t€R+*—>;€|R+
g:teR, —cx+deRy (c,d>0).
Alors on a

h= fo io g
et f, i, g sont strictement monotones. Plus précisément,
f est strictement croissante si bc — ad > 0 et strictement
décroissante pour bc—ad < 0 (le cas bc— ad = 0 est exclu).

On a vu que g est croissante. De méme f est mono-
tone (en distinguant suivant le signe de ad — bc).
Enfin on a montré que i est décroissante.
Supposons ad — bc < 0, le cas positif est similaire. Soient
S1,S2€ y,f*’([R).
$1<S => g1 <g(S2) g croissante

= (0g(S1)=i0g(S2) 1 décroissante
= foiog(S1)<foiog(Sy) f décroissante.
Or avec la question précédente :
Fofog=Toiog
Lapplication m est croissante matriciellement

$1<S, = m(sl) $m(52).

Lapplication est décroissante pour ad — bc > 0.
Dans tous les cas I'application est monotone.

12.a) Posons pour x fixé, C=A(x) —B(x).Ona:

detC= (ch(x) — ) ch(x) - sh(x)2

ch(x)
= ch(x)2 - sh(x)2 -1
= (ch(x) - sh(x))(ch(x) +sh(x)) -1
detC=eYe*-1=0.

On en déduit que 0 est valeur propre de C.
De plus C est diagonalisable. Si A est I'autre valeur propre
de C, I'invariance par similitude de la trace donne :

A+0=Tr(C) =2ch(x)+

=0.

ch(x)
Ainsi C a deux valeurs propres positives et
CeSF (R puis A(x)=B(x).

13.b)
On peut aussi calculer

det (A(x) — Alp)

pour trouver le spectre de A(x) puis les espaces

@ propres. Ici, on peut noter que la somme est
constante sur les lignes, des lors 11,1] est vecteur
propre. Comme les espaces propres sont orthogo-
naux dans le cas symétrique, il est pertinent de tester
avec ![1,-1].

#0
—
1 o1
Ax) 1 = (chx+shx) =e| |
_ 1 _ _x 1
A(x) -1 ]—(chx sh x) _1 =e -1 ]
N——
#0
Ainsi {e™%;e*} =Sp(AW)).

puis égalité puisque A(x) ne peut avoir plus de deux va-
leurs propres (x #0, e™* # e*).

On en déduit une base orthonormée des sous-espaces
propres en posant

1
-1

’

1
et Xo=—

V2

puis une b.o.n de Eqx (A(x)) est constituée par 'unique vec-
teur X; et celle de Eq-x (A(x)) est (X2). On a alors

1In 1
_ F __
Pr="%X1= 2(1 1)

Irr -1
t Py =XoXp = - .
e 2 2X2 2(_1 1 )
Petit résultat ici : si X est un vecteur normé, la ma-
@ |trice de la projection orthogonale sur Vect(X) est
donnée par XX.
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12.c) On a directement

Pa(A() = pa(e¥)P1+ pu(e™*) P2
= (ex)O(Pl + (eix)apg
i)‘&(A(x)) = e(xxPl + e—(xxPZ'

Or toutes les matrices A(x) (pour x # 0) ont les mémes ma-
trices de projections dans leur décomposition spectrale.
Ainsi

A(ax) = €™ P; + e Py

D’ou Pa(Ax)) = Alax).

12.d) Le réel 0 est valeur propre de B(x) associé au vecteur
propre normée

1

Y = .

= o

La seconde valeur propre est 1/chx associée a

0

Y2=[1 .

On calcule ensuite ‘Y1Y7, ¥2Ys. On en déduit que la dé-
composition spectrale de B(x) est donnée par

B(x) = ?] .

0 0
0- 0 0 + (1/chx)- 0

Par définition de la fonction matricielle

1 0
Pa(B) =pa0)- | | +Pall/chx)-

00
1

On retrouve bien le résultat attendu des le début

0 0

Pa(B) = 0 (1/chx)”

12.e) On a en reprenant le calcul de la question 12.d)

{(x) = ch(ax) (ch(txx) - ) —sh(ax)?

1
ch(x)“
ch(ax)

e =1-ch(ax)ch(x)™%/

Posons u(x) = ch(x) — 1 de sorte qu’au voisinage de 0

ux) ==-(e"-1+e*-1)

( 2 o) -xs 5 +o(x2))

u(x) = 2 +0(x )

NI»—‘ NI>—'

2.2
acx
D’ou ch(ax) =1+ - +0 (xz)

On obtient finalement

C(x):l—(1+#+o(x2))(l—%+0[x2))

2 2
x X
=1- l—(x—+(x—+o(x2J
2 2
a—1 2 2
(X)=a—x +o(x ]
2
Qu’on peut réécrire :

(a—1a
() ~ —— %
12.f) Or O‘T_locx2 < 0. Donc dans un voisinage de 0
{(x)<0.
Or on montre que

C(x) = A1 (0)A2(x)

ol A1(x), A2(x) désignent les deux valeurs propres de
Pa(A(®) — pa(B(x)). Des lors, le spectre n'est pas inclus
dans R*, la matrice py(A(x)) — px(B(x)) n’appartient pas
A%, (R). En résumé, 'implication

VABeZ i R), A<B = pulA)<pu(B)

est fausse. L'application py n’est pas croissante.

13.a) On note X = [x1, X2, ..., Xn]. Ainsi pour (i, j) € [(1; 112,

n n
XAMX=Y Y xixja;;(0).
i=1j=1

Par combinaison linéaire de fonctions intégrables sur I,
t — 'XA(t)X est intégrable sur I avec

n n
f‘XA(t)th: >y x,-xjfa,-j(t)dt
1 I

i=1j=1

n

=) ) XiXj A(t)-dt]

i=1j=1 I i,j
N———

coeffde fjAen (i,))
ftXA(t)thz tX(fA(t)dt)X
1 1
13.b) Le coefficient en position (i, j) de f(£)M est

F(0) Ml

t — f(1)[M];; est intégrable car f l'est et [M];; est une
constante et

ﬁ[f(t)M]ijdt:ﬁf(t)[M]ijdt: (flf(t)dt) M .

Les matrices ff(t)M dr et (ff(t)dt)M ont donc méme
1 1

et taille et mémes coefficients, elles sont égales.
ch(x) ™= (1+ux)™*
=1-au(x)+o(u(x)) caru(x) — 0 14.a) Lintégrande est continue sur ]0;+oo[. On a donc une
=0 intégrale généralisée en 0 et +oo.
zl—au(x)+0(x2) car u(x) ~ %212
2 , — Etude en 0. . .
:l_o‘fﬂ’(x)' A +x01% 120 79
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Comme l'intégrale de Riemann fol t~%dt est convergente
pour « €]0;1[, on prouve la convergence de F(x) en 0 par
le critére d’équivalence d’intégrales de fonctions positives.

— Etude en +oo.

X 1
(14 x8) % t—+o00 (o+1°

De nouveau, une comparaison avec une intégrale de Rie-
mann (avec o+ 1 > 1) permet de justifier la convergence
en +oo.

14.b) Soit x €# 0. On effectue de changement de variable af-
fine u = xt (donc €! et strictement monotone) pour avoir

+00 +00
f ;dt:f La — x%C
0o (A+xnt™ 0 A+uw(¥)

+00 du
C =f ——— =F(D).
o (@

oll on a posé
+ u)u®

14.c) OnaS~le #F T w).
Sp (s—l) cRY.
Ainsi S™1 + £1,, est inversible car —f € R~ et —¢ ne peut étre
dans le spectre de S71.

Soit X un vecteur propre de S et A la valeur propre associée

1
SX=AX puis S !X= 31X

et [S_1+t1n)X:SX_1+tX:

1+t)X
X .

-1

Enfin (S~ +1,) ' X = [%+t)_1X.

2 1. s - -1 o
On en déduit que S et (S 1y In) ont les mémes espaces
propres et donc les mémes matrices P; de projections or-
thogonales sur les espaces propres. La valeur propre de

(S71+1,) " surE; étant

5+
— + -
A

D’oti le résultat.

[+)\l')_1 _ Ai
)\i B l‘+)\l’.

14.d) On a par définition

_ P
E(S) = ZF(AL)P,

i=1
p +00

dt P;
le(fo 1+)\t ) !

p +00
2 P
i=1\JO0 l+}\ l’ ta

_fp Ai
0

C(L+ A1) 1%
= Rl SO -1
F(S) = fo = (s +0(In) dr.

M

P;dt

8ﬁ

14.e) On a A < B puis d’apres la proposition &2

ATl=B1

d’ot1 (question 5 avec S = tIj,;)
Al 4, =B7 41,

et de nouveau la proposition £ (les matrices sont définies
positives)

-1 -1
(A‘l + tln) < (B‘l + ﬂn)
La différence de ces deux matrices est définie positive, on
peut Iécrire sous la forme ‘MM d’apres 1.a) ii). Il vient

tX(B_l + tln)_IX— tX(A_l + tln)_lX
:tX([B_l ) - (a7 tIn)_l)X
="X"'MMX
=VX)MX

=IMX|2 = 0.

D’ol le résultat.

14.f) On peut intégrer la relation précédente pour avoir

fm tX(A_l + ﬂn)_Ithsfm fx(B‘l + tIn)_Ith.
0 0

Soit avec la question 13.a)

+00 -1 +oo -1
fx(f (A_1+tln) dt)Xst(f (B_1+tInJ dt)X
0 0
etla 14.d) donne
XFA)X < 'XFB)X
d’oit X(E®) - FA)X=0.

Si X est un vecteur propre de F(B) — F(A) pour la valeur
propre A, on obtient

X% = 5XAX) = XEB) — FA)X = 0.
——
>0
Ainsi Sp(F(B) -F(A) cR*
et F(B) — F(A) € %, (R) On conclut :
A<B = F@A)<F®B)

Lapplication F est croissante.

n
Comme F(A) = Z

n
= Z CAO(PI

1
i=

C

s L

1;\‘;9,-
1
F(A) = Cpa(A)

Comme C > 0, on a la méme monotonie pour F et pg, soit
croissante.

15.a) SoitAe R

A g 1 1 2
—— ———dt=|-In(1+ | -In(x+1¢
fo 1+12 x+t [2 n( ) e+

A

0

1
:Eln(l +A2) “In(x+A) +In(x)
1+A2

(x+A)2

1

n
2

+In(x)
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1+A?

Or -
(x+A)2

A2
NE:L

Par continuité du logarithme

1
—1In
2

D’ot le résultat.

15.b) On a

p
InS=) In(A;)
i=1

1+A2
(x+A)2

1
— —1In(1)=0.
A—+oc0 2

P;

p +0o t 1
e,
i51Jo 1+t2 Aj+t

+00 t
_fo 1+

_f+00 t
o1+

p p 1
Zpi— Z mpl‘dt

2 .
[ | i=1 M

tzln—(s-r A~ de.

Car en reprenant la démarche de la question 14.c)

n
S+ =Y (A+1)7tpy

i=1

Bonus. La preuve de 1 + 1 = 2 (au cas ou vous avez un doute) :

*54:43.

Sy + I, < Sz + .
Par la propriété &?
(S1+11,) 7 = (Sp+ 11, 7L

Ce qui donne pour tout X € .4, 1 (R)

X(Sy + t1,) "X = X(Sg + 1) X

15.c) Soient S1, Sy € #, telles que Sq < Sy. Pour tout £ € RY

On a une inégalité entre réels que I'on integre et avec la

question 13.a)

+00 1 +oo
txf (S1+1,) " dexX> fx[ (S2 + 1) "L drX.
0 0

Ce qui se traduit de nouveau par I'inégalité sur les matrices

+00 ] +00
f (S1+t1p) " de >f (S + 1)t de.
0 0

On peut maintenant multiplier par —1 et utiliser la ques-

tion 5 pour obtenir
Finalement
In(Sy) < In(Sy).

Ce qui conclut!

Fia,Bel.DianB=A.=.avBe2

Dem.
F.o%5426.DFa=tz.8=1ty.D:avBe2.=.2%y.

[%51-231]
[%1312]
Fo(1).#11111'85. D

Srnty=A.
anfB=A (1)

1]

Fu(ge,y).a=tz.8=ty.D:avBe2.=.anB=A (2)

Fo(2).%11'54 . %521 .2 F . Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been

defined

,that 14+1=2,
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