Chapitre 5
Matrices et systemes linéaires

Définition d’une matrice

Définition 1.0.1. Une matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans R est un tableau :

al’l PEEEEY a/17p
A= (ay =@z
an71 oo an7p
ou a;,; est le coefficient de la i-eéme ligne et j-eme colonne.
On dit que la matrice A est de taille (n,p).
1 0.2 -1
Exemple 1.0.1. On considere la matrice A = % 3 2 |. Donner la valeur des coefficients
—-2.1 4 1
suivants :
a2 = az2 = a1 =
a2,3 = a3 = a2,2 =

Notation 1.0.2. L; désigne la i-¢me ligne et C; la j-eme colonne.

Notation 1.0.3. On note M, ,(R) I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients
dans R.

Définition 1.0.4.

e Une matrice qui a autant de lignes que de colonnes, c’est-a-dire telle que n = p, est appelée
matrice carrée d’ordre n. Elle forme en effet un tableau carré de nombres de dimension
n.

e Une matrice qui n’a qu’une ligne, c’est-a-dire n = 1, est appelée vecteur ligne de lon-
gueur p.

e Une matrice qui n’a qu'une colonne, c’est-a-dire p = 1, est appelée vecteur colonne de
longueur n.

Notation 1.0.5. On note M,,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
R.

Exemple 1.0.2. 1. La matrice A = <; i) est .o

1
2. La matrice B = 0 est ..o
-1

3. LamatriceC:(l 0.3 —2) est v

Définition 1.0.6.
e Les éléments diagonaux d'une matrice carrée sont les termes a; ;.
e Une matrice est diagonale si n =p et si Vi # j, a;; = 0.
e Une matrice est triangulaire
— supérieure si Vi > j, a;; =0
— inférieure si Vi < j, a;; = 0.
On appelle pivots ses coefficients diagonaux.




Exemple 1.0.3. 1. La matrice A = (1 O) €St v

0 2
1 2 3
2. Lamatrice B=|0 1 —1]est......coocvv. ...
00 -1
-1 0 0
3. La matrice C = 2 3 0 est ..o
1 03 -2

Définition 1.0.7. La matrice identité est la matrice diagonale telle que a;; = 1 pour tout
1 <n. On la note I,.

Définition 1.0.8. On dit que deux matrices A et B sont égales si elles sont de méme dimension
et que pour toutes les lignes ¢ et toutes les colonnes j

ai,j = bij-

2 Opérations sur les matrices

2.1 Addition

Proposition 2.1.1. Soient A et B deux matrices de méme taille.
La matrice A 4+ B est la matrice dont le coefficient en ligne ¢ et colonne j vaut

a;j + bij

pour toute ligne ¢ et toute colonne j.

Exemple 2.1.1. Calculer les somme suivantes :
1 1 2 n -1 2\
“\2 3 3 1)

2. (1 -1)+(2 2)=

Remarque 2.1.1. La somme de matrices est commutative, c’est-a-dire que A+ B = B + A.

2.2 Produit d’une matrice par un scalaire

Proposition 2.2.1. Soit A une matrice et £ un nombre réel.
La matrice kA est la matrice dont le coefficient en ligne ¢ et colonne j vaut

k ai,j

pour toute ligne ¢ et toute colonne j.

Exemple 2.2.1. Calculer les produits suivants :
1 2
1. 2 x (2 3> =

2. =3x (1 2)=



2.3 Produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne

Proposition 2.3.1. Soit A un vecteur ligne de longueur n et B un vecteur colonne de longueur

n.
La produit AB est le nombre réel obtenu en ajoutant les produits du premier coefficient de A
par le premier coefficient de B, du second coefficient de A par le second coefficient de B, etc :

a1 b1y +ai2b21+ai13 bz +...+ai, by

Exemple 2.3.1. Calculer les produits suivants :

1 (1 2) (;) =

2. (1 -1 3)(-1|=
—2

2.4 Produit d’une matrice par un vecteur colonne

Proposition 2.4.1. Soit A € M,, ,(R) et B un vecteur colonne de longueur p.
La matrice AB = C est la matrice colonne de longueur p dont le coefficient en ligne i est le
produit de la ligne ¢ de la matrice A et de la matrice colonne B :

ci=a;1 b1 +a;2b21+a;3b31+...4+a;pbp

pour toute ligne i € [|1;n|].

Exemple 2.4.1. Calculer les produits suivants :

60)-
L0 9)6)-



2.5 Produit de deux matrices

Proposition 2.5.1. Soit A € M,, 1 (R) et B € My, ,(R).
La matrice AB = C est la matrice de taille (n,p) dont le coefficient en ligne i et colonne j vaut

cij=ai1 bijtai2b;+aizbs;+...+ainbn;

pour toute ligne i et toute colonne j. C’est-a-dire que le coefficient ¢; ; est le produit de la "¢
ligne de A par la j¢ colonne de B.

Exemple 2.5.1. Calculer les produits suivants :

o3) G 2)

2o 2) 6 5)-

Remarque 2.5.1. En général, le produit de matrices est non commutatif : AB 7# BA (voir les
exemples 1 et 2 ci-dessus).

Définition 2.5.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit m un entier naturel.
La matrice A™ est la matrice carrée d’ordre n défine par

AM=Ax Ax...x A.

m termes

1 -1\
Exemple 2.5.2. < 3> =



2.6 Transposition d’une matrice

Définition 2.6.1. Soit A € M,, ,(R).
On définit la matrice transposée de A par *A = C € M, ,(R) avec :

Vi € Hl?pHv Vj € Hl?nHa Cij = Qj,i

Exemple 2.6.1. Donner les transposées des matrices suivantes :

1 -1
cas (b

Proposition 2.6.1.
1. {A+B)= "A+'B.

2. (aA) =a A,
3. (*A) = A.
4. ({AB) = 'BA.

Définition 2.6.2.
e Une matrice est symétrique si et seulement si ‘A = A.
e Une matrice est antisymétrique si et seulement si ‘A = —A.

Exemple 2.6.2. Déterminer si les matrices suivantes sont symétriques ou antisymétriques.

1 2
a (L)

~1 -3

Notation 2.6.3.
e On note S, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n symétriques.
e On note A, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n antisymétriques.




3 Matrices carrées

3.1 Calculer la puissance ni®™¢ d’une matrice carrée

Méthode 3.1. Pour calculer la puissance n'®™¢ d’une matrice carrée A, il y a deux méthodes :

1. On calcule a la main les premieéres puissances de A, on en déduit la forme générale des
coefficients et on prouve cette formule par récurrence.

2. On décompose la matrice A sous la forme A = a I, + N, avec N une matrice nilpotente,
c’est-a-dire telle qu'il existe k& € N tel que N*¥ = 0 ou bien telle que N* s’écrit facilement
a partir de NV, puis on utilise la formule du bindéme de Newton.

1 -2 —6
Exemple 3.1.1. Onnote B=|-3 2 9
2 0 -3

1. Calculer B? et B3.

2. Calculer B™ pour tout entier naturel n.



Théoréme 3.1.1 (Formule du binéme de Newton).
Si A et B sont deux matrices carrées qui commutent, on a la formule :

n

A+B)" =Y <Z> Ak pr—k

k=0
1 -1 0
Exemple 3.1.2. Calculer A"oud=[|0 1 -1
0 0 1



3.2 Matrice inversible

3.2.1 Le cas général

Définition 3.2.1. Une matrice A € M,,(R) est inversible si et seulement si il existe une matrice
B telle que AB = BA=1,.

Notation 3.2.2. L’ensemble des matrices inversibles de M,,(R) est noté GL,, (R).

Proposition 3.2.1. Soit A € M,,(R). S’il existe B € M, (R) telle que AB = I, (on dit que A
admet un inverse & droite) alors A est inversible d’inverse A~! = B.

Remarque 3.2.1. De méme si A € M,,(R). S’il existe B € M,,(R), telle que BA = I,, (on dit que A
a un inverse & gauche) alors A est inversible d’inverse A~! = B.

1 0
Exemple 3.2.1. Soit A= | 0 1
1 1

— =
+ [a)

1. Calculer A%, A% A% —3A% + 34 — 2I5.

2. En déduire que A est inversible et donner son inverse.



Proposition 3.2.2.
L. (A H =4
2. (tA)—l _t (A_l)
3. (AB)"'=B1A"!

Proposition 3.2.3. Soit A = <CCL Z) € Ms(R).
e La matrice A est inversible si et seulement si ad — be # 0.
1 _
e Si A est inversible, alors son inverse est A™! = d b .
ad —bc \—c a

Exemple 3.2.2. On considére la matrice A = (; g)

1. La matrice A est-elle inversible 7

2. En utilisant la proposition, donner B 'inverse de A.

3. Vérifier qu’il s’agit bien de I'inverse de A.

3.2.2 Matrices diagonales

Théoréeme 3.2.4. L’ensemble D,, des matrices diagonales d’ordre n est stable par addition et
par multiplication et commutatif.

Exemple 3.2.3. Multiplier les matrices A = <(2) _01> et B = <_03 (1)>

Théoréme 3.2.5. D € D,(R) est inversible si et seulement si ses pivots sont tous différents de

0 et ) .
D e “l_pl— ... —
( (ah 7an)> (al’ ) an)
2 0 0
Exemple 3.2.4. Déterminer si la matrice A = [0 —1 0] est inversible et, si oui, donner son
0 0 3

inverse.



3.2.3 Matrices triangulaires

Théoréme 3.2.6. L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (de méme pour inférieures)
d’ordre n est stable par addition et par multiplication.

Théoréme 3.2.7. Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses pivots sont tous
différents de 0.

2 1 -1
Exemple 3.2.5. Déterminer si la matrice A= |0 —1 3 | est inversible.
0o 0 3

Remarque 3.2.2. Dans le cas des matrices triangulaires, il n’existe pas de formule simple pour la
matrice inverse.

4 Systemes linéaires

4.1 Lien entre systeme linéaire et matrice

On consideére le systéme linéaire suivant

a11T1+a12 T2+ ... +a1p Ty = b1

ag1 1+ a2 To+...+agp xp, =bo

ap1 T1+ Ap2 T2+ ...+ anp Tp = by
qui comporte n équations et p inconnues z1,x2,. .., Tp.

Il peut s’écrire sous forme matricielle AX = B ou
e A est la matrice de dimension (n,p) de coefficients a;

1

e X = | : | un vecteur colonne de longueur p
Zp
by

e B = | ! | un vecteur colonne de longueur n.
bn

Proposition 4.1.1. On considere un systéme linéaire qui s’écrit AX = B avec A une matrice
carrée d’ordre n et B une matrice colonne de longueur n.
Le systéme linéaire admet une unique solution si et seulement si A est inversible.
La solution vaut alors

X=A"'B

Définition 4.1.1. Un systéme de Cramer est un systeme d’équations de la forme AX = B
avec A une matrice inversible.

10



x1 + 3 x2

- sous forme matricielle et le résoudre.
2x1+2x9 =8

Exemple 4.1.1. Ecrire le systeme linéaire {

Proposition 4.1.2. A € M, (R) est inversible si et seulement si VY € M, ;(R), AX =Y
possede une unique solution Cette solution donne A~! par X = A~Y.

2 1 -1
Exemple 4.1.2. Inverser la matrice A= |0 -1 3
0 0 3

4.2 Opérations élémentaires sur les matrices

Définition 4.2.1. Les opérations élémentaires sont les opérations que 'on peut effectuer sur
un systeme sans changer les solutions du systeme :

. Echanger deux lignes : L; <+ L;

e Multiplier une ligne par un scalaire a # 0 : L; < al;

e Ajouter a une ligne un multiple d’une autre ligne : L; < L; + aL;

Théoreme 4.2.1. Soit A une matrice. Il existe une suite d’opérations élémentaires telle que la
matrice obtenue soit triangulaire supérieure.
La matrice obtenue est une réduite de Gauss de A.

Remarque 4.2.1. Il n’y a pas unicité de cette réduite.

11



2 ‘-
) en précisant

Exemple 4.2.1. Donner deux exemples de réduite de Gauss de la matrice A = (2 3

la suite des opérations élémentaires effectuées.

Théoréme 4.2.2. Soit A une matrice carrée. A est inversible si et seulement si une de ses
réduites de Gauss est inversible, c’est a dire si tous ses pivots sont non nuls.

4.3 Algorithme du pivot de Gauss

4.3.1 Résoudre un systeme linéaire

Proposition 4.3.1. On veut résoudre un systeme linéaire du type

ajg 1 +ai2r2+ .. taipxr, =bh
asy 1 +ago ro+ ... +agp x, =by
(p1 T1+Ap2 T2+ ...+ anp Tp = by

O les coefficients a; ; les b; sont connus.
Pour cela, on applique ’algorithme du pivot de Gauss.

Etape 1 Déterminer la premiere ligne dont le coefficient devant x1 est non nul
(de préférence 1 ou —1)
Etape 2 Si ce n’est pas la premiere ligne échanger la premiere ligne et cette ligne
afin d’avoir un coefficient a # 0 devant
FEtape 3 Diviser la ligne par a
Etape 4 Ajouter des multiples adéquats de cette ligne aux lignes en-dessous pour
faire disparaitre les o1 dans les lignes en dessous
Etape 5 On recommence avec les lignes restantes et xs puis avec xs,...,
jusqu’a avoir un systeme de la forme
Ti+aiy Tat...tay, wp =0
To+...tay, ¥ =0b
xz, =b),

Derniere étape | En travaillant de droite & gauche, pour chaque colonne qui contient un pivot,
on ajoute des multiples adéquats de la ligne du pivot au lignes au-dessus
pour faire apparaitre des 0 au-dessus du pivot

Il ne reste plus qu’a en déduire x,, puis xp_1,...,puis 1.

12



Exemple 4.3.1. Résoudre le systeme linéaire suivant :

13

T1 + x9 — 373
2x1+6 20— 1023
r1 — Ty — X3



4.3.2 Inverser une matrice

Proposition 4.3.2. On souhaite inverser, si possible, une matrice A € M,,(R).

I
On commence par écrire notre probleme sous forme de systeme : AX =Y avec X = T2 et
In
Y1
y = | Ensuite, on applique a ce systeme I'algorithme du pivot de Gauss.
Yn

Si A est inversible, on aboutit & un systeme de la forme X = BY ou on aura alors B = A1

o = O

1 1
Exemple 4.3.2. Inverser, si possible, la matrice A= | 0 1
1 2
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