Lycée Louis Thuillier Année 2025-2026
ECG1

Devoir maison 14 pour le 26/05/2026

Exercice 1. .

On considere la fonction définie sur R par f(z) = 1 j_ —.
e
Soit C sa représentation graphique.
1. Calculer lim f(x).
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2. Mont tout ¢ € R : = .

(a) Montrer que pour tout z on a: f(x) T

Pour tout z € R,
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(b) En déduire ;EETOO f(z).
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On sait que lim e *=0,donc| lim f(z)= lim =1
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3. (a) Monter que la dérivée de f vérifie, pour tout réel z, la relation : f/(z) = (1—1?71)2'
e

La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions usuelles qui le sont avec un
dénominateur qui ne s’annule pas.
e’(1+e%)—e* xe¥ e(l+e"—e") e’
Pour tout réel z, f/'(z) = = = :
fx) (1+e%)? (1+e%)? (1+e%)?
(b) Déterminer le sens de variation de f. Dresser son tableau de variation en y faisant figurer
les limites calculées aux questions 1 et 2 ainsi que f(0).

Une exponentielle et un carré sont toujours positifs, donc f’ est toujours positive. Par
conséquent f est croissante sur R.

Voici son tableau de variation :
x —00 0 “+00
0 1 1
1 0 = ¢ = — = —
1 1(0) D+l 141 2
0

(c) Déterminer I’équation de la tangente 7 & C au point d’abscisse 0.
Une équation de la tangente 7 a C au point d’abscisse 0 est donnée par y = f/(0)(x—0)+f(0).

On a f(0) = % et f(0) = (H‘ZZO)Q = QL = % donc la tangente a pour équation |y = %x + % :
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4. Montrer que pour tout réel z on a : f”(z) =

La fonction f’ est dérivable sur R comme quotient de fonctions usuelles qui le sont avec un
dénominateur qui ne s’annule pas.



Soit x € R, on a :
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5. Etudier la convexité de f.
Pour tout nombre réel x, e* est strictement positif et donc (1 + e%)3 est strictement positif
également. Par conséquent, le signe de f”(z) ne dépend que du signe de (1 — e%).
Résolvons 1 —e®* =0 :

l-e"=0<=¢e"=1<=z=In(1) <=z =0.

Voici donc le tableau de signe de f”(x) :

x —00 0 400
1—e” + 0 -
f() + 0 -

On en déduit que :
e f est convexe sur | — oo; 0],
e f est concave sur |0; +o0],
e le point d’abscisse 0 est un point d’inflexion de f.

Exercice 2.
On note E = R3[X] et f 'application définie sur E par :

VPeE, f(P)=P(X—-2)-2P(X)+P(X+1)
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

— On vérifie que f est linéaire.
Soient P et @ € R3[X], soient A et p € R.

JOAP +pQ) = (AP + pQ)(X — 2) = 2(AP + pQ)(X) + (AP + pQ)(X +1)
=AP(X —2)+puQ(X +2) —2AP(X) — 2uQ(X) + AP(X + 1) + uQ(X + 1)
=AMPX—-2)—2P(X)+P(X+1)+u(QX—-2)—2Q(X)+ QX +1))
=Af(P)+pf(Q)

donc f est une application linéaire.



— On veut montrer que VP € R3[X], f(P) € Rs[X].
Si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n, il en est de méme de P(X — 2),
P(X +1), qui sont de méme degré que P. Ainsi, f(P) est de degré au plus n comme somme
de polynomes de degré n.

— f est donc un endomorphisme.

. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de E.

Pour ce faire, il faut calculer les images des polynoémes de la base canonique, c’est-a-dire les
f(X*) pour tout k € [|0, 3|].

— On pose P =1 le polynéme qui envoie tout le monde sur 1.
f(P)=P(X—-2)—-2P(X)+P(X+1)=1-2x14+1=0g
— On pose P = X le polynéme qui envoie X sur X.
f(P)=P(X-2)-2P(X)+PX+1)=(X-2)-2X+(X+1)=-1
— On pose P = X? le polynéme qui envoie X sur X?2.
f(P)=P(X —2)—2P(X)+P(X +1)= (X —2)? —2X* + (X +1) = —2X +5
— On pose P = X3 le polyndme qui envoie X sur X?3.
f(P)=P(X —2)—2P(X)+P(X +1) = (X -2 —2X® + (X +1)3 = -3X? + 15X — 7

On en déduit la matrice de f dans la base canonique (1, X, X2, X3) :

0o -1 5 -7
0 0 -2 15
A= 0o 0 0 =3
0 0 0 O

. Déterminer le noyau et I'image de f.
On a:
Imf = Vect{—1,-2X + 5, -3X? + 15X — 7}

De plus, la famille {—1, —2X + 5, —3X2 + 15X — 7} est libre car composée de polynomes de
degrés 2 a 2 distincts, c’est donc une base de Imf. Donc Imf est un sous-espace de dimension
3 et inclus dans Ro[X] qui est lui-méme de dimension 3, et donc :

Imf = Ry[X]
Le théoreme du rang donne alors :
dimker f =dim E —rg(f) =4—-3=1.

Or 1 € ker f d’ou
Vect{1} C ker f

De plus, la famille {1} est libre car 1 # O, donc la famille {1} est une famille libre & un élément
de ker(f) et ker(f) est de dimension 1, donc

ker f = Vect{1}.



