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ECG1

TD 5 - Matrices et systémes linéaires

Exercice 1.

2 1 3 -1 0 3 =2
On donne A = <i ;’ _52>,B: -4 0 1|,c=14 2 0 1 |etD= <_32 _14 ;l)
3 -1 =2 3 1 -4 -3
1. (a) Calculer 2A — 3D.
(b) Vérifier par le calcul que (A+ D) C=AC+ D C.
(c) Vérifier par le calcul que ‘(A C) = tC tA.
2. Vérifier que (A B) C = A (B C).
Exercice 2.
Soient
-3 2 1 -1 1 0
A= 1 -1 0 et C=1 -3 0 2
4 1 2 2 0 -1

Peut-on trouver B telle que BC = A?

Exercice 3.

0 1 -1
Soit A la matrice: | —=3 4 -3
-1 1 0

1. Calculer A2 et vérifier que A% — 34 + 21 = 0.

2. En déduire que A est inversible et calculer A71.
3. On pose B, = A"+ A — 21.

(a) Montrer que A2 — 247+l = Antl 24",
(b) Montrer que A"+2 =247+ 1 A — 2]
(

)
¢) Montrer que By 12 = 2Bj41.
)

d) Calculer A".

Exercice 4.

o 1 -1
On considére A = | -3 4 -3 | la matrice de ’exercice 3.
-1 1 O

1. Soit P le polynoéme x + 2 — 3z + 2. Déterminer pour tout entier n le reste de la division de

x +— x" par P.

2. En déduire 'expression de A™.

Exercice 5.
o1 ... 1

1
Soit n € N*. On note A = | . € M, (R). Déterminer A* pour k € N.



Exercice 6.

1 10 010
On considére les matrices A= |0 1 1|etT =10 0 1
0 0 1 0 0 0

1. En se basant sur les valeurs de T2 et T3, calculer 7" pour tout entier n > 0.

2. En déduire A™ pour tout entier n > 0.

Exercice 7.
On dit quune matrice M est nilpotente si il existe k € N tel que M* = 0. Montrer que la matrice
I, — M est inversible et que;

(In—M) =1, +M+ - -+ M

1 2 3 4
Application : Calculer 'inverse de A = 01 11
0 01 2
0001
Exercice 8.
1 1 0
On considere la matrice A= |0 1 1
0 01
1 a, b,
1. Montrer que A = |0 1 a,
0 0 1

2. Donner une relation de récurrence sur a, et b,. En déduire A™.

Exercice 9.

1 -1 -1 011
SoitA=| -1 1 -1 |etJ=[1 01
-1 -1 1 1 10

1. Montrer que A™ = a,I + b, J.

2. Déterminer A".

Exercice 10.
Résoudre par la méthode du pivot de Gauss :

2y+32=0
2 z+2y+2=0

1){ r+y+22=0
r+3y+22=0

r—y+8=0

Exercice 11.
Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et donner leur inverse.

1 3
a3

10 2
2.B=|3 -1 1
-2 4 3

Exercice 12.
Résoudre dans R? le systeme

r+2y—=z =a
—2x—3y+3z =b
r+y—2z

ou a, b et ¢ sont des réels donnés.



Exercice 13.
Résoudre les systemes suivants :

TH+2y4+2w==6

r+y—3z=1 204+ 2y —2=-1

_ 3+ 5y — 246w =17 _

1) 2z+6y—10z2=-2 2) 9%+ Ay + 2+ 2w — 12 3)¢ dx+4y —3z=—1
T—y—2=23 T+y=2

20 —Tz4+ 11w =7

Exercice 14.
Résoudre et discuter les systemes suivants :

T+3y+z=-5

1){ Exxfiyi?Q 20 —z—2y+mz=4
y= r—my—+z=->

Exercice 15.
Résoudre par la méthode du pivot :

r4+2y+3z+4 =1

) 3$+_ y_ng‘; gy 2oHdydztt=1
4 B 3r+4y+z2+2t=1
—r+2y—2z=3

dr+y+224+3t=1

Exercice 16.

10 6 O
Soit A € M3(R) telle que A= | —-12 -8 0
-6 —6 4
1. Calculer A% — 24
2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse
3. Déterminer le reste dans la division euclidienne de 2™ par 2% — 2z — 8
4. En déduire A™ en fonction de n.
5. La formule est-elle vraie pour n = —17

Exercice 17.
Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que A? = 0.

1. A Paide d’un raisonnement par ’absurde, montrer que A n’est pas inversible.

2. Montrer, en revanche que I,, + A est inversible

Exercice 18.
-1 11
SoitA=|1 0 2
0 1 1
1. Vérifier que A% —4A — 213 = 05

2. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 19.

On considere la matrice 4 = <31 42)

1. Calculer A%2 — 3A + 21,

2. En déduire que la matrice A est inversible et donner son inverse
3. Calculer A™.



Exercice 20.
2 1 2
Soit A=[0 2 1]. A l’aide du binéme de Newton, calculer A™
0 0 2
Exercice 21.
-3 2 1
Soit A= 0 -3 1 |.Calculer A™.
0 0 -3

Exercice 22 (A4).
Résoudre les systemes suivants :

20 —y+32=3 20 +y+2z=2 mz 4yt =1
3r+y—952=0 T+3y+z=5

1) 2) )4 z+my+z=m
dr —y+z2z=3 T+y+oz=-7 oty 4+ e = m2
z+3y—132=—6 2 +3y —32=14 Y -

Exercice 23.
Soit J € M,,(K) telle que J;; =1 et A € M,(K). Montrer que JAJ = o(A)J ou 0(A) est la somme
des termes de A.

Exercice 24.
Soient A et B deux matrices de M,,(C) définies par :

V(i,j) € [L,n]?, aij =1, bij = (—1)""

Calculer AP, BP, AB, BA.



