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Exercice 1. [Ecricome 2019, ex1]

On consideére la suite (In),,~, définie par :

Vn e N, In:/Q(cost)" dt
0

1. Montrer que I,, est bien défini pour tout n € N.
Calculer Iy, I et Is.
La fonction cosinus est continue sur R ainsi que la fonction polynomiale v — u™ donc par
composition la fonction ¢ — (cost)™ est continue sur R donc on peut l'intégrer sur le segment
[0, %] et I,, est bien définie.
OnaIO:/2 1dt:E
0 2

L = /2 (cost)dt = [sint]og = 1.
0

Pour la suite on utilise la relation cos(a 4 b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) vraie pour tout a,b
dans R. On a en particulier cos(2a) = cos(a)? —sin(a)? = cos(a)? + cos(a)? — 1 = 2 cos(a)? — 1.
Donc cos(a)? = £ (cos(2a) +1).

1 2
{2 sin(2t) + t} - %.

0

B 21 1
Par conséquent Iy = /2 (cost)?dt = /2 5 (cos(2t) +1)dt = 5
0 0
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (), -
En déduire que la suite (I,,),,, converge.

On calcule le signe de

2 ) bl
Inyi—1, = / (cost)™t dt—/ (cost)™dt

0 0

= : cost)" T — (cost)” — [ 7 (cost — 1) (cost)"
_/O(( £~ (cost)") dt /( £ — 1) (cos t)"dt.

0

Pour tout ¢ € [0,5],0 < cos(t) < 1 donc (cost — 1) (cost)™ < 0. En intégrant selon ¢ sur
[0, g] avec 0 < 7, on obtient

InJrl - In <0.
Donc la suite (Ii)ren est décroissante. Comme, pour tout ¢ € [O, g] ,0 < cos(t), en intégrant
selon t sur [O, g] avec 0 < 7, on obtient

0< 1.

Donc la suite (I;)ren est décroissante et minorée donc .

(b) A Paide d’une intégration par parties, montrer que Vn € N, I 1o = (n + 1) (In — Iny2)



3 n+2 2 n+1
On remarque I, 19 = (cost)"=dt = (cost)™™ cos(t)dt.
0 0

On pose u/(t) = cos(t) et u(t) = sin(t) puis v(t) = (cost)" "1 v/(t) = (n+1)(—sin(t))(cost)™,
les fonctions u, v sont C sur [O, g] et

Inyo = [sin(t)(cos t)"“]é—/oz(n—i—l)(— sin(t))(cost)" sin(t)dt = 0+(n+1) /02(sin(t))2(cos t)"dt

= (n+1) /02 (1—cos(t)?)(cos t)"dt = (n+1) /UZ(COS t)"dt—(n+1) /02 (cost)"2dt = (n+1)(I,—Ins2).

Bilan : ’ Pour tout n € N, I,10 = (n+ 1) (I, — In12). ‘

En déduire que :

(2n)! = (2"n!)?
— et Iopy] = ——2—
2?2 T @i 1)

Vn €N, I, =

Ce qui précede assure que I,19 = (n+ 1)I,, — (n + 1)[,,12 donc (n + 2)I42 = (n+ 1)1,
donc I, 49 = %In.

(2n)! _(2"n))?

(an!)Qg et IQnJFl - (2n+1)!) :

Avec Iy = 5 et I1 = 1, on voit que Hy est vraie.

Supposons H,, vraie, on a alors

On pose alors H,, : (Ign =

2n+1

m+2 "

_ 2n+1 " (2n)! m

Ho 2042 (27p))? 2

_ 2n+2 2n+1 (2n)! =«

T2nt1) 2+ 1) (2m)? 2
T
2n+1)! =«

(2n+li(n +1)1)% 2

Iyiny1) = Iong2 =

Puis
2n +2
Iz(n+1)+1 = Iopt1+2 = m 2n+1
_+2 (27n!)?
Mo 2n4+3  (2n+1)!
Mm+2 242  (2'n!)?
= X X
2n+3  2(n+1)  (2n+1)!
=1
(@ (1))
2+ 1)+

Donc H, 41 est vraie.
Conclusion : | pour tout n € N, H,, est vraie. ‘




(d) Compléter la fonction I suivante, qui prend en entrée un entier positif n, afin qu’elle retourne
un vecteur u qui contient les 2n + 2 premiers termes de la suite (I5,),,-¢ -

1 |def I(n):

2 u=np.zeros (2*n+2)

3 ul0]=np.pi/2

4 ul1]=1

5 for k in range(1,n+1)

6 u[2*xk]=(2xk-1)/ (2xk) *u [2xk-2]

7 u[2xk+1]=(2%k) / (2xk+1) *u[2*k-1]
8 return u

3. (a) Rappeler un équivalent simple de & — cos(z) — 1 et u — In(1 4+ u) au voisinage de 0.
Le cours dit que cos(x) — 1 v —%2 et In(1+ u) v

1
—Vi.

(b) Montrer que nln (cos (n_1/4))

n—+oo

En déduire lim (cos (n_1/4))n .
n—-+oo

Pour tout n € N*, on a 0 < n~%/* < 1 donc 0 < cos(n‘1/4) < 1 et on peut composer par In.

Ainsi n1n(cos(n=%)) = nln (1 + cos (4%/5) - 1) or %ﬂ fnd 0 donc

1 1 1
L)1~ = _ ;
o8 (é/ﬁ) +oo  2nl/2 2y/n +oo 0
donc nIn(cos(n=1/4)) X (cos (%\/ﬁ) — 1) I —n = _@_

On en déduit que nlIn(cos(n /%)) f —00, en composant cette limite par exponentielle, il
(e.e]

exp (nln (cos(n_1/4))) = (cos(n_1/4))n — 0.

“+oo

vient

(c) Montrer que : lim (cos (n_2/3))n =1.

—-+o00
Avec un raisonnement analogue,

1
C°S<n>‘1+’:o‘wfoo0

1
2/3
donc n In(cos(n=%/3)) X (cos <n§/3> - 1) ol — i = —%%/3.

On en déduit que nln(cos(n_2/ ) ﬁ 0, en composant cette limite par exponentielle, il
o0

exp (nln (cos(n_Q/g))> = (cos(n_Q/g))n — 1.

“+oo

vient

4. (a) Montrer que pour tout n € N* :

n—1/4

/ (cost)™dt < n~1/4
0

Soit n € N*, sur [0;n~ /4], (cost)"™ est dominé par 1 donc en intégrant avec 0 < n~ /%, on a
n-1/4 n-1/4
/ (cost)"dt < / 1dt = n~ 14,
0 0



(b)

Montrer que pour tout n € N* :

/51/4 (cost)dt < g (cos (n_1/4>)n

Soit n € N*, sur [n*1/4; Z] .t — (cost)™ est décroissante donc dominée par (cos(n*1/4))n

donc en intégrant avec n= /4 < Z on a
2 )

[ e [ (o) () (5 ) 3 ()

En déduire que lim I, = 0.

n—-+o00

On utilise la relation de Chasles, les questions 3(b), 4(a), 4(b) et le fait que I,, est positive,

0<t,= [
0

Donc par encadrement | I, ? 0.
o0

n—1/4 w/2

n n 1 m —-1/4 "
+ < + — 0.
(cost)"dt /71_1/4(00575) dt < Aty (cos(n )) : 0

Montrer que pour tout n € N* :

n—2/3

I, > /0 (cost)™dt = n~2/3 (cos (n_2/3))n

En déduire la nature de la série de terme général I,,.
Soit m € N*. On utilise la relation de Chasles

n-|
0

Sur [n_2/ 31/ 2], cosinus est positif donc, avec des bornes dans l'ordre croissant, on a

w/2
/ (cost)"dt > 0.

—2/3

n—2/3 w/2

(cost)"dt +/ (cost)"dt.

n—2/3

n—2/3

Donc I,, > / (cost)"dt, on utilise une fois de plus le fait que ¢ — (cost)™ est décroissante

sur [O;n_Q/S} pour minorer,
n—2/3

I, > /0 (cost)™dt > (cos (n2/3)>n/0 1dt = (COS (n*2/3))nn*2/3.

A la question 3(c), il est vu que (cos(n*2/3))n — 1 donc (cos (n*2/3))nn*2/3 ~ n23 =
+oo +oo
1

n2/3

Or

n—2/3

< 1 donc la série de Riemann # diverge donc par comparaison des séries a
n>1

sz oy ;. _ n o _ . . ;.
terme général positif, la série > (cos (n 2/ 3)) n=2/3 diverge et par comparaison la série
n>1

wiN

> I, diverge.

n>1

Ecrire une fonction en Python qui prend en entrée un entier naturel n et qui renvoie en

sortie le terme de rang n de la suite des sommes partielles associée a la série ) I,
n=0



1 |def somme(n):
2 S=0
3 u=I(n)
4 for k in range (n+1):
5 S=S+u (k]
6 return S
, 2
6. (a) Montrer que pour tout réel ¢t de |—m, [ : cos(t) + 1 = 57
14 tan (5)
2t
Soit t €] — , 7], 1+tai2(%) - Sj%%) - COSQ?;iiian(%) = 2c0s?(%) = cos(t) + 1
o2(5)

(b) A Tl'aide du changement de variable u = tan (%), montrer que :

/’5 dt
L ——
o 14 cos(t)

w/2 1
@ est continue sur le segment [O; %] donc 'intégrale /

—dt
1 + cos(t)
est bien définie. On applique le changement de variables v = tan (%) de classe C! avec

du=1(1+tan?(}))dt = H%Os(t)dt.

Avect = 0,u =0 et avec t = 5,u = 1, donc

/2 1 1
/ —dt = / 1du = 1.
o l4cos(t) 0

(¢c) Montrer que pour tout entier 7 :

La fonction t — H;
COS

n

B 2 dt 2 (—cos(t))"t?
> (DM = /O T+cos(t) /0 Treost)

k=0

Soit n € N, on utilise la linéarité de I'intégration,

n

kg n /2 o o w/2 M B .
S (1) Ik_kzzo/o (—1)*(cos(t)) dt—/o S (= cos(t))dt.

k=0 k=0

Or sur [0;5],—cos(t) # 1 donc Y (— cos(t))* = % De plus la fonction ¢ +—
k=0

—(=cos(t))" !

TTcos() est continue sur le segment [O; %], donc

n

B /2 1 ™2 _(— cos(t))"t?
Z(—l)k-’k —/0 1+cos(t)dt_/o Tos(t)dt

k=0

(d) Montrer que :

Vn €N, <t

/’5 (= cos()™
0

1 4 cos(t)

On utilise la positivité de I'intégration avec le fait que 0 < 7,
- /7r/2 _(_ COS(t))n+1
0

/”/2 —(—cos(t))"“dt
0 1+ cos(t)

w/2 n-+1 w/2 n+1
g — / | cos(t)] df — / cos(t) dt
1+ cos(t) 0 0

1 + cos(t) 1+ cos(t)




On a | cos(t)|["** = cos(t)"* car cos est positif sur [0; 5]. On a aussi avec cet argument que,

n+1
] ,ﬁ < 1 donc en multiplinat par cos(t)"*! positif on a Cloj(ctgs(t) <

cos(t)" 1, puis en intégrant toujours avec des bornes dans I'ordre croissant, il vient

pour tout t € [0;%

/”/2 —(—cos(t))" ! dt
0

/2 T
< )" Tdt = .
1+ cos(t) - /0 cos(t) a

(e) En déduire que la série > (—1)¥I;, est convergente et déterminer sa somme.
k>0

On en déduit avec 6(c) puis 6(b) que

n

/2 1
- z(_l)klk B /0 1+ cos(t) dt

k=0

n

> (1fL -1

k=0

< Inqa.

/W —(=cos())"*
0

1 + cos(t)

Or la suite (1)) converge vers 0 selon 4(c), donc par encadrement

n

> (=D -1

k=0

— 0 donc Z(—l)klk — 1.

n—-+o0o n—-+o0o
k=0

Conclusion : |la série > (—1)*I; converge et sa somme vaut 1.
k>0

Exercice 2.
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie non nulle et f un endomorphisme non nul de E.
On note, pour tout k € N*, f¥ = fo fo..of (k termes f) et f©= Idp.

e On dit que f est nilpotent s’il existe m € N* tel que f = 0. (g).

e On dit que f est nilpotent d’indice m € N* si 'on a f™ = 0. et fmot £ Oz(m)-

1. Montrer que si f est nilpotent, alors f n’est pas bijectif.
Soit f un endomorphisme nilpotent, et m € N* tel que f”* = 0. Supposons par ’absurde que f
est bijectif. Alors par composition f™ = fo fo...o f est bijectif. Ce qui est absurde puisque
fm=0.
Donc ’si f est nilpotent, alors f n’est pas bijectif.‘

2. Un premier exemple : Soit A = (1 :1) € My(R).

Soit f I’endomorphisme de E = R? canoniquement associé & A.
(a) Vérifier que f est nilpotent et préciser son indice.

A #0et A2 =0 donc, donc f # 0 et f2=0. Ainsi ’ f est nilpotent d’indice 2.‘
(b) Justifier que Im(f) = ker(f) et en préciser une base.

o Im(f) = Vect(f(e1), f(e2)) = Vect((1,1),(—1,—-1)) = Vect((1,1)) car (—1,—1) = —(1,1).
o u=(x,y) €ker(f) & rx—y=0< 2=y < u=(x,z). Donc ker(f) = Vect((1,1)).
Im(f) = ker(f) ‘ et cet espace a pour base | ((1,1)) | (cette famille est bien libre car

Ainsi,

composée d'un seul vecteur non nul).

3. Un deuxieme exemple : E est de dimension 2 et muni d’une base C.

Soit f un endomorphisme non nul de E de matrice A = (LCL Z) dans la base C. On suppose

que f est nilpotent d’indice m € N*,



(a)

()

Justifier que ad — bc = 0 et calculer A2 — (a + d)A.
Comme [ est nilpotent, d’apres le 1. f n’est pas bijectif. Donc sa matrice A n’est par
inversible, elle a donc un déterminant nul. Soit :

’det(A) =ad — bc = 0.‘

De plus,
9 bc — ad 0
A —(a+d)A:...:< 0 be — ad :OMQ(R)

En déduire que m = 2.

Comme f est non nul, A est non nulle.

Supposons a +d # 0, glors A? = (a +d)A # 0. Puis A% = (a +d)A? = (a +d)*A # 0, etc...
(par récurrence on peut montrer que A¥ = (a + d)*~!'A pour tout k > 1). Et donc pour
tout k € N, A* £ 0, ce qui est absurrde puisque 1’on suppose f et donc A nilpotent.

Ainsi a +d =0 et A% = 0.

’ On en déduit bien que m = 2. ‘

Justifier que Im(f) C ker(f) et établir que rg(f) = 1 puis conclure que ker(f) = Im(f).
Comme A% = 0, on a f2 = 0, et donc pour tout y € Im(f), y = f(z), on a f(y) = f(f(z)) =
f?(z) = 0. Ainsi y € ker(f). Donc ’Im(f) C ker(f). ‘

De plus, comme f # 0, ker(f) # R?, donc dim(ker(f)) < 1. On a donc :

dim(Im(f)) < dim(ker(f)) <1
Or, par le théoreme du rang, dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = 2. Ainsi la seule solution est
dim(Im(f)) = dim(ker(f)) = 1. ’f est donc bien de rang 1 ‘
Comme Im(f) C ker(f) et dim(Im(f)) = dim(ker(f)), nécessairement,

Montrer qu’il existe une base C’ de E dans laquelle la matrice de f est

Im(f) = ker(f).

Aﬂzmmm&nzzﬁié>

On cherche deux vecteurs u,v € E qui forment une base de E tels que f(u) = 0et f(v) = u.
Pour avoir une famille libre il faut nécessairement que u, v # 0. En particulier on cherche un
vecteur v tel que f(v) # 0. Comme f # 0, ker(f) # E. On peut donc prendre v € E'\ ker(f).
Posons alors u = f(v) et montrons que

o f(u)=0
o (u,v) forme une base de E.
En effet :

e Tout d’abord f(u) = f(f(v)) = f2(v) = 0 par la question 3.b. Donc f(u) =0
e Par ailleurs montrons que (u,v) forme une famille libre.
Soit A, pu € R tels que A\u + pv = 0(x) alors en appliquant f :

Af(w) +pf(v) =0=pf(v)=0=pn=0

Donc nécessairement = 0 et en injectant dans (x) on obtient A = 0.
La famille (u,v) est donc libre, elle est composée de deux vecteurs et I'espace E est de
dimension 2. C’est donc une base de F.

Alors si on note C' = (u, v), on obtient

A:meﬁ(ga




4. On suppose ici que f est non nul et que Im(f) C ker(f). Justifier que f est nilpotent d’indice
2.
Si Im(f) C ker(f), alors pour tout u € E, f2(u) = f(f(u)) = 0 car f(u) € Im(f) C ker(f).
Donc f? = 0. Et comme f # 0, f est nilpotente d’ordre 2.
5. Un dernier exemple : Soit n € N*, E = R, [z] et f 'application définie sur E par f(P) = P’.
(a) Justifier que f est un endomorphisme de E nilpotent d’indice n + 1.
La dérivation est une application linéaire. De plus si deg(P) < n, alors deg(P’) <n—1 < n,
donc f(E) C f(F) : f est un endomorphisme de E.
Par ailleurs, si deg(P) = k € N alors deg(f(P)) < k — 1. Ainsi si P € R,[z], alors
deg(f"*1(P)) = deg(P™) < deg(P) — (n4+1) <n — (n+1) = —1. Donc f**! = Oz(E)
De plus si P = 2" alors f"(P) =n!# 0 donc f" # Oz(p)-
On en déduit que ’ f est un endomorphisme de E nilpotent d’indice n + 1. ‘

réciser la matrice e ans la base canonique C = (1,z,z%,...,x e R, |z]. Justifier
b) Préciser 1 ice A de f dans la b i C 1 2 ") de R Justifi

n
que I — A est inversible et que (I — A)~1 = 3 Ak,
k=0

Pour tout k € [1,n], f(«*) = kx¥~! et f(1) = 0. Ainsi, on obtient :
010 0 0
0 0 2
0 0 O :
A=Mate(f)=1|: © ¢ . k-1
0
: n—1
0 0 O 0 0
* Et donc :
1 -1 0 0 0
0 1 =2
0 0 1 :
I-A= —(k—1)
1
Do : " . —(n—1)
0O 0 0 --- 0 1

La matrice I — A est triangulaire supérieure avec des coeflicients diagonaux non nuls, cette
matrice est donc inversible.

Par ailleurs :
n

(I_A)ZAk:Z(Ak_Ak-i-l) :I—An+1
k=0 k=0

par télescopage. Or comme f"T! =0, en passant aux matrices A"+! = 0.

Ainsi (I — A) > nA* =T et donc | (I — A)~t =37, A~
k=0
(c¢) Déterminer ker(f) et Im(f).

Soit P € E.

P e ker(f) & P’ =0« P est constant

Donc ’ker(f) = Ro[z]. ‘
Par ailleurs,

Im(f) = Vect(f(1), f(x), ..., f(™)) = Vect(0,1, 2z, 322, ..., nz" 1)




donc

Im(f) = Vect(1,z, 22, ...,2" 1) = R, _1[x]

(d) Soit D = (2™, f(z"), ..., fF(z"), ..., f*(z™)). Vérifier que D est une base de E.
Pour tout k € [0,n], deg(f*(2") = n—k. La famille D est donc formée de (n+1) polynoémes

non nuls de degrés deux a deux distincts, c’est donc une base de F.
Déterminer la matrice B de f dans la base D.

Pour tout k € [0,n — 1], f(f*(z™)) = fF1(z") et f(f™(2™)) = 0, donc :

00 O o --- 0
1 0 0
01 0 .
B=Matp(f) [: ¢ . . 0
0
Do oo o 0
00 0 - --- 1 0

Ecrire un programme Python demandant n a l'utilisateur, calculant et affichant B.

1 |import numpy as np
> |B=np.zeros([n,n])

3 |for k in range(l,n):
4 Blk,k-1]=1

5 |print(B)

(e) On suppose qu'il existe g € L(R,[z]) tel que g* = f.
En remarquant que go f = f o g, prouver que le plan F' = Vect(1,x) est stable par g.

On suppose qu'’il existe g € L(R,,[x]) tel que g% = f.
On a alors
_ 2_ 3_ 2 _
gof=gog =g"=gog=foy.
Soit F' € F' = Vect(1,x). Alors

fPog(P)=go f*(P)=g(P")=g(0)=0

car g est linéaire. Donc f2og(P) = (g(P))” = 0, g(P) est donc un polynéme dont la dérivée
seconde s’annule, donc g(P) € Vect(1, z). Par conséquent le plan F' est stable par g.

En notant A I’endomorphisme induit parg sur F'. Justifier que h est nilpotent d’indice 2.
Que peut-on en conclure ?

Soit h ’endomorphisme induit par g sur F'. Alors h est nilpotent puisque pour tout P € F,
h*(P) = g*(P) = f*(P) = P" = 0. Or d’apres la question 2. tout endomorphisme nilpotent

non nul d’un espace vectoriel de dimension 2 a pour indice 2. Donc ’ h est nilpotent d’indice 2.

Soit h? = 0, donc pour tout P € F, f(P) = ¢g*(P) = h?(P) = 0, ce qui est absurde puisque
par exemple f(z) =1 # 0.

Il n’existe donc pas d’application g € L(R,[z]) telle que g = f.




Probléeme 1 (Ecricome 2019).

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une succession de
tirages d’une boule dans cette urne. Apres chaque tirage, on remet la boule tirée dans 'urne, et on
rajoute dans I’'urne une boule de couleur opposée a celle qui vient d’étre tirée.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, T, P)

Pour tout k£ € N, on note X}, le nombre de boules blanches présentes dans I'urne juste avant le (k+1)-

ieme tirage. En particulier, on a Xg = 1. On admet que pour tout entier k, X est une variable
aléatoire de (2, T, P).

Partie A

1. Déterminer la loi de X;. Donner son espérance et sa variance.

Avant le 2e tirage c’est-a-dire apres le premier, il y a soit 2 blanches (B) et une noire (N) si on
a pioché N au premier tour. Si on pioche B au premier tour, on aura 2 N et une B.
Donc X1(2) = {1,2}. On a P(X; = 1) = P(B;) = 3 donc P(X; = 2) = 5. On reconnait une loi

uniforme sur [1,2]. Ainsi | E(X;) =3 et V(X;) = 352 = 1.

2. Justifier soigneusement que la loi de X5 est donnée par :

Lors de deux tirages, on peut extraire 2 N ou 2 B ou bien 1 N et 1 B donc Xy peut valoir 3 ou
2 ou 1 donc X3(92) = [1,3]. [X2 = 1] est réalisé si et seulement si By N By est réalisé donc
1 1 1
]P)([XQ = 1]) = P(Bl N BQ) = ]P)(BI)PBl (BQ) = B X 5 = 6
car sachant Bi, le deuxieme tirage se fait dans une urne avec 1 B et 2 N.
De méme [ Xy = 3] est réalisé si et seulement si N1 N Ny est réalisé donc

1 1 1
P([X2 = 3]) = P(N1 N Na) = P(N1)Pn, (N2) = 2%X37%
car sachant Ny, le deuxieéme tirage se fait dans une urne avec 1 N et 2 B.

Donc P([Xo =2]) =1 -P([Xo = 1)) = P([(X2=3)) =1 -5 — 5 = 5.

3. Préciser 'ensemble X (Q2) des valeurs que peut prendre Xj.
Sachant qu’il y a une blanche et une noire au début, lors de k tirages on peut extraire entre 0
et k blanches donc apres ceux-ci, 'urne peut contenir entre 1 blanche et k£ 4+ 1 blanches donc
| Xi(Q) = [1,k+1]|

4. Soient i € N* et j € X}, (Q2). Déterminer Pix, —; ([Xp41 = 1))

(On distinguera différents cas selon les valeurs relatives de i et j).

Soit i € N*, j € [1,k + 1]. Il est immédiat qu’apres le k¢ tirage, il y a k + 1 boules dans I'urne
car une ajoute une boule & chaque tirage. Donc apres le (k+ 1) tirage, il y a k+ 2 boules dans
I'urne. Le tirage k 4+ 1 amene une B ou une N donc a son issue, le nombre de B est stable ou
est augmenté de 1. Donc si i # j et i # j + 1 alors Pix, —j)([Xx11 = 4]) = 0.

Selon le protocole, le nombre de B est stable apres un tirage si et seulement si on sort une B
donc Px, —jj([Xg+1 = j]) est la probabilité de sortir une B dans une urne contenant j B et
k + 2 boules donc Px, —j1([Xxy1 = Jj]) = 515

Selon le protocole, le nombre de B est augmenté de 1 apres un tirage si et seulement si on sort
une N donc Pix, —;([Xgy1 = j + 1]) est la probabilité de sortir une N dans une urne contenant

J B et k+ 2 boules donc Pix,—;)([Xkr1 =7 +1]) = k}:i;]

10



5. Déduire de ce qui précede que :

g o o 34k—i
Vke N,Vie N, P([Xp41=1]) = 12 P ([ Xy =1]) + F 12
Soit k € N, sii ¢ [1,k+ 2] = Xp41(Q), alors P(Xg41 =i) =0 et comme ¢ — 1 ¢ [1,k+ 1] =
Xik(Q2), on a aussi P(Xy, = i) = P(X; =i —1) =0 donc la formule (x) est vraie.

P(Xk=i-1]) (%)

Supposons i = k + 2, alors [ X1 = k + 2] est réalisé si et seulement si [X; = k+ 1] N Ni4q est
réalisé car le nombre maximal de B apres k tirages est k+ 1. Donc P(Xp41 = k+2) = P(X; =
kE+1)Px, —pi1)(Nkt1) = P(Xp = k+1) x k%ﬂ Or k42 ¢ X;(Q) donc P(X; = k+2) = 0 donc
la formule

1 , 3+k—1i

P(Xy=i-1]) (%)

est vraie pour ¢ = k + 2.

Supposons ¢ € [1,k + 1], On applique la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements {[X} = j]}1<j<k+1 ce qui donne

k+1

P ([Xpyr =) = Y P(Xp = )Py (Xg1 = 14)
j=1

or Pix,—j)(Xk11 =14) =0sii#jeti#j+1donc il reste deux termes dans la somme

P([Xp1 =1]) = P(Xp = )Py, =) (Xpy1 = @) + P(Xp = i — )Py, —i—1)(Xg1 = 7).

3
k+2°

On a vu que Px, (X1 =) =

Sii =1, alors P(Xy =i —1) = P(X; = 0) = 0 et la formule (x) est valable pour i = 1,
=) = k42-(i=1) _ k+3—i

sinon la question précédente avec j =i — 1 donne P(x, —; 1) (Xkt1 o =

k+2 -
Finalement on a bien dans tous les cas

i S+k—i
P(Xp =)+ 2Tkt
pro P R=+ =0

P([Xk1 =1]) = P([Xp=i-1])  (+).
6. A l'aide de la formule (*) déterminer la loi de Xs.

Ona X3(Q) =[1,4], et P(X3=1) = IP(Xo = 1) = 4, P(X3 =4) = 1P(Xs = 3) = 5;
puis

—_

P(X3:2):%P(X2:2)+ZP(X2:1):%+§=%
et P(X3=3)=1-P(X3=1)—P(X3=2) —P(X3=4) = 5.
1
(k+1)!
On reprend la question 5 avec ¢ = 1 et P(X = 0) = 0 ainsi, pour tout kK € N, on a
P(Xp1=1) = P(X; =1). Avec P(Xy = 1) = 1, une récurrence simple donne P(X; =

(b) Déterminer pour tout k € N, la valeur de P ([X = k + 1))
On reprend la question 5 avec i = k + 2 et P(Xy = k + 2) = 0 ainsi, pour tout k£ € N, on a

P(Xpi1 = k+2) = HEp(x) = k1) = L P(X), = k+1). Avec P(Xo = 1) = 1, une
récurrence simple donne P(X, =k +1) = m

7. (a) Montrer que pour tout k € N : P ([ X} =1]) =

1
k+2

11



(¢) Pour tout k£ € N, on pose : ap = (k+ 1)! x P ([ X} = 2])
Exprimer agy1 en fonction de ay et de k.
Montrer que la suite (by),~q définie par :Vk € N, b, = aj, + k + 2 est géométrique.
En déduire alors que :

2kt _ o — 2
Vke N, P(| X, =2]) = ————

e Soit k € N, apy1 = (k+2)!P( X1 = 2) = (k+2)! (,%H P([Xp=2))+ 2352 P([Xk = 1]))

donc ag4+1 = (k +2)! (k%z(kikm + 355 (k+11)!> =2ap +k+ L.
ebpi1=ap1+k+14+2=2a,+k+14+k+3=2(ar+k+2)=2b.

e La suite (b;) est géométrique de raison 2 donc, pour tout k € N, by, = 28bg = 2¥(ag +2) =

2" car P(Xp = 2) = 0. Donc ay = 2"+ — k — 2 et P(X =2) = %

Partie B

8. Que renvoie la fonction Python suivante pour un entier k£ non nul ?

Détailler le fonctionnement de la ligne 5.

def mystere(k):
n=1
b=1
for i in range(1,k+1):
r=np.floor(rd.random() * (n+b)+1)
if r>n :
n=n+1
else :
b=b+1
return b

La ligne 5 simule une loi uniforme sur [1,n + b]. En effet rd.random() simule une loi uniforme
sur ]0,1[ donc rand()*(n+b) simule une loi uniforme sur ]0,n + b[ donc 1+ rand()*(n+b)
simule une loi uniforme sur |1, 1+ n+ b[ en prenant la partie entiére floor (1+ rand()*(n+b))
simule une loi uniforme sur [1,n + b].

Donc 7 est un nombre entier choisi au hasard dans [1,n + b, on peut considérer que les boules
N ont les numéros 1 a n et que les blanches ont les numéros n+1 a n+b. Ainsi n est le nombre
de N et b le nombre de B. Donc si r > n, on a sorti une B et n est augmenté de 1 sinon on a
sorti une N et b augmenté de 1.

n et b sont initialisés a 1 ensuite on simule k tirages et on retourne b le nombre de B a la fin
des ces tirages. On a donc simulé Xj.

Ecrire une fonction Python d’en-téte def loi_exp(k,N) qui prend en entrée un entier stricte-
ment positif k& et un entier NV, qui effectue N simulations de k tirages successifs dans 'urne et
qui retourne un vecteur LE qui contient une estimation de la loi de X} (c’est-a-dire que pour
chaque i € [[1,k+ 1]], LE(i) contient la fréquence d’apparition de I’événement [X} = ] au
cours des N simulations).

On pourra utiliser la fonction mystere.

12



def loi_exp(k,N):

LE=np.zeros (k+1)

for j in range(N):
valeur=mystere (k)
LE(valeur)=LE(valeur)+1

LE=LE/N

return LE

10. Recopier et compléter la fonction loi_theo suivante, qui prend en entrée un entier strictement

10

11

positif n, afin qu’elle retourne un vecteur LT qui contient la loi théorique de X,,.

def loi_theo(n):

M=np.zeros(n+1,n+2)
M(1,1)=1/2
M(1,2)=1/2
for k in range(1,n):
M(k+1,1)=M(k,1)/(k+2)
for i in range(l,k+1):
M(k+1,i)=(i/ (k+2))*M(k,1i)+(3+k-i) / (k+2) *M(k,i-1)
M(k+1,k+2)=M(k+1,1)
LT=M(n,:)
return LT

11. Un étudiant nous propose comme loi de .X5 le résultat suivant :

1

2

3

4

b}

6

0.001368

0.079365

0.419434

0.418999

0.079454

0.00138

A-t-il utilisé loi_exp ou bien loi_theo?

En théorie P(X5 = 1) = P(X5 = 6) = & or dans le tableau les valeurs sont distinctes donc c’est

6!
un calcul expérimental avec loi_exp.

Partie C

12. (a) A l'aide de la formule (*), montrer que :

k+1

Vk €N, E(Xky1) = P 2

Xk11 a un support fini donc a une espérance. On utilisera le fait que si ¢ n’est pas dans le

13

E (Xy) +




support de X}, alors P(X; = i) = 0. On emploiera aussi le théoréme de transfert. On a

k42 k42 ; 3 ki
E(X = P(X =1) = | —— P (| X =1 —P(| X =1-—-1
(i) = 3 (Ko =) ;z<k+2 (=) + S P (=i - 1))
k42 .9 k+2
i 3—|—k—z
;k+2 =1 +Z Tz DEe=i=1)
k+2
3+k—
= E(Xj) 1) ]P X =17
k k+Z+ g P(Xe=4)
k+2
B 3+k‘*j71 Iy
k—|—2 .
1 ) 24+ k- .
= — _FB(X? D———P([X} =
5 k>+j§:jlu+> e (X = i)
- e+ L B(Xe+ )@+ k- X))
T k42 TR T TN ¥
1 2 2
:mE(Xk+(2+k:)Xk—Xk+2+k—Xk)
1 1+k
=—F((1+kX+2+k)= E(X 1.
P+ RXe 24 k) = B () +
(b) Déduire de ce qui précede que :
k+2
Vk:eN,E(Xk):%
Pour tout k € N, on pose Hy, : (E(X}) = £42).
Ho est vraie car Xy constant de valeur 1 donc de moyenne 1.
Si Hj, vraie a un rang k € N, alors
1+k 14+ kk+2 k+1 k+14+2
E(X = —F(X l=—" "41=-""41=-—"=
i) = P H L= F > 2

donc Hpy41 vraie.
Bilan : | Pour tout k € N, E(X}) = 2.

(c) Soit Yy la variable aléatoire égale au nombre de boules noires présentes dans I'urne apres k
tirages.
Justifier que X}, et Yz ont méme espérance, puis retrouver le résultat de la question précédente.
Il y a autant de B que de N au début de I’expérience, on ajoute une B ou une N a chaque
tirage, donc par symétrie, X et Yz ont la méme loi et la méme espérance. De plus on a
toujours X + Y qui vaut le nombre de boules apres k tirages donc X + Y = k + 2 donc
E(Xy) + E(Y)) = k+ 2 donc E(Xy) = B(Y;) = 52
On admettra pour la suite que :

k+2

13. (a) Soit a > 0. Montrer que :

X 1
li P — =1
k—1>I—iI-100 (‘k-ﬁ-Q 2‘<OJ>

14



La variable X} a une variance donc —% en a une aussi et on peut appliquer la formule de

k+2
Bienaymé-Tchebychev

vaso. P (|55

(\ ‘—“)SM

2 et V <k+2> (k+2)2V(Xk) 2(k1+2)'

()<

donc

.. X
en utilisant £ (W)
1
— 3| 2

D P(‘ X ’ ) =0 drement.
onc i o par encadremen
X
DoncP(‘kH ’<a):1—P<k+"2 ‘Zo‘)kﬁml'

Interpréter ce résultat et le justifier intuitivement.
kX—Jr"'Q représente la proportion de boules blanches dans I'urne apres k tirages, intuitivement

cette proportion a tendance a étre proche de % quand k est grand.

Partie D

14. Pour tout couple d’entiers (i, j) tels que 1 < j < 4, on définit 'application ¢; ; par .

(a)

. RX] — R[X]
Pij - P — jP(X—}-l)—iP(X)

Montrer que ¢; ; est linéaire.
Soit A(X), B(X) dans R[X] et « € R, on a

i j(@A+B) = j(aA+B)(X+1)—i(aA+B)(X) = j(«A(X+1)+B(X+1))—i(acA(X)+B(X))

= a(JAX +1) —iA(X)) +jB(X + 1) —iB(X) = ai;j(A) + ¢i;(B).

Donc ’ ©;,; est linéaire ‘
Pour P € R [X], montrer que deg (y; ;(P)) = deg(P)
Si P est nul alors ;i j(P) est nul aussi.
n
Si P(X) = Z apX* avec a, # 0 alors P(X +1) = 3 ag(X + 1)* aura le méme terme

k=0
dominant que an(X + 1)™ car les autres termes sont tous de degrés inférieurs stricts a n

donc le terme dominant de P(X + 1) est a, X™ donc par somme comme j # i, le terme
dominant de jP(X + 1) —iP(X) sera (j —i)an X" avec (j — i)ay, # 0.
Donc | P(X) et ¢; ;(P) ont le méme degré |.

En déduire que ¢; ; est injective.

On voit donc que si P n’est pas nul alors ¢; j(P) ne I'est pas non plus donc le noyau de ¢; ;
ne contient que le polynome nul et ¢; ; est injective.

Montrer que pour tout polynéme P dans R [X], il existe un polynéme @ dans R [X] tel que
¢ii(Q) = P.

(Pour P non nul, on pourra s’intéresser a la restriction de ¢; ; a R,, [X] ot n est le degré de
P).

Soit P(X) non nul de degré n, on sait que les antécédents éventuels de P par (;; sont
de degré n donc ils sont dans R, [X]. On a vu que ¢;; préserve le degré donc R,[X] est
stable par ¢; ; donc la restriction de ¢; ; & R, [X] est un endomorphisme de R,,[X] qui est
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de dimension finie. Comme ¢; ; est injective sur R[X], elle l'est aussi sur R,[X] donc la
restriction de ¢; ; a R, [X] est bijective donc P € R, [X] a un antécédent par ¢; ;.

Ce qui précede montrant que ¢; ; est un automorphisme, on définit le polynome P; ; pour
tout couple d’entiers (i, ) tels que 1 < j < 4, en posant

Pii(X)=1, etpour1<j<i, Pij(X)=; (34X —i)Pi1;X))

et enfin pour tout entier ¢ > 1.

15. (a) Vérifier que : Py1(X) = —X — 2, puis calculer P53 (X)
Par définition, P (X) = @5%((3 + X -2)P11(X)) = goz_&(X +1)or
P21(-X —2) =1 x (—(X+1)—2) = 2(-X —2) = X + 1 donc —X — 2=, (X +1).
Et Poo = —P51(0) = 2. On remarquera que P;;(X) en général est défini une somme de
réels donc est un polynoéme constant.

(b) Vérifier que : P32(X) =—-2X —4

On a P32(X) = (pg_%((?) + X —3)P3_12(X)) = (pg_é(2X) or
032(—2X —4) = 2(—2(X + 1) — 4) — 3(=2X —'4) = —4X — 12+ 6X + 12 = 2X donc
033(2X) = —2X — 4.
On admettra dans la suite que : P31(X) =2X?+ 3X +1 et Py3(X) = 3.

16. On considere, pour tout entier ¢ de N*, la propriété suivante .

. 1< .
Hi< Vke N, P([Xy=1]) = WZBJ‘(@J’C >
|

On souhaite montrer par récurrence que, pour tout ¢ de N*, H;, est vraie.

(a) Montrer que H; est, vraie.

Hy s'éerit : Vk € NJP(Xy = 1) = ﬁPM(k:)lk. C’est vrai car on sait que Pj; = 1 et
1
P(Xp=1) = (k+1)!-

(b) Soit ¢ > 1. On suppose que H;_1 est vraie et on pose :

i1
Vke N, ap=(k+1)P(Xx=1]) =D Pi;(k)j*
j=1
En utilisant la formule (*) et la relation (3 + X —i)Pi—1 ;(X) = ¢ ; (F;,;(X)) montrer que
la suite (ag);sq est géométrique.
Déterminer aget en déduire H; que est vraie.
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17. (a)

Soit ¢ > 2, on suppose H;_1 vraie, soit k € N,

Akl

Or ag =

Conclure.

P (X, =2) =

P (X},

(k+ 2)!P(Xj = 1) - i Pyji(k + 1)+
&
=)+

( +2)! (5P (X,

+BP (X, = i 1)) - 2 (k4 1)+ ave (x)

(k+ 1P (Xg=)+B+k—i)P(Xpr=1i—1)) — z_j P j(k+ 1)+t

i—1 —
(k—i-].)' (ZP(X]C:’L)‘F(?)‘FIC—Z)(]H{U' Z-Pi—LJ( ) ) Z (k+1) L avec Hi_l
i=1 j=1

i
L

+
(]
N NN

(k4 1)liP (X = i) + (B+k—i)Pi1j(k)j* — Pij(k+1)5" “)

BN
Il
— =

(k + 1DLP (X}, = 0i j(Pij(X))(k) j* — P j(k+1) j’f“) par définition de P, ;

S .
[

==

(k+ DUP (X, =14) +

]

— =

(JP (X +1) —iP(X))(k) gk — P ik + 1)jk+1> par définition de ¢; ;

s s
L

(k+ DNP (X =

+

(¥ P j(k + 1) —iP;j(k)j* — P, j(k + 1)j**!) par évaluation en k

<

Il
S =
|

1

i((k—i— DIP (Xp =) — ) Pz,j(k)jk> = ioy,.

7=1

-k

Donc (ay) est géométrique de ralson 1 donc, pour tout k € N, o = i"«y.

0+ 1P (Xo=1) — ZP”( 7% = P, i(X) car i > 1 donc P (Xo = i) = 0.

i—1
Donc oy, = —ifP;;(X) donc (k + D)IP (X =14) — Y. P, ;(k)j* = i*Pi;(k) car P;; est un
j=1

polynome constant.

Donc (k + 1)IP (Xy = i) = g S(R)GE + iR Py (k) = 2P¢7j(k)jk.

J

Cela prouve que H; est vraie.

Le 16(a) initialise la récurrence, le 16(b) assure I’hérédité donc, pour tout ¢ € N*, on a, pour
tout k € N,

P(X; = 1) = (k+11>' > 205"
<

En utilisant le résultat de la question 15(a), retrouver le. résultat de la question 7(c).
Au 7(c), il est vu que, pour tout k € N, P(X}, = 2) =
Le 15(a) donne P51(X) = —X — 2 donc avec la question 16, on a

ok+1_f_9
(k+1)!

k T 1 | Z 2, ( k—il) (Pz,l(k:) + P2,2(/<:)2k) = ¢ i i (—k -2+ 2’”1) )

Les résultats sont identiques.
Déterminer P ([ X}, = 3]) pour tout k € N*.
Soit k € N*,

3
=3) = Gy o P = Gy (P () + Paal)2 + Paa(iya?)
j=1
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