Chapitre 7

Continuité d’une fonction réelle d’une variable
réelle

1 Limite d’une fonction en un point

1.1 Définition d’une limite finie en un point

Notation 1.1.1. Dans toute la suite, g € R étant fixé, I désignera un intervalle tel que xg € I ou
o est une extrémité de 1.

Définition 1.1.2.

Soient xq et £ deux réels, soit f une fonction définie sur
I.
On dit que f admet pour limite £ en xg si et seulement

S1: g

Ve > 0,3n > 0, Vz € IN[xo—n, zo+n], |f(x) — £ < e.

Notation 1.1.3. On note lim f(x) =£.
r—raxo

Définition 1.1.4.

Soient zq et ¢ deux réels, soit f une fonction définie sur

A
1. Y
On dit que f admet £ pour limite en a:g , ou pour limite
a droite en xy, si et seulement si : i F—I_ N A
|
Ve > 0,3n > 0, Va € IN[xo,xo+n], |f(x) — £ < e. / '

Notation 1.1.5. On le note T T
| |
xlg)grclof(:t) ={ ou lim+ f(x)==¢. | :
z>x0 T—Tq : :
| |
Lo To+ M T




Exemple 1.1.1. Déterminer, si elle existe, la limite a droite de f en xg = 1 ou f est la fonction affine
par morceaux définie par f:-1,3 =R
. {Qx—l size[-1,1]
dr+2 sixze|l,3]

Définition 1.1.6. \

Y
Soient xg et £ deux réels, et f une fonction définie sur I.
On dit que f admet £ pour limite en z; , ou pour limite e
a gauche en x, si et seulement si : (5

V€>0,E|’I’[>O, VwGIﬂ]wo—n,a?o]a |f(w)_£|S5 ¢ JE :\
I

Notation 1.1.7. On le note

lim f(x)=¢ ou lim f(x)=2=~

T—T0 T—SE -
r<x0 (4] Al ;I;O €T
0—1"

Exemple 1.1.2. Déterminer, si elle existe, la limite a gauche de f en xg = 1, pour f définie dans
I’exemple 1.1.1.

Théoréme 1.1.1 (Unicité de la limite).

Soit f une fonction définie sur I.
e Si f admet une limite en xg, alors cette limite est unique.
e Si f admet une limite en :car , alors cette limite est unique.
e Si f admet une limite en x, alors cette limite est unique.

Théoréme 1.1.2. Soit £ € R et f une fonction définie sur un voisinage de zg.
On a I’équivalence suivante :

lim f(x) =40 < ( 1im+ f(z)=~Let lim f(z)= E) .

T—rT0 T—ag )

Exemple 1.1.3. La fonction f de 'exemple 1.1.1 admet-elle un limite en zg =17



1.2 Extension au cas infini

Définition 1.2.1.

Soit £ € R. On dit que la fonction f définie sur un
intervalle I de la forme [a,+oo[ ou Ja,4+o0[ a pour [f. B U AN
limite £ en +oo si et seulement si : /

l
Ve >0, IM, Ve eI, x> M= |f(x) — £ <e¢ Jg v \/ \/

Notation 1.2.2. On le note lim f(x) =£.
xr—+00

Exemple 1.2.1. Donnez une définition pour lim f(z)=~/.
T——00
Définition 1.2.3.
THEEN
| |
| |
Soit 29 € R et f une fonction définie sur I. Lo
On dit que f a pour limite 400 en xg si et seule- Y
ment si : L
A -
VA>0,3In >0,V e€l, |z —xo| <n=f(x) > A Lo
ro
Lo
Lo
| |
Notation 1.2.4. On le note lim f(x) = 4o0. : : I
T—T0 i I I
| -
i) i
To+ 1

Exemple 1.2.2. Donnez les définitions de :

L. lim+ f(z) = +o0

$—>$O



2. lim f(z)=—o0

+
x—>l’0

3. lim f(z) =+

T——+00

4. lim f(z)=+o0

Tr——00

Notation 1.2.5. On rappelle la notation R = R U {—o0} U {+oc}.

Définition 1.2.6. Soit o € R. On définit un voisinage de zo comme suit :
e Si g € R, un voisinage de zg est un intervalle du type |z¢g — 1, 29 + n[ pour un n > 0.
e Si 29 = 400, un voisinage de z( est un intervalle du type |M, +o0[ pour un M € R.
e Si xyp = —o0, un voisinage de xp est un intervalle du type | — oo, m[ pour un m € R.




1.3 Opérations sur les limites

Théoréme 1.3.1. Soient f et g deux fonctions admettant une limite en zy € R, de limites
respectives £ et /' € R.

lim (f+g)(z) =+ 1.
T—T0
2. Soit k € R, lim (k f(x)) =k ¢.

Tr—xT0

lim (f x g)(z) =€x 1.

T—T0

—_

e

4. Sil#0, lim 1

Proposition 1.3.2 (Formes indéterminées). Il existe quatre types de limites pour lesquelles
on ne peut pas conclure directement :

)
X
8
I
813
8
!
8

Théoréme 1.3.3 (Limite d’une composée).

Soient f et g deux fonctions. Si f est définie sur I voisinage de z¢ avec lim f(z) =a et si g est
T—rT0

définie sur un voisinage J de a avec lim g(x) = b, alors
T—a

lim go f(x) =b.

r—rxo

Exemple 1.3.1. Déterminer, si elle existe, la limite de go f en xg = 2 ot g(z) = €* et f(x) = In(x—2).

Théoréme 1.3.4. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de zo € R.

1. Si lim f(x) =0 et si g est bornée, alors lim (fg)(z) = 0.
T—To T—rTo

2. Si lim f(x) = +o0 et si g est bornée, alors lim (f + g)(z) = foo.
T—T0 T—To

Exemple 1.3.2. Déterminer, si elle existe, la limite de f + g en +o0 ou f(x) = —222 + 3z — 1 et
g(z) = cos(x).



Théoréme 1.3.5 (Limites usuelles). On admettra pour I'instant les limites usuelles suivantes :
. In(1+2x)
e lim —= =1
x—0 . 331
o lim &~ =1
z—0 .z
e lim M =1
z—0 T
.1 —cos(x 1
o lim ——— =—
z—0 x2 2

1.4 Limites et ordre

Théoréme 1.4.1. Soit f > 0 au voisinage de 2o € R. Si lim f(x) = £ € R alors £ > 0.
T—rTo

Corollaire 1.4.2. Si f > g au voisinage de 29 € Ret si lim f(z) =/ € Ret lim g(z) =¢ € R,

T—T0 T—rT0
alors £ > £/,

Proposition 1.4.3. Si li_>m f(x) =£>0, ¢ R, alors il existe un réel a > 0 et un voisinage de
T—x0

xo sur lequel f > a > 0.

Exemple 1.4.1. Illustrer cette propriété dans le cas de la limite liI% 22 —3x+4=2.
d

Théoréme 1.4.4 (Théoréme d’encadrement).
Soient f, g, h trois fonctions définies sur I telles que :

1. f < g < h sur un voisinage de g € R
2. lim f(x)=2¢

Tr—rxTQ

3. lim h(z)=1¢

Tr—rxTQ

alors g admet une limite en xg et lim g(x) = £.
T—rTo

cos(x
(z) admet une limite en x — +o00.

Exemple 1.4.2. Démontrer que la fonction g(x) =



1.5 Résultats sur les suites

Théoréme 1.5.1. Si f possede une limite £ € R en a € R, et si (z,,) est une suite convergeant
vers a,on a lim f(xz,) = L.
n—-+oo

Exemple 1.5.1. Déterminer, si elle existe, la limite de la suite définie par u,, = f(z,) ou z,, = cos(z:zi)
n

et f(z) =1n(2+ z).

Proposition 1.5.2. Soient () et (y,) deux suites de limite a € R.

Si lim f(zn) # lim f(yn), alors f ne posséde pas de limite en a.
n—-+oo n—-+oo

Exemple 1.5.2. Soit f(z) =sin(z). La fonction f admet-elle une limite en z = +o00?



2 Continuité d’une fonction

2.1 Continuité d’une fonction en un point

Définition 2.1.1. Soit f une fonction définie sur un voisinage de xg € R.
On dit que f est continue en xg si et seulement si lim f(x) = f(xo).
r—rTo

Exemple 2.1.1. Démontrer que la fonction f(x) = |z| est continue en 0.

Définition 2.1.2. Soit f une fonction définie sur un voisinage de xg € R.

On dit que f est continue a droite en xg si et seulement si lim+ f(x) = f(zo).
$*>$O

Exemple 2.1.2. Définissez la continuité a gauche.

Par le théoréme 1.1.2 on obtient :

Théoréme 2.1.1. Une fonction f définie sur un voisinage de zg est continue en ce point si et
seulement si elle y est continue a droite et 4 gauche.

Exemple 2.1.3. Que dire de la continuité en 0 de :

1. la fonction partie entiere.

e —1 sixz>0

sinx six < 0.

2. la fonction f définie par : Vz € R, f(z) = {



Théoréme 2.1.2 (Stabilité par combinaison linéaire et produit).

L’ensemble des fonctions continues en xg forme un ensemble stable par combinaison linéaire et
par produit. Soient f et g deux fonctions continues en zg et £k € R

f + g est continue en xg

k f est continue en xg

f X g est continue en xg

si f(xo) # 0, — est continue en xo.

S

Théoréme 2.1.3 (Stabilité par composition).
Soit f une fonction continue en xy et g une fonction continue en f(xzg). La fonction g o f est
continue en xg.

Méthode 2.1.

Pour montrer qu’une fonction f est continue en xq, on dispose de deux méthodes :
e On la décompose en somme, produit, quotient ou composée de fonctions continues en zg.
e On montre que

lim ()= lm f(x) = f(z0).

QZ—XEO CE—)CEO

2.2

Continuité d’une fonction sur un intervalle.

Définition 2.2.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I.
On dit que f est continue sur [ si f est continue en chaque point de I.

Par le théoreme 2.1.2 on obtient :

Théoréme 2.2.1 (Stabilité par combinaison linéaire et produit).
L’ensemble des fonctions continues sur 'intervalle I forme un ensemble stable par combinaison
linéaire et par produit. Soient f et g deux fonctions continues sur I et k € R

e [+ g est continue sur [

e k f est continue sur [

e f X g est continue sur [/

1
siVe eI, f(x)#0, 7 est continue sur 1.

Notation 2.2.2. L’ensemble des fonctions continues sur I est noté C(I,R).

Et par le théoreme 2.1.3 :

Théoréme 2.2.2 (Stabilité par composition).
Soit g une fonction continue sur 'intervalle J et f une fonction continue sur I, a valeurs dans J.
La composée g o f est continue sur 1.

Méthode 2.2.
Pour montrer qu’une fonction f est continue sur I, on la décompose en somme, produit,
quotient ou composée de fonctions continues sur I.

Exemple 2.2.1. Démontrer que la fonction f(z) = In(|1 + z|) est continue sur [—10, 10]\{—1}.




2.3 Prolongement par continuité

Définition 2.3.1. Soit f une fonction définie sur un voisinage d’un réel z( (resp. a droite, resp.
a gauche), mais pas en xp. Si f admet une limite réelle ¢ en xy (resp. & droite de g, resp. a
gauche de ), alors la fonction g coincidant avec f sur Dy, et telle que g(zg) = ¢ est continue
en xop.

La fonction g s’appelle le prolongement par continuité (resp. a droite, resp. a gauche)
de f en xg.

Remarque 2.3.1. Souvent on prolonge f par continuité en zy en posant f(zg) = ¢ (on confond alors

les fonctions f et g).

Exemple 2.3.1. Soit la fonction f, définie par f(z) = % Représentée ci-dessous :

1. Déterminer son domaine de définition et de continuité.

2. Conjecturer graphiquement si f est prolongeable par continuité en 0. Puis le démontrer.

10



Exemple 2.3.2. Soit la fonction g, définie par g(x) = lng(ﬁx). Représentée ci-dessous :

1. Déterminer son domaine de définition et de continuité.

2. Conjecturer graphiquement si g est prolongeable par continuité en 0 et en 1 puis le démontrer.

—x+5 six>2

Exemple 2.3.3. Soit f la fonction définie sur R\ {2} définie par : f(x) = )
20+1 siz <2

1. Représenter la fonction ci-dessous

2. La fonction est-elle prolongeable par continuité en 27

11



Définition 2.3.2. \
r”:
|
| !
I I
1 I
I
Une fonction f est continue par morceaux ! :
sur le segment [a,b] s’il existe une subdivision : | I
a=ay<a <...<a,=>telle que les restric- | | |
tions de f & chaque segment |a;, a;11[ admettent [ [ |
un prolongement continu a 'intervalle [a;, a;11]. : I [
I I I
| | I |
I | [ |
I I I I
| | | | -
a—=ay) aip a9 i
b= as

Exemple 2.3.4. Construire une fonction continue par morceaux sur [—1,4].

3 Etude globale d’une fonction sur un intervalle

3.1 Caractériques des fonctions

Définition 3.1.1.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I symétrique par rapport a 0.
e La fonction f est paire si Va € I, f(x) = f(—x).
e La fonction f est impaire si Va € I, f(x) = —f(—=x).
Une fonction f est dite périodique de période T si :
e Vr €Dy, x+T €Dy et
o Vx € Dy, f(x) = f(x+T).

Exemple 3.1.1. Etudier la parité et la périodicité des fonctions cos et sin sur R.

12




Définition 3.1.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
e La fonction f est majorée siI M € R, Vx € R, f(x) < M.
e La fonction f est minorée si 3m € R, Vz € R, f(x) > m.
e La fonction f est bornée si 3 (m, M) € R%, V& € R, m < f(z) < M.

2

Exemple 3.1.2. La fonction f(z) = e * est-elle bornée sur Rt ?

Théoréme 3.1.1. Si f posséde une limite finie en 2o € R, alors f est bornée au voisinage de .

Exemple 3.1.3. Traduire le théoreme précédent dans le cas xyp € R et dans le cas xg = 4o00.

Théoréme 3.1.2 (Théoréme de la limite monotone).

Y -

T—XT

Soient a et b € R.

lim f(z)
Soit f monotone sur Ja,b][ et "

xo €la,bl.

La fonction f admet une limite a
droite et une limite a gauche en xg.

Théoréme 3.1.3. Soit f monotone sur [a, b, avec b € R
o lirr}) f(x) existe si et seulement si f est bornée.

T
. lin}) f(x) = £oo si et seulement si f n’est pas bornée.
r—r

Exemple 3.1.4. Représenter ces deux situations.

13



1
Exemple 3.1.5. Soit f une fonction croissante définie sur R’ telle que Vo € R%, f(z) <3 — —.
x

Démontrer que f admet une limite finie en +o0o et déterminer un majorant de la limite.

3.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.2.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires).

Soit f une fonction continue sur [a,b],
avec a = f(a) et B = f(b), et un réel v tel
que a < v < 3. Alors il existe un réel
c appartenant a [a,b] tel que f(c) =~. _ fla)

Exemple 3.2.1. Démontrer que 1’équation 2% — 42 + 4 = 0 a au moins une solution dans R.

14



3.3 Théoreme de la bijection

Théoréme 3.3.1. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. Alors I’en-
semble f(I) est un intervalle.

Exemple 3.3.1. Soit f définie sur [1,5] par f(z) = (z — 2)? + 1. Calculer f(I).

Corollaire 3.3.2 (Théoréme de la bijection).
Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I définit une bijec-

tion de I sur lintervalle f(I).
Sa bijection réciproque f~! est elle-méme continue et a le méme sens de variation.

Exemple 3.3.2. Déterminer le nombre de solution de I’équation cos(z) = 3 sur I=10,2n].

15



Corollaire 3.3.3 (Fonction Arctan).
i .
i L’
n i 7
i .
i ,f
P
. T T P P
La fonction tan : |——, 5| R définit LES I
eo . I
une bijection. %
0
On appelle arctang;ren;cre et on note ———— - —= £ — -
arctan : R — ]——, —[ sa  bijection -5
2°92 arctan () G
réciproque. Sz
s 1
. i
//,’ .: Si 7g<m<gjtan($)
z ! -
I/ I
Exemple 3.3.3. Déterminer les valeurs suivantes :
1. arctan(0) =
4. lim arctan(x) =
T—r—00

2. arctan(l) =
5. lim arctan(z) =

r—r—+00

3. arctan(—1) =

A completer

16



Théoréme 3.3.4. L’image d’un intervalle [a, b] borné par une fonction continue est un intervalle
[a, B] borné.

Corollaire 3.3.5. Si une fonction f est continue sur ’intervalle [a,b], alors il existe des
réels a et 8 tels que f([a,b]) = [, B] et donc des réels ¢ et d dans [a, b] tels que

f([a;b]) = [f(c), f(d)]

La fonction f possede donc un maximum et un minimum sur [a, b].
Une fonction continue sur un intervalle borné est bornée et atteint ses bornes.

Illustration 3.3.4. Représenter le graphique d’une fonction sur laquelle ce théoréeme s’applique, puis
d’une fonction sur laquelle il ne s’applique pas.
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