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Exercice 1. [EDHEC 2017 Ex1]
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. On considere la fonction f,, définie par :

Vo € [0,1], fu(z) = Z z*

k=1

n

1. (a) Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle renvoie la valeur de f,(x) a l'appel de

f(x,n) , ou x et n sont donnés par 'utilisateur.

1 |def f(x,n):

2 S= 0

3 for k in range(1l,n+1):
4 S=S+x**xk

5 return S

(b) Transformer, pour z # 1, lexpression de f,(x) puis en déduire une deuxieéme fagon de
déclarer £ , en complétant la déclaration suivante ou la fonction est toujours nommeée f .

1 |def f(x,n):

2 if x==1:

3 return n

4 else :

5 return x*(1-x**n)/(1-x)

2. Montrer que 'équation f,(x) =1, d’inconnue x € [0, 1], possede une unique solution «,, dans

[0, 1].
f est continue et dérivable (c’est un polynome) et sa dérivée, donnée par I'expression f'(z)
n
3" kxF1, est strictement positive sur [0, 1]. f réalise donc une bijection croissante de [0, 1] sur
k=1

[£(0), f(1)] = [0,n]. Le nombre 1 € [0,n] posséde donc un unique antécédent dans [0, 1] par f.

Conclusion :

Pour tout n € N*, équation f,(x) = 1 posseéde une unique solution «,, dans [0, 1] ‘

3. (a) Montrer que fr+1(ay) > 1 et en déduire que la suite (o )nen+ est décroissante.

Pour tout n € N*, on a :

fn+1(an) = Zaﬁ = fn(an) + Olz+1 =1+ OKZJFI
Or, a, € 0,1, done fusa(an) > 1.
On a donc, pour tout n € N*,

fn+1(an) = fnJrl(anJrl) =1

et comme f,4+1 est strictement croissante, on peut alors conclure que : o, > qpy1.
Conclusion :



(b)

La suite (o, )nen+ est décroissante.

En déduire que la suite (ay,)nen+ est convergente.
La suite (o )nen+ est décroissante et minorée par 0.
Conclusion :

‘La suite (ay,)pen+ converge vers une limite ¢ € [0, 1]. ‘

Déterminer aip puis vérifier que 0 < ap < 1.

Par définition, ao est I'unique solution de I’équation x + 22 = 1 dans [0,1]. Un simple
. . . . 5 . .

calcul de discriminant donne alors oy = 1%5 De plus 1 < V5 < 3 donne directement les

inégalités demandées.
Conclusion :

g = et on a bien 0 < an < 1.

—1+5
2

Utiliser les variations de la suite (ay,)nen+ pour établir que lirf aﬁ“ =0.
n—-+0oo

(n )nen+ étant décroissante, on a pour tout entier n > 1 :
0<a, <ay<1

et donc :
0< (12’“ < ozé"“ <1

Or, puisque ag € [0,1[, lim (yg’ﬂ = 0 et par encadrement lim ao?™! = 0.
n—+00 n——4o0o

Conclusion :

lim ot =0.
n—-+400

En déduire que lim «, ==
n—-+o0o

D’apres 1.(b), «;, est 'unique solution, dans [0, 1], de ’équation 1_1"{";1 —1 = 1. Donc, pour
tout n € N* :
ﬁ =2, ouencore: 1—a"™ =2(1-aq,)
n

Or, d’apres les questions précédentes,

lim ot =0, et lim o, =¢
n—-+4o0o n—-+o0o

La limite ¢ de la suite (c,)nen+ vérifie done : 1 =2(1— ¢) et donc £ = 1.

Conclusion :

lim «, = %
n—-+00o

5. On suppose que f, a été déclarée (cf question 1). On considere les commandes supplémentaires
suivantes :

n=input (’entrer la valeur de n :’)
x=0
while f(x,n)<1:

print(x)

x=x+0.001

Quel est le lien entre le résultat affiché et o, 7

Fixons n € N*. On sait déja que f,, est croissante sur [0, 1] et f,,(0) = 0. Le programme va alors
tester toutes les valeurs de f,(z) a partir de = 0 et avec un pas de 0,001 tant que f,(z) < 1.



La valeur affichée par le programme est alors le premier de ces nombres pour lequel f,(z) > 1.
Le résultat affiché est donc le plus petit nombre du type k& x 0,001 (k € N) supérieur ou égal a
Q.

Conclusion :

Le résultat affiché est donc une valeur approchée par exces a 0,001 pres de a,.

Exercice 2.
On se propose de déterminer explicitement le terme général de la suite (u,,) définie par ug = 0, u3 = 1,
ug = 2 et la relation, valable pour tout n € N : upy3 = dupto — dupy1 + 2up.

Un+-2
Pour ce faire, on pose, pour tout n de N, X, = [ up41

Uy,
1. Ecrire la matrice A de M3(R), indépendante de n telle que, Vn € N, X, 11 = AX,,.

On admet dans la suite que le polynéme P(x) = (x —1)%(x —2) est annulateur de la matrice A
(pn ne demande pas de le vérifier)

Pour tout n € N, écrivons :

Un+3 4un,+2 - 5“71—5—1 + 2“71
Xn+l = | Un+2 | = Un+2
Un41 Un+1
a b c
Pour A= |d e f]| € MyR), calculons :
g h 1
a b c Up 42 AUpy2 + buni1 + cuy
AX,=|d e f Unt1 | = | dupyo + eupr1 + fun
g h 1 U, GUpt2 + htip11 + 1uy,
On peut donc poser
4 -5 2
A=11 0 O
0 1 0

2. (a) Justifier, pour tout n € N, I'existence et 'unicité d’un couple (Qn, R,,) de R[z] x Ra[x], tel
que :

" = PQ, + R,.

Soit n € N. On effectue la division euclidienne de 2" par P # O, : il existe un unique
couple (@, R,) de polynomes tel que :

‘x” = P x Qu + Ry, avec deg(R,) < deg(P) = 3“

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe des réels ay, b, et ¢, tels que :
Ro(z) = an + bp(z — 1) + ¢z — 1)2

La famille B = (1,2 — 1, (z — 1)?) est libre car échelonnée en degrés, de cardinal 3 =
dim(Rg[x]). C’est donc une base de I'espace Ro[z].
Soit n € N. Puisque R,, € Ryx], il existe des réels a,, b, et ¢, (uniques) tels que :

Ro(z) = an + bp(z — 1) + cp(x — 1)2




(c) Etablir que : Vn € N, ap, =1, b, =net ¢, =2" —n — 1.
Soit n € N. Il existe donc ay,, b, ¢, € R tels que :
2" =P X Qpn+ an+bp(z —1) +cp(z — 1)? (%)

Rappelons que P = (z — 1)?(x — 2). P est ici sous forme factorisée, ses racines sont 1 et 2
de multiplicités respectives 2 et 1. En particulier, on a P(1) = P'(1) = P(2) = 0.
En évaluant (%) en « = 2, on obtient :

2" = P(2)Qn(2) + an + by, + ¢ = ap + by, + cp.
=0

En évaluant (%) en x = 1, on obtient :

Dérivons a présent () :
na" ' = (P'Qn + PQ),) + by + 2cn (2 — 1).
Evaluons cette derniere égalité en x =1 :

n = (P(1)Qu(1) + P)QL(L)) + by = by
o =7

Onobtientdonc‘anzl,bnznet cn=2”—an—bn=2”—n—1.‘

3. Utiliser la question précédente pour écrire, pour tout n de N, A™ comme combinaison linéaire
de I, A—Tet (A—1)>°.
Pour tout n € N, on obitent en substituant A & a dans la relation (x) :

A" = P(A) X Qu(A) + and +bp(A—T)+cp(A—=D*=|T4+n(A—1)+ (2" —n—1)(A - 1)
N——
:On

4. Pour tout n de N, donner la troisieme ligne de la matrice A™.

3 =5 2
Calculons (A—1I3) = [1 —1 0 | et la dernitre ligne de (A —I3)2 = |+ * x|, ce qui
0 1 -1 1 -2 1

nous permet d’obtenir la derniere ligne de A™ :

(00 1)+n(0 1 —-1)+2"-n-1)(1 -2 1)=|(2"—-n—-1 —2""143n+2 2" —2n).

1
5. (a) Montrer que : Vn € N, X,, = A" | 1
0
Montrons ce résultat par récurrence sur n € N.
1 1 1
e Initialisation : Pour n = 0, on a d’apres I'énoncé Xg = [1 | et A° | 1| = | 1].Don
0 0 0

la propriété est vraie pour n = 0.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n. Montrons la au rang
n+1:
1.(a) H.R ! ’ !
Xpp = AX, = AlA|1] ] =41
0 0

D’ou la propriété est vraie au rang n + 1.



1
e Conclusion : Par principe de récurrence, on obtient bien que |Vn € N, X,, = A" | 1
0

(b) En déduire, pour tout n de N, u,, en fonction de n.
Dans la relation de la question précédente, identifions les derniéres lignes : le coefficient a la
derniere ligne de X, est u,, et il s’obtient a partir de la 3-eme ligne de A™ (que nous avons
déterminer précédemment) et du vecteur Xy. Autrement dit :

Un+2 * * * 1
Xp=|upy1 | = * * * 1
U, M _p—1 —2"tl43n42 2" —2p 0

*k

= *

2" —n — 1+ (=2 4+ 3n 4+ 2)

Ainsi on obtient :

VneN, u, =2"—n—1+(=2"" +3n+2)= 2"+ n+1.

Exercice 3.
Soit n € N et X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2,4, P) et a valeurs dans

[0, n].
On définit alors la fonction génératrice Gx de X par :

VteR, Gx(t) =Y P(X =k)t".
k=0

1. (a) Préciser Gx(1).

n
Gx(1)= > P(X =Fk)=1|Car {X = k}c[o,n] est un systeme complet d’événement.
k=0

(b) Justifier que E(X) = G5 (1).

Regardons Gy (t) = > P(X = k)kt*~1. Donc
k=0

G (1) = ika(X = k) = E(X).
k=0

(c) Trouver une relation simple entre V(X), G% (1) et G’ (1).
On a par la formule de Koenig-Huygens :

V(X) = B(X?) - B(X)?

Et comme G”(t) = Y. P(X = k)k(k — 1)t*,
k=0
G"(1) = f:k:(k: ~-1)P(X=k)= f: KP(X =k)— i kEP(X =k)= E(X?) - G'(1)
k=0 k=0 k=0

Donc




2.

3.

Montrer que pour tout t € R% | E(tX) = Gx(t).
X étant une variable aléatoire finie, le théoreme de transfert nous dit que :

E@Xyzﬁéﬁpcxzk):cyu)
k=0

Une application.
un basketteur a n paniers a trois points a mettre. Il s’arréte au premier échec. On suppose

que s’il se présente au i-éme lancer, la probabilité de réussir le panier est ¢; €]0, 1[. Soit X, la
variable aléatoire qui renvoie le nombre de paniers réussis.

(a) Donner la loi de X,, en fonction des nombres g;.
Le basketteur tente au maximum n paniers et s’arréte en cas d’échec, ainsi X,,(2) = [0, n].
De plus, si on note, pour i € [1,n], 'événement S; :”le basketteur met le i-eme panier.”.
Alors, par la formule des probabilités composées.

P(Xp,=0)=P(S1))=1-q
P(Xyp =1) = P(S1N82) = P(81)Ps,(52) = q1(1 — q2)

P(Xn = k‘) = P(Sl N...NSEN Sk+1) = P(Sl>-~-PS1...Sk_1 (Sk)PSl...Sk(Sk-i-l)

=q1 % oo X qi(1 = grt1)
P(Xn = n) = P(Sl n...N Sn) = P(Sl)-nPSl...Sn_1(Sn) =q1 X ... X Qn

(b) On se place dans le cas ou pour tout indice i, ¢; = ¢. On pose p =1 — q. Prouver que pour

tout t € R\ {1/¢} L— ()"
—\q

£y,
T + (qt)

Gx,(t)=p

Dans ce cas, en reprenant les calculs précédents avec les ¢; tous égaux a g on a : X,,(Q) =

F1— i0<k<n-1
mxnﬂetfxx;;:k)::{q (I-q) si0sksn—1
q" sik=n
Gx,(t) =) P(X =k)t"
k=0
n—1
=Y P(X =k)t"+ P(X =n)t"
k=0
n—1
=D A" — gt +q"t"
k=0
n—1
=(1-q)> (¢)"+ (qt)"
k=0
1— (qgt)”
=|px 1 (qt) + (qt)" (somme géométrique)
—q




(c) En déduire que E(X,) = =(1 — ¢"). Préciser la limite lim E(X,).

n—-4o0o

iSEES]

Par la question 1.b), F(X,,) = G’y (1). Et par ce qui précede

—ng(qt)" (1 — qt) — (1 — (¢t)")(—q)

{Xn(t) =pXx (1 _ qt)2

+ng(qt)""

Donc

-ng"(1—q)+(1—-4q")q
E(X,)=Gx, (1) =px ( ) g ) + ng"
(1-q)
_x qu ALY
P
I 1) 1 — "
_ —ng"p+ Q)q+nqn
P
—ng"p+ (1 —q")q +nq"p

p

(1-q")q
p

D’ou le résultat :

B(X,) = ]%(1 —q").

De plus comme 0 < ¢ <1, lim ¢" = 0. Donc
n——+00

lim E(X,)=

n——+o00

SRS

Probleme 1 (EDHEC 2024).

Partie 1

1
1
Pour tout entier naturel n, on pose u, = / ( dt. On a donc ug = 1.

o (1+t2)"

1. (a) Montrer que la suite (uy), oy est décroissante et positive.

1
Pour tout entier n, par opérations, la fonction ¢ m (dénominateur non nul) est
continue sur [0, 1] donc wu,, est bien défini.
Vn € N / 1 ! ! dt
n , Upal — Up = -
e o (14"t (1+2)"

1
Y
o (1+12)

0 et par croissance de l'intégration d’'une fonction

—42
—— <
(1 + tg)nJrl -
continue sur [0, 1] sur des bornes croissantes (0 < 1), up41 — up <0
Donc (up),,cp est bien décroissante.

et pour tout t € [0,1] :

1
Soit n € N fixé. Comme pour tout ¢ € [0, 1] on a arar > 0, par positivité de I'intégration,

1 1
/ —_dt>0.
o (1+t3)"

‘la suite (un), o est décroissante et positive. ‘

7



(b) En déduire la convergence de la suite (u,),,cy-
La suite est donc décroissante et minorée par 0 donc convergente vers une limite £ > 0.

2. (a) Montrer que, pour tout z de [0,1], on a l'inégalité : ¢*/2 < 1 + .
Soit f:x s /2 — (14z).
f est dérivable sur R et Vo € R, f'(z) = 5@”’/2 — 1 donc f’ est décroissante sur R et
et f/(2In(2)) =0 avec 2In(2) =1n(4) > In(e) =1 car 4 > e d’out le tableau de signe et de
variations :

x 0 1
variations de f’

signe de [’ (x)

variations de f | 0
signe de f(z) |0

+ N\ + [

et f(z) > 0sur [0,1] et | pour tout z de [0,1], on a P'inégalité : €*/2 <1+ x

(b) En déduire, pour tout entier naturel n, 'inégalité :

1
Uy, g/ e /2 gt
0

Soit n € N.

Pour tout t € [0,1], t2 € [0,1] donc, d’apres la question précédente, 0 < el’/2 <1 4 ¢2
La fonction z s 1/2™ étant décroissante sur ]0, +oo[, e ™"/2 > (EE
Et par croissance de I'intégration de fonctions continues sur des bornes croissantes,

! t2/2 ! 1
—MEAdE > ——dt
/0 ‘ _/0 (1+)"

et | u, < fol e /2 q¢

+oo 27
(c) Pour les cubes : Justifier que, pour tout entier naturel n € N*, / e /2 qp = /21,

n
2 t 2
Pour tout t € R: e /2 = exp <— (W) /2)

1 1 t\?
Et si X < N (0, — ) une densité est t — ————e - —= 2
( n) ﬁ\/%r xp( (1/\/ﬁ> / )
donc +°°ﬁ
[l

—0o0

5 e /244 converge et vaut 1 et par linéarité d’intégrales convergentes,
i

2r
n

fj;o e~"/2 4t converge et vaut

(d) En déduire la limite de la suite (uy),,cy-
La relation de Chasles donne, fj;o e /2 qt = fi)oo e~n/2 dt+f01 e n/2 dt+f1+°° e /2 ¢
et comme chacune de ces intégrales (de fonction positives sur des bornes croissantes) est

positive,
fol e /2 qt < fj;o e /2 4t

2 2
Comme 0 < u, < fol e /2 qt < fj;o /2 qp = [ 2T o que \/7 N 0
n n n—-+oo

par encadrement, Un — 0
n—-+00




Partie 2

400
3. Montrer que, pour tout n de N*, I'intégrale / m dt est convergente.
0

Soit n € N*.
Par opérations, la fonction t W dont le dénominateur ne s’annule pas, est continue sur
[0, +o0[ donc ]U+ W dt est impropre en +oo.

1 1 400 . .
o~ — et [T ——at, intégrale de Riemann, converge car n € N* donc 2n > 1
(1 + t?)” t—to0 121 J1 $2n 7

, . g . ops 00
Et par équivalence de fonctions positives, | |, W dt converge.

Pour toute la suite, on pose, pour tout n de N* :

I “+o0 1 d J —+o00 1 d
n = ——— - dtet J, = - dt
/1 i+ ¢ /o (1+2)

4. (a) Montrer que :

1
n—1

VnEN*,OSInSQ

Pour tout t € [1,4+o0o[, 1 +#2 > 12 > 0 et o — 1/2" strictement décroissante sur ]0, 4+o0]
1 1

donc —— < —.

)t = e

+o0

1

fonctions continues,

1
tTndt converge (Riemann) et par croissance de 'intégrale convergente de

400 1 +o0 1
—— dt < — dt
/1 (1+e)" = /1 t2n
et pour A >1:

/A1dt_ St U I Y SR 1
ot [2n =12l 2n—1 A?2n=1 ) Atoo 2n—1

1
[N +oo 1 .
d’ou 1 t27”dt_2n_1

(b) En déduire la valeur de lim I,.

n—-+o0o

De plus,

1

Comme, Vn e N*, 0 < I, < 2”171 et 2”171 P 0, par encadrement, |lim, 1. I, =0
(c) Déterminer lim J,.
n—-+o0o
. _ [t 1 _r1 1 *00 1 .
Ona J, = |, Rk dt = .[0 e dt + fl aTe" dt = u,, + I,

et chacune de ces intégrales tend vers 0 donc ‘hmnﬁ+oo Jn =0 ‘

5. (a) Montrer, grace a une intégration par parties effectuée dans J,,, que :

Vn e N*, J, =2n(Jp — Jnt1)

Soit n € N*. et A > 0. )
On integre par parties fOA (17 dt avec

. +12)"
U(t):m:u/(t):WX%

V(t)=1letv(t)=t



les fonctions u et v étant C'* sur [0, A], par intégration par parties,

A t 4 A _opg?
/ T om dt = |: B} n:| _/ n+1 de
o (1+1¢2) 1+t3)"], 0o (1+12)
A A 424 A 1
(1+A4%) o (1+)" o (1+2)"

—— 0+ 2nJ, — 2nJ,—1
A—+oo

donc ‘Vn e N*, J, =2n(Jy — Jnt1) ‘

(b) Déterminer Jj.
1

Ji = f(;rx 12 dt et j()‘ e dt = [arctan (1‘)}04 = arctan (A) — arctan (0) T;:j /2
Donc| J; = %‘
2
J, X
(c) Montrer que la série de terme général ~ est convergente et que Z L
n n
n=1

D’apres b), J, = 2n (Jp, — Jnt1) et % =2(Jy, — Jny1) donc

J,
S = 3" 2(J, — Jpi1) est une série télescopique.
n>1 T n>1
Avec 2J, — 0, elle est donc convergente et sa somme est 2J; — 2 x 0.

n——+00
+oo n T
cest adire| >, — =2—=m.
n=1 T 2

(d) Utiliser la relation de la question 5a) pour compléter la fonction Python suivante afin qu’elle
renvoie la valeur de .J,,.

1
Comme Vn € N*, J,, = 2n(J, — Jp41), on a donc Jyy1 = Jy (1 — 2>
n
1
Soit Jp = Jp_1 |1 — ——— ] d’ou le calcul de J,, par récurrence :
2(k—1)
1 |def suiteJ(n):
2 J=np.pi/2
3 for k in range(2,n+1):
4 J=(1-1/(2*(k-1)))*J
5 return J

. Montrer que 'on a :

¥n € N, Jnﬂzgx -
Par récurrence sur n € N 5
opourn:OOna:gxi()()):g:JlJro
()
e Soit n € N tel que J,4+1 = 5 X 4"n alors
1
Jny2 = Jpy1 | 1— m
2 2
() 2n+1 () 2n+1

T T
— X _ = — X -
27 4n 2(n+1) 27 4" 2(n+1)

10



d’autre part

(2 (n—|—1)> _(2nt2)!_ @e2n)!@n+ 1) (2n+2) 2<2n> 0+ 1

ntl ) (D)2 n!2 (n+1)? n)n+l

- T11/2n+1)\ 7 1 (2(n+1)
et on retrouve bien J, 492 = 24n< > = 9 gn+1 <

e Par récurrence, on a donc |Vn e N, J,11 =

Partie 3

4\ n+1 n+1

(9]

47’l

X

o 3

On désigne par n un entier naturel non nul et on note X, (resp. Y,,) le nombre de < piles > (resp.

< faces »)

7. (a)

obtenus lors des 2n premiers lancers supposés indépendants d’une piece équilibrée.

Donner, en justifiant, la loi de X,,.

X, est le nombre de « piles »en 2n expériences indépendantes. Par équiprobabilité de pile
et face, elles ont toutes la méme probabilité 1/2 de donner pile.
Donc ‘ Xn — B(2n,1/2)

2
Montrer que P (X, =Y,) = —J,+1 et en déduire la valeur de lim P (X, =Y,).
T

n——+o00
Comme les lancers ne peuvent donner que pile ou face, X;, +Y,, = 2n, et par conséquent on
a I’égalité entre les événements : [X,, =Y, ] = [2X,, = 2n| = [X,, = n]

n 2

Et comme J,, — 0, ‘hmna%x P(X,=Y, = 0‘
n——+00

Justifier sans calcul I'égalité P (X, <Y,) =P (X, >Y,).

Comme pile et face jouent des roles symétriques, la probabilité qu’il y ait plus de pile que de

m\ /1) 2 L o
avec n € [0,2n] on a donc P (X, =Y,) = - = —J,+1 d’apres la question 6.
T

face est la méme que celle qu’il y ait plus de face que de pile et ‘ P(X,<Y,)=P(X,>Y,)

Montrer que la probabilité d’obtenir strictement moins de < piles > que de < faces > lors
1
de l'expérience décrite plus haut tend vers 3 lorsque n tend vers +oo.

([Xn < Ya],[Xn =Ya],[ X, > Y,]) est un systéme complet d’événements.
Donc la somme des leurs probabilité vaut 1 et avec P (X,, < Y,,) = P (X, >Y,), on a donc
2P (X, <Y,)+P(X,=Y,) =1

1

et P(Xn<Yn)=%(1—P(Xn:Yn)) 5 =

n—+oo 2

Donc ‘ la probabilité d’avoir strictement plus de piles que de faces tend vers 1/ 2‘

8. Pour tout entier naturel k£ non nul, on considere la variable aléatoire Z; qui vaut 1 si l'on a
obtenu « pile > au k¢ lancer et 0 sinon.

(a)

Pour les cubes

2n
Vérifier que 'on a Z Z. = X,.

k=1
Z;, vaut 1 si 'on a obtenu < pile > au k° lancer et 0 donc Z; compte le nombre de pile
obtenu lors du k*™¢ lancer.

. . 2n
Le nombre total de pile(s) obtenus lors de 2n premiers lancers est donc | X,, = > ;" Zg

En appliquant le théoréme limite central & la suite (Z),cy+, montrer que :

1
lim P(X,<Y,)=-

n—-+oo 2

11



1
Les Z), — B <2) sont des variables indépendantes ayant toutes la méme loi avec une

1
variance V' (Z;) = — non nulle.
N 1 1 1
— n
Leur moyenne empirique est Z, = — Y ,_; Zj, d’espérance —, de variance 2L I par
n n n
indépendance.

. 1 1
La centrée réduite Z, = v4n [ Y1 Zi — 2] converge en loi vers une variable de loi
n

normale centrée réduite.

—x 1 1]
En particulier les termes d’indices pairs Z,,, = 4y/n [2Xn —3
n
X, 11 =«
Avec Yy = 20— Xp, on a [Xo < Yo = [Xa 1) = | T2 < 5| = {Z%go}
n
. 1
On a finalement, | P (X,, <Y,) =P (ZZn < 0) — ®(0)==
n—-+oo 2
Retrouver le résultat établi a la question 7)d).
Avec (X, <Y,) = (X, <Y,)U (X, =Y,), union disjointe on a :
P(X, <Y, =P(X,<Y, + P(X,=Y,) et on retrouve bien
1
P Xn )/n =P Xn < }/n - P Xn = In — P
(Xu <¥a) = P(X, < Vo)~ P(Xu=Ya) =
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