Chapitre 4
Applications linéaires

1 Rappels

Dans tout le chapitre E et F' désignent des R-espaces vectoriels.

1.1 Définitions
Définition 1.1.1.

Une application f: E — F est dite linéaire si :
V(A 1) € R%V(z,y) € B, f(Au+ pv) = Af(u) + pf (v).
On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Remarque 1.1.1.
Si f: E — F est linéaire alors nécessairement f(0g) = Op.

Exemple 1.1.1.

e Idg est linéaire.

La transposition ¢ : M, (R) = M, (R), A —" A est linéaire.
L’évaluation d’un polynéme en a : f, : Rlz] = R, P — P(a) est linéaire.
La dérivation est linéaire.

L’intégration est linéaire.

Exemple 1.1.2.

1. Montrer que Uapplication f : (z,y,2) — (z +y,z — y + 2z, — 52) est linéaire.

2. Montrer que I'application f : R[z] — R, P +— P’(5) est linéaire.

Remarque 1.1.2.
Attention : On ne dit pas qu’une application linéaire est stable par combinaison linéaire. Cela n’a
pas de sens, on dit simplement que f est linéaire.

Ce sont les sous-espaces vectoriels qui sont stables par combinaison linéaire.



Proposition 1.1.1.

e L(E,F) est un R-espace vectoriel.
e Si feL(E,F)etge L(F,G), alors go f € L(E,G).

Définition 1.1.2.

On dit que f: F — F est :
e injective si :
Vo, o' € E, f(z)=f(@') & x=21

e surjective si :
VYyeF, 3z € E, f(r)=y

Soit f(E)=F
e bijective si f est injective et surjective.

Définition 1.1.3.

Soit f € L(E,F).
e Si E = F, on dit que f est un endomorphisme, et on notera L(E) = L(E, E) 'ensemble
des endomorphismes de F.
e Si f est bijective on dit que f est un isomorphisme, et on notera GL(FE, F') 1’ensemble
des isomorphismes de E dans F'.
e Si f est un endomorphisme bijectif on dira que f est un automorphisme, et on notera
GL(E) 'ensemble des automorphisme de E.

Exemple 1.1.3.

e [’application Idg est un automorphisme
e La transposée est un endomorphisme de M,,(R).

Proposition 1.1.2.
Soit f : E — F un isomorphisme. Soit f~!f — E sa bijection réciproque. Alors f~! € L(F, E).

Proposition 1.1.3.
On suppose que E et F sont de méme dimension finie, et soit f € L(F,F). Il y a équivalence

entre :

(i) f est bijective;

(ii) dg € L(F,E), go f =1dg;
(iii) 3h € L(F,E), foh=Idp.
Et dans ce cas, f~! =g =h.




1.2 Noyau et Image d’une application linéaire

Soit f : ' — F une application linéaire.
1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1.

On appelle noyau de f, et on note ker(k), I’ensemble :

ker(f) ={x € E, f(z) =0F}.

Proposition 1.2.1.

e ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
e f est injective si, et seulement si, ker(f) = {0g}.

Exemple 1.2.1.
Déterminer le noyau de f : (z,y,2) = (x —y,y — 2,2 — x).

Définition 1.2.2.

On appelle image de f, et on note Im(f), ’ensemble :

Im(f)={f(z), ze E} ={yeF, Ix e E : f(x)=y}.

Proposition 1.2.2.

e Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.
e f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

1.2.2 Cas de la dimension finie.

Proposition 1.2.3.
Soit f : E — F une application linéaire. On suppose E de dimension finie, et soit B = (e, ...e,)
une base de E. Alors Im(f) est de dimension finie, et :

Im(f) = Vect(f(e1), ..., f(en))

Définition 1.2.3.

On suppose E de dimension finie, et soit f € L(F, F). On appelle rang de f, et on note rg(f),
I’entier :

rg(f) = dim(Im(f)).



Remarque 1.2.1.
Par la proposition 1.2.3. Si B = (eq,...,e,) est une base de E, alors le rang de f est le rang de la

famille de vecteurs F = (f(e1), ..., f(en)).

Théoréme 1.2.4 (Théoréme du rang).
Soit f € L(E,F), E de dimension finie. Alors :

dim(F) = dim(ker(f)) + rg(f) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

Exemple 1.2.2.
Déterminer le rang et 'image de f : (z,y,2) = (x —y,y — 2,2 — x).

Corollaire 1.2.5.
On suppose que E et F' sont de méme dimension finie, et soit f € L(F, F). Alors

f injective & f surjective < f bijective.
Remarque 1.2.2.

e Attention dans l'utilisation de ce résultat & toujours bien dire que les dimensions sont égales et
surtout finies. En effet le résultat ne tient pas en dimension infinie. Par exemple f : R[z] — R|z],
P — P’ est surjective mais pas injective.

e Le résultat est en particulier vrai si f € L(E) avec E de dimension finie.

Proposition 1.2.6.
On suppose que E est de dimension finie n, et soit B = (e, ..., €,) une base de E. Alors 'appli-

cation :

F — Mnyl(R)
xr — Mpg(z)

OB :

est un isomorphisme.

Démonstration. O

Proposition 1.2.7.
On suppose F et F' de dimension finie. Alors il existe un isomorphisme f : E — F si, et seulement

si, dim(F) = dim(F).




Démonstration. O

1.3 Projection
Définition 1.3.1.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de . Pour tout z € F, il existe donc
un unique couple (z,y) € F x G tel que z = x + y.

e Le vecteur x est appelé la projection de z sur F paralléelement a G, et noté p(z).

e L’application p : ¥ — FE ainsi définie est appelée le projecteur sur F' parallelement a

G.

Illustration graphique en dimension 2 :

Proposition 1.3.1.

(i) p est linéaire.
(i) pop=p
(iii) ker(p) = G et Im(p) = F = ker(p — Idg). Ainsi :

Yy € G, p(y) =y et Vax € F, p(x) = .

Proposition 1.3.2.
Soit p € L(E). Alors
p est une projecteur & pop =p.

Plus précisément dans ce cas E = Im(p) @ ker(p) et p est le projecteur sur Im(p) parallelement
a ker(p).




Définition 1.3.2.

Soient F' et G des sous-espaces supplémentaires de F, et soit p et g les projecteurs associés. On
appelle symétrie par rapport a F' dans la direction de G '’endomorphisme

s=p—q=1dp —2q.

Illustration graphique en dimension 2 :

2 DMatrice d’une application linéaire

2.1 Définition

Définition 2.1.1.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n, B = (eq,....,e,) une base de E,
C=(f1,..., fn) une base de F et f € L(E, F).

On appelle matrice de f dans les bases B et C, notée Mpc(f), la matrice (a;;)1<i<p € Mpp(R)
1<j<n
de la famille (f(e1), ..., f(ep)) dans la base C c¢’est-a-dire pour tout j € [1, p], la j-éme colonne contient

les coordonnées de f(e;) dans la base C :

flen) flez) - flep)

a1 T Al o arp\ h

a1 s Qg e agp | f2
Mpec(f) = . . )

Qn,1 o Gngy o anp/ fn

n
ou f(ej) = Zlai’jfi'
1=
Remarque 2.1.1.

e dim(F) = nombre de colonnes de la matrice, dim(F’) = nombre de lignes de la matrice.

e Cas d’un endomorphisme : Si £ = F, on prend alors la méme base au départ et a 'arrivée
B = C, et pour tout f € L(E), on note plus simplement Mp = Mg la matrice de f dans la
base B.

e Lorsque cette base est la base canonique on parle de matrice canoniquement associée a f (et
d’application linéaire canoniquement associée a M dans l'autre sens)

Exemple 2.1.1.
Ecrire la matrice canoniquement associée a f : (z,y,2) — (x —y,y — 2,2 — x).



Proposition 2.1.1. Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie, de bases res-
pectives Bg, Br et Bg.
e Si f,ge L(E,F), \,u € R, alors :

Mgy B (Af + 19) = AMpg, 8, (f) + #Mp g 5(9)-
e SifeL(E,F)etge L(F,G), alors :

Mg, B.(g0 f) = Mg B, (9) X Mp, 5. (f).

Corollaire 2.1.2.

Soient E et F de dimension finie n et p, B et C des bases de F et F.

LE,F) — M;yp[R)
f = Mge(f)

e Si E et F sont tous deux de dimension finie, alors L(E, F') est aussi de dimension finie et :

e L’application ¢g¢ : est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

dim(L(B, F)) = dim(E) x dim(F).

Démonstration. O

Proposition 2.1.3.
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension n munis respectivement des bases B et C.
Soit f € L(E,F). Alors :

f est un isomorphisme < Mpc(f) est inversible.

Et dans ce cas : (Mpc(f))™t = Mes(f1).

Proposition 2.1.4.
Supposons E et F de dimension finie, et considérons B et C des bases respectives de E et F'. Soit
f€L(E,F)etxec E. Notons alors :
e A la matrice de f dans les bases B et C;
e X la matrice colonne des coordonnées de x dans B
e Y la matrice colonne des coordonnées de y = f(z) dans la base C.
Alors :

Y =AX.




2.2 Changement de base

Soit f € L(F). Si B et B’ sont deux bases de F, alors Mg(f) et Mg/(f) sont a priori deux matrices
différentes. Cette partie explique comment passer de I'une a 'autre.

2.2.1 Matrice de passage
Définition 2.2.1.

Soient B et B’ deux bases de E.

On appelle matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice Pgp de la famille 5/
dans la base B, c’est-a-dire la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la
base B’ dans la base B.

Plus précisément, si on note B = (e1, e, ...,ey), B' = (f1, fo, ..., fn), alors :

i fo o fi o fa
bPia P12 - P1j - Pin\€l
b21 P22 - P25 0 P2n |€2

P[,”B/ = . . .
Pn1 DPn2 - Pnj " Pnn/ €n

n
ou fj = Zpi,jei.
i=1

Remarque 2.2.1.
Par définition, on a Pgp = Mp g(Idg) puisque

Idp(f;) = fj = Zpi,j€i~
=1

Exemple 2.2.1.
Considérons la famille B = ((1,0,0,0), (0,1,0,0), (1,2,1,0), (1, 3,3,1)). Montrer que B est une base de
R*, et écrire la matrice de passage de la base canonique B, a la base B.

Proposition 2.2.1.
Soient B et B’ deux bases de E de dimension finie. Alors Pg s est inversible, d’inverse :

Py = Py .




2.2.2 Changement de bases

Proposition 2.2.2.
Supposons F de dimension finie, et soient B et B’ deux bases de E. Soit x € E. Notons :
e X la matrice de x dans la base B
e X' la matrice de x dans la base B’ :
e P la matrice de passage de B a B'.
Alors :
X = PX'.

Démonstration. O

Exemple 2.2.2.
On se place dans le contexte de 'exemple 2.2.1. Soit u un vecteur dont les coordonnées dans la base
B sont (1,2,0,1). Déterminer ses coordonnées dans la base canonique.

Théoréme 2.2.3 (Formule de changement de bases).
Supposons E de dimension finie, et soient B et B’ deux bases de E. Soit f € L(E).
Notons :

e A la matrice de f dans la base B

e A’ la matrice de f dans la base B';

e P la matrice de passage de B ) B'.

Alors :
A'=P AP
Exemple 2.2.3.
2 1 -1
Soit f € L(R3) 'application canoniquement associée & [0 1 0
1 1 0

1. Ecrire explicitement f(u) pour tout u = (z,y,2) € R3.

2. Soit C = (f1, f2, f3) avec f1 = (1,0,1), fo = (—1,1,0) et f3 = (1,1,1). Montrer que C est une
base de R3.



3. Déterminer la matrice de f dans C.

4. En déduire la matrice de f™ dans B pour tout n € N.

Définition 2.2.2.

Soient deux matrices A et B € M,,(R), on dit que A et B sont semblables s’il existe P € GL,,(R)
telle que
A=PBP"

2.3 Trace d’une matrice carrée

Définition 2.3.1.

Soit A € M, (R).
On appelle trace de A, et on note Tr(A), la somme de ses coefficients diagonaux, c’est-a-dire :

TI‘(A) = Zn:aiyi.
=1

10



Exemple 2.3.1.

1 2 3
o Tr 6 5 4 =
9 7 8
o Tr(I,) =
° Tr(On) =
Proposition 2.3.1.
, . - Mu(R) = R L ,
L’application Tr : A o Ty ( A) est une forme linéaire. Donc :

Tr(AA + pB) = ATr(A) + puTr(B).

pour tous A, B € M,(R) et \,u € R.

Démonstration.

Proposition 2.3.2.

Soit A et B deux éléments de M, (R).
o Tr(tA) = Tr(A).
e Tr(Ax B) =Tr(B x A).

Démonstration.

Proposition 2.3.3.
Si deux matrices sont semblables, alors elles ont la méme trace.

Démonstration.

11



Remarque 2.3.1.

Attention deux matrices qui ont la méme trace ne sont pas nécessairement semblables. Par ex I, =

(é (1)) et A= (8 g) ne sont pas semblables méme si elles ont la méme trace.

2.4 Retour sur le rang d’une matrice

Proposition 2.4.1.

Soit f € L(E, F), B une base de E et C une base de F. Le rang de Mp¢(f) est égal au rang de
I’application linéaire f.

Définition 2.4.1.

. — . . e . . s
Soit A € My, ,(R), ¢4 : 'A/;?’l . JA}A;l I’application linéaire canoniquement associée & A.

e On appelle noyau de A, et on note ker(A), le noyau de p4. Ainsi :
ker(A) ={X e Mp1(R), AX =0,1}.

e On appelle image de A, et on note Im(A), I'image de p4. Ainsi :

Im(A) = {AX, X e Mp1(R)} ={Y € My, 1(R), 3IX e M, (R) : ¥ = AX}.

Proposition 2.4.2.

Soit A € My, ,(R), pa I'application linéaire canoniquement associée a A.
1. rm(A) =rg(pa).
2. Théoréme du rang : p = dim(ker(A)) + rg(A).

Exemple 2.4.1.

1 2 -1
Soit A= |3 —1 0 |.Déterminer ker(A), Im(A), rg(A).
4 1 -1

12



Proposition 2.4.3.
Soit A € M, (R). Alors :

A inversible < ker(A) = {0,1} & Im(4) =M, 1(R) & rg(4) =n.

Démonstration.

Proposition 2.4.4.

1. Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomorphisme
dans des bases distinctes.

2. Deux matrices semblables ont le méme rang.

Remarque 2.4.1.
Attention la réciproque est fausse : deux matrices de méme rang ne sont pas forcément semblables.
0

Par exemple, les matrices (é 1) et <(1) 1) sont de rang 2, mais elles ne sont pas semblables.

2.5 Retour sur les projecteurs

On suppose que E est de dimension finie n.

Proposition 2.5.1.
Soit f € L(F), B= (e1,...,en) une base de E. Les assertions suivantes sont équivalents :

(i) f est un projecteur de rang r;

(ii) il existe une base B’ de E dans laquelle

10 -0
Mg (f) = = diag(1,....,1,0,...,0) = A, ;
s =1 00 -~ 0 g(T\T/)
T 1018 n—r 1018
0O --- 00 --- 0

(ili) Mg(f) est semblable a A,.

Démonstration. O
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Remarque 2.5.1.

Il est donc aisé d’écrire la matrice d’un projecteur f dans une base adaptée a la somme directe
E =TIm(f) @ ker(f). Et pour obtenir la matrice de f dans une autre base, on appliquera les formules
de changement de bases.

3 Polynomes d’endomorphisme

3.1 Définitions
Définition 3.1.1.

Soit f € L(E), soit k € N*, alors f* = fo fo.. o f est bien définie et f¥ € L(F).
ﬁ,_/

k fois
Par convention on pose : f* = Idg.

Définition 3.1.2.

Soit P: x — ZZZO arx® un polynéme a coefficients dans R, et soit f € L(F).
On note P(f) 'endomorphisme de E défini par :

d

= Zakfk =agfl+ ...+ a1 f + apldg
k=0

Exemple 3.1.1.
SifeL(E)et P:axvrs a3 —4x+2, P(f)= 2 —4f +2Idg.

Remarque 3.1.1.
Attention le terme constant ag dans P devient agldg dans P(f).

Proposition 3.1.1.

Soient P,Q € R[z], f
o (aP+BQ)(f)
o (PxQ)(f)=

€ L(E)et a,B €R.
=aP(f)+BQ(f)
P(f)oQ(f).

Remarque 3.1.2.
ATTENTION : Pour z € E, ne pas confondre P(f)(z) et P(f(z)) :

P(f(2)) = an(f(2))" + ... + a1 f(2) + ao

n’a pas de sens ((f(z))™ n’a pas de sens dans F : il n’y a pas de produit dans un espace vectoriel).
Alors que P(f)(x) est I’évaluation en z € E de 'endomorphisme P(f) € L(E).

n

14



Proposition 3.1.2.

e Les endomorphisme P(f) et Q(f) commutent : P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f).
— Si A est la matrice de f dans la base B, alors A* est la matrice de f* dans la base B et
donc P(A) est la matrice de P(f) dans la base B.

3.2 Polynomes annulateurs

Définition 3.2.1.
Soient P € R[z] et f € L(E). On dit que P est un polynéme annulateur de f lorsque
P(f) = 0z(p).

Exemple 3.2.1.
Donner un polynéme annulateur d’un projecteur p.

Proposition 3.2.1.
P est un polynéme annulateur de f si, et seulement si, P est un polynéome annulateur de sa
matrice dans une base quelconque.

Proposition 3.2.2.

e On suppose que F est de dimension finie.
Tout endomorphisme de E admet un polynéme annulateur non nul.
e Toute matrice de M, (R) admet un polynéme annulateur non nul.

Démonstration. O

4 Sous-espaces stables

Définition 4.0.1.

Soit f € L(F). Un sous-espace vectoriel F' de F est dit stable par f si:

Ve e F, f(x) € F.

15



Exemple 4.0.1.

e Soit f € L(FE). Onremarque que f({Og}) = {0g} et f(E) C E. Donc, les sous-espaces vectoriels

{0g} et E sont stables par f.
. E — F
e Soit F =R[z], f: P o P et F' =R,[z].

Si deg(P) < n, alors deg(f(P)) = deg(P’) <n—1 et donc f(P) € F. Donc F est stable pas f.

Proposition 4.0.1.
On suppose que F' = Vect(eq, ..., ex).
F est stable par f si, et seulement si, f(e;) € F pour tout i € [1,k].

Démonstration.

Exemple 4.0.2.
Soit f : R? — R? définie par f((x,y)) = (5z + 3y, —6z — 4y). Montrer que Vect((1, —2)) est stable par

f.

Proposition 4.0.2.
Soient f et g deux endomorphismes de E qui commutent.
Alors les sous-espaces vectoriels ker(g) et Im(g) sont stables par f.

Démonstration.

Proposition 4.0.3.

Soit f € L(F).
1. Soit P € Rz]. Les sous-espaces vectoriels ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f.
2. Les sous-espaces vectoriels ker(f) et Im(f) sont stables par f.

3. Pour tout X\ € R, le sous-espace vectoriel ker(f — A dg) est stable par f.

16




Démonstration. O

Définition 4.0.2.

Soit f € L(FE). Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f.
Fr — F

L’application f: o f(z)

est un endomorphisme de F' appelé endomorphisme induit
par f sur F.

Remarque 4.0.1. B
L’hypotheése ” F' stable par f” assure que 'application induite f est a valeurs dans F.

Exemple 4.0.3.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un R-espace vectoriel . Soit p le pro-
jecteur sur F' parallelement a G.

1. Justifier que F' et G sont stables par p.

2. Déterminer les endomorphismes induits p et p respectivement sur F' et G.

Proposition 4.0.4.

Supposons E de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E. Soit B’ = (ey, ..., ¢,) une base
de F' qu’on complete en B = (e1, ..., €y, €pt1, ..., €,) une base de FE.

Soit f € L(F). Il y a équivalence entre :

1. F est stable par f;

2. Mp(f) est de la forme < > (matrice triangulaire par blocs).

Opn—pp C

Démonstration. O
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