Lycée Louis Thuillier Année 2026-2027
ECG2 Maths Approfondies

TD 4 -Applications Linéaires

Exercice 1.
Montrer que les applications suivantes sont linéaires, déterminer une base du noyau et de I'image de
chacune d’elles ainsi que leur rang et leur matrice dans les bases canoniques :
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Exercice 2. *
Soient F, F, G des R-espaces vectoriels et f € L(E, F), g € L(F, Q).
Montrer que go f = 0z(p,q) < Im(f) C ker(g) ;

Exercice 3. **[Noyaux et images itérés]
Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(FE) un endomorphisme non nul. Notons pour tout
k € N, Ni, = ker(u*) et I} = Im(uF).
1. Montrer que pour tout £k € N, Ni et [ sont des sous-espaces vectoriels de E stables par w
satisfaisant Ny C Ngyq et Ipp1 C Ii.
2. (a) On suppose qu'il existe r € N tel que N, = N,;. Montrer que pour tout k > r, N, = Nj.
Vk € [[Oap_ 1ﬂ7 Ny 7é Nk+1
Vk > p, Nk = Nit1 =1
Vk € [[Oapi 1]]7 I 7£ Ik+1
Vk >p, Iy = Iy = I

3. Montrer que £ = N, @ I, puis que I’endomorphisme induit par w sur N, est nilpotent et
préciser son ordre de nilpotence, et I’endomorphisme induit par u sur I, est un automorphisme
de I,,.

(b) En déduire qu’il existe un entier p < n tel que {

(c) Montrer qu’on a aussi {

Exercice 4. **

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout entier i de [1,n], p; désigne un projecteur de E.
On suppose que pour tout couple (4,5) de [1,n]? : i # j = p; o p; = 0.

Montrer que la somme Im(p;) + ... + Im(p,,) est directe.

Exercice 5. *
Soient F, F', G trois espaces vectoriels de dimension finie, et soient f € L(E, F) et g € L(F,G).
1. Montrer que rg(go f) < rg(g).

2. Soit (ey, ..., ep) une base de Im(f). Montrer que (g(e1), ..., g(ep)) est une famille génératrice de
Im(g o f). En déduire que rg(go f) < rg(f).

3. Montrer que rg(g o f) < min(rg(g),rg(f)).



Exercice 6. *
Soit E de dimension finie. On dit qu'un endomorphisme f € L(F) est nilpotent s’il existe p > 1 tel
que :
P =0 et [P # Oy
L’entier p s’appelle alors 'indice de nilpotence de f.
On suppose dans la suite que f est un endomorphisme nilpotent d’indice p.
1. (a) f peut-il étre bijectif ?
(b) Justifier qu’il existe xg € E tel que fP~!(z0) # 0g. Montrer que la famille (zq, f(20), ..., fP~(20))
est libre.

(¢) En déduire que f™ = 0.
2. On suppose dans cette question que p = n. Déterminer le rang de f.

3. Montrer que Idg — f est inversible, et déterminer son inverse.

Exercice 7.
Soit p 'application de R? dans R? définie par p((x,y)) = (92 — 12y, 6= + 8y).

1. Montrer que p est un endomorphisme de R2.

2. Déterminer une base de ker(p) et de Im(p). p est-elle injective ? bijective ?

3. Montrer que p est un projecteur.

4. Les sous-espaces ker(p) et Im(p) sont-ils supplémentaires dans R? ?
Exercice 8. **[Oral ESCP 2019]

Soient deux entiers n > 1 et k > 2. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient p1,pa, ..., pr des endomorphismes de E tous non nuls et tels que :

p1+p2+ ...+ pr = Idg et rg(p1) + rg(p2) + ... + rg(pr) < n.

1. Montrer que E = Im(p1) @ Im(p2) @ ... ® Im(py).
2. Montrer que, pour tout i € [1, k], 'endomorphisme p; est un projecteur de E, et que pour tout
couple (4,7) € [1,k]?* vérifiant i # j, on a p; op; = Oz (E)-
k
3. Montrer que pour tout i € [1, k], p; est le projecteur sur Im(p;) parallelement & K; = @ Im(p;).
j=1
J#i
Exercice 9.
Dans l'espace vectoriel R*, on donne f; = (1,1,2,1), fo = (1,—1,0,1), f3 = (0,0,—1,1) et f4 =
(1,2,2,0). On note B la base canonique de R*.
1. (a) Ecrire la matrice P de la famille B’ = (f1, fa, f3, f4) dans B.
(b) En déduire que B’ est une base de R*.

-4 -1 3 3
4 -1 -1 -1 o
2. (a) On pose @ = 0o 2 -2 9 | Calculer PQ puis déterminer P~".

4 2 -2 =2
(b) En déduire les coordonnées du vecteur = = (—1,1,1,2) dans la base B'.

Exercice 10.

Considérons la matrice M =

S = O

11
0 1], et u’endomorphime de R3 canoniquement associé & M.
0 1

—~

On consideére les vecteurs f1 = (1,—1,0), fo = (1,1,0) et f3 =(0,0,1).

1. Montrer que B = (f1, fo, f3) est une base de R3.



2. Donner la matrice de passage de la base canonique a la base B et déterminer son inverse.
3. Soit # = (a, b, c) € R3. Déterminer les coordonnées de z dans la base B en fonction de a, b et c.
4. Déterminer la matrice T' de v dans la base B.
5. En déduire T™ puis M™ pour tout n € N.
Exercice 11. *
Soit ¢ lapplication définie sur Ra[x] et a valeurs dans R[z|, qui & un polynéme P associs ¢(P) =
(22 —1)P' — 22P.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Rg|x].
2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique B..

3. On pose Py = (x4 1)2, P, = 22 — 1, Py = (z — 1)%2. Montrer que B = (Py, P2, P3) est une base
de Ro(x] puis donner la matrice de passage de la base canonique a B5.

4. En déduire la matrice de ¢ dans la base B.

5. Pour n € N, déterminer la matrice de ¢" dans la base B. En déduire la matrice de ¢" dans la

base canonique.

Exercice 12.
Dans 'espace vectoriel M3(R), on donne :

1 0 1 2 1 2 1 2
a=(00) 2= 8) =G o) o= Y
1. (a) Ecrire la matrice P de la famille B’ = (A, B,C, D) dans la base canonique B de Ms(R).
(b) En déduire que B’ est une base de Mz (R).

0 4
(a) Déterminer P~1.
(b) En déduire les coordonnées de M dans la base B'.
3. Pour tout M € M3(R), on pose p(M) =AM — M A.

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Mo (R).

2. On considére M = <6 4)

(b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base B puis dans la base B'.

Exercice 13. **

Montrer que les matrices A = <% ;) et B = ((1) g) sont semblables.

Exercice 14. *** [QSP HEC 2021]

Soit A € M3(R) une matrice non nulle telle que A% = 0. Montrer que A est semblable &

o O O
o O O
S O =

Exercice 15.

Dans cet exercice n désigne un entier supérieur ou égal a 2. On désigne par I la matrice identité de
M, (R). On note Tr 'application qui & toute matrice de M,,(R) associe sa trace. On rappelle que Tr
est une forme linéaire sur M,,(R).

1. Montrer que Im(Tr) = R.
2. En déduire la dimension de ker(Tr).
3. Etablir que : M,,(R) = ker(Tr) & Vect(I).



Exercice 16. *[Trace d’'un endomorphisme]
Soit F un espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit f un endomorphisme de E et soit B une base de E. Montrer que le scalaire Tr(Mpg(f)) est
indépendant de la base B choisie.
Ce scalaire est appelé la trace de f et noté Tr(f).

. _fa b
2. Exemple. Soit A = (c d

définie par ua(M) = AM.

(a) Montrer que uy4 est un endomorphisme de Mj(R).
(b) Calculer Tr(uy).

3. Soit p un projecteur de E. Montrer que Tr(p) = rg(p).

> € M3 (R), et considérons application uy : Ma(R) — Ms(R)

Exercice 17.

R R
Déterminer un polynome annulateur et I'inverse s’il existe des endomorphismes : f : Ml /i : ;Ajl( 224
E — FE

x = p@u+tax
o(u) = 1.

Exercice 18.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que 2f? — 3f — 9Idg = 0.
On pose u =2f +3ldg et v= f — 3ldg.

1. Calculer u — 2v. En déduire que E = Im(u) + Im(v).

ol F est un espace vectoriel, u € E et ¢ est une forme linéaire telle que

2. Calculer uov et vowu. En déduire que Im(u) C ker(v) et Im(v) C ker(u).
3. Montrer que E = ker(u) & ker(v).

Exercice 19.

01 O

. , . 4 . o 1 1 1 -2
Soit f 'endomorphisme de R* canoniquement associé a M = 100 0
0 1 1 -1

1. Montrer que fo f = —Idpa.
2. Monter que pour tout u € R*, le sous-espace vectoriel Vect(u, f(u)) est stable par f.

3. On pose e; = (1,0,0,0), e2 = f(e1), e3 = (0,1,0,0) et e = f(e3).
Montrer que B = (e1, ez, €3, e4) est une base de R*.

4. Déterminer la matrice M’ de ’endomorphisme f dans la base B.



