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Devoir maison 2 pour le ......

Exercice 1 (Ecricome 2020).
Soit (un)n>0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général u, converge, on dit qu’elle
converge a l'ordre 1 et on note alors (Ry ) la suite des restes de cette série, autrement dit :

n=0
—+00
Vn € N, }%Ln:: E Uk
k=n+1

Si & nouveau la série de terme général Ry, converge, on dit que la série ) u, converge a l'ordre 2 et
n=0

on note (Ray), -, la suite des restes de cette série, autrement dit :

n=0

—+00
VneN, Rpn= > Ry
k=n+1

Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la série de terme général R,_;, converge, on dit que la

série ) u, converge a l'ordre p et on note alors (R,5), -, la suite des restes de cette série :
n=0 -

+oo
van = Z Rp_17k
k=n+1

On peut noter : pour tout n € N, Ry, = u,
Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples, 'ordre de la convergence de la série de
terme général u,,.

1. Soit o € R. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, = —

(a) Rappeler la condition nécessaire est suffisante sous laquelle Y w,, converge.
n=1

La série de Riemann ), ., u, converge si et seulement si o > 1.
=

On se place désormais sous cette condition.
(b) Pour tout entier k > 2, justifier que :

1
dt 1 d
P G haid
te ke

—7
L\?r
~
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k

Soit k > 2,
Pour tout ¢ € [k,k+ 1] on a t >k, d'ou, puisque a > 0, & < 7
Par croissance de l'intégrale on en déduit que

C’est-a-dire



ou encore
/kJrl 1 1
—dt < —
. ta = ka
1

De méme, pour ¢t € [k — 1,k] on a t < k, d’ott, puisque a > 0, & 2 fa
Par croissance de 'intégrale on en déduit que

C’est-a-dire

Finalement on a bien

En déduire que pour tout n > 1

1 1 <R 1 1
a—1 (n+1)e1 7 1n\a—1 no—l
Soit n > 1, on sait que les intégrales f oLt et " +1 & L dt sont des intégrale de Riemann

convergentes.
D’apres la relation de Chasles, on en déduit que les série $°;°° k—nt1 f b1 I Ldtet Y[ k—n1 :H t% dt
convergent et que

et

oo q 1 1
Z/ L= / —dt =
|t to a—1no-1

k=n+1

En sommant les relations obtenues a la question précédente, on a alors

Z/kltadt Zka\ Z/ltadt

C’est-a-dire

En déduire que :

" n—too (v — 1)nat
D’apres la relation précédente, on a, pour tout n > 1

na—l Rl,n

< <1
(n+1)o-1

(a—1)no—1

a—1
n g&gl
n+1 S —
(«

_1)no¢71

C’est-a-dire




a—1
Or limy,— 400 (#) =1, ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes

lim —— = 1
n—+oo @—TD)na1
C’est-a-dire
1
Fn n;\jroo (o — 1)71“_1

(e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur «, la série ) u, converge-t-elle a l'ordre
n>1
27
Pour n € N* on a Ry, > 0 en tant que somme de réels strictement positifs.
D’apres le théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs, les séries de terme
énéral respectifs Ry, et ——— sont de méme nature.
T (a—1)n>—1
La série de terme général W est une série de Riemann qui converge si et seulement
sia—1>1,ie a>2.
Ainsi
La série ) -, up converge a l'ordre 2 si et seulement si a > 2

(f) Conjecturer a quel ordre la série > w, converge.
n>1

On a vu que la série ) -, u, converge a l'ordre 1 si et seulement si a > 1 et qu'elle a
l'ordre 2 si et seulement si o > 2.

On conjecture alors qu’elle converge a l'ordre p € N* si et seulement si a > p.

En d’autres termes, on conjecture que

La série >, -, uy, converge a tous les ordres p tels que p < a.

2. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, = —.

(a) Montrer que la série » w, converge.
n=1

La série de terme général % est une série de Riemann convergente, ainsi, d’apres le théoreme
de comparaison pour les séries a termes positifs,

La série ), - up converge.
=

1
(b) Montrer que, pour tout k > 3, uy < 3k puis en déduire que, pour tout n > 2 :

0<Rin < 545

1
= 2.3n

Soit k = 3, on a alors kln(k) > kIn(3), d’on k¥ > k2 et ainsi

Les séries de terme général respectifs uy, et 3% convergent. En sommant les inégalités obtenus
on a alors, pour n € N



—l—oo1

1
Z 3k = Z +OOW On pose le changement de variable i =k —n —1
k=n+1 1=0

B 1 +oo 11’

_3n+lz g
=0

11

T ant+lq _ 1

gl 1

103

T 3ntlg

B 1

- 2.3n

On a donc bien

1
OgRl,ngﬁ

(¢) En déduire que la série Y u, converge a 'ordre 2 , et que, pour tout n > 1 :
n=1
1
0< Roypy < 13

La série de terme général %3% est convergente en tant que série géométrique (multipliée par

une constante) de raison % €] — 1,1[. Ainsi, d’apres le théoreme de comparaison pour les

séries a termes positifs, la série R, converge. En d’autres termes
9 n>1 )

La série ), -, u, converge a l'ordre 2.
=

De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N

11
0< X, Rix< X 53
k=n+1 k=n+1
+o0 400 11 1 S
OI’ Zk=n+1 RLk - RQ,’R et Zk=n+1 §3T — W AlnSI
Vn > 1 0< Ry, < 1
n =1, X 2n X 437

(d) Montrer que, pour tout p > 1, la série » u, converge a 'ordre p et que pour tout n > 1
n=1

1
0< Rpn < 5 . 3n

On va procéder par récurrence sur p.
Plus précisément notons A(p) l'assertion
< La série Zn>1 uy, converge a ’ordre p et, pour tout n > 1, 0 < R, ,, < ﬁ
On a déja montré que Iassertion est vraie pour p =1 et p = 2.
Soit p € N*, on suppose que 'assertion A(p) est vraie.
On a alors

. 1
VTIGN, OngméW

La série de terme général 2%3% est convergente en tant que série géométrique (multipliée

par une constante) de raison % €] —1,1]. Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison pour les



séries & termes positifs, la série > ;| R, converge. En d’autres termes la série > - u,
= =
converge a 'ordre p + 1.

De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N

—+00

=11
0< > Bok< D oo
k=n-+1 k=n-+1
a1

400 o “+o0 1
Or Zk:nJrl Rp,k - Rp+1,n et Zk:nJrl 2P 3k

1 1
2.3n T 2ptlgn

1 ..
35 . Ainsi
1
Vn > 1, OngJrl,n < W
Ce qui prouve I’assertion au rang n + 1 et acheve la récurrence.
En conclusion

Pour tout entier p > 1, la série Zn% U, converge a ’ordre p et

1
Vn > 1, 0<R

X {ipn < 2p_3n

(e) La série ) R, converge-t-elle?
n=1

D’apres la question précédente on a, pour tout n > 1, 0 < Ry, <

7 ﬁ, c’est-a-dire

. 1
Vn € N7, Oan7n<67

La série de terme général -

1

6n
5 €l — )

est convergente en tant que série géométrique de raison
1,1[. Ainsi, d’aprés le théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs,
la série » -, Ry n converge.

3. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N : u,, =

(="
(a) Montrer que :

n+1"
1
n
lim dt =0
n—+oo | 1+t
0
Pour t € [0,1] ona 1+¢ > 1 ainsi
tn
Vie[0,1], 0< <"
1+t
D’ou, par croissance de 'intégrale

1 tn 1

0 </ dt é/ t™dt
o 1+t 0
C’est-a-dire

Lo 1

0 < / dt <
D’apres le théoreme des gendarmes, on a ainsi
1 n
lim dt|=0

n—+oo Jo 1+t




1 1
(b) Soit N € N. En remarquant que pour tout k € N, —— = f tkdt, montrer que :

E+1
N L N
t t)yN+1
Zunz/d—/( " gt
— 1+t 1+t
n= 0 0

Soit N € N, on a

n=0 n=0
N 1
:Z(—l)”/ " dt
0
/ "tndt
0
11_ N+1
_/ =" 4
0 1+t
1 1 (_pN+1
L ey,
o 1+t o 1+t
On a donc bien
1 —tN+1
S [ e [
o 1+t o 14t

(¢) En déduire que la série > u, converge et que, pour tout n >0 :

n=0
1
n+1
/ 14+
0

On sait, d’apres la question 3.(a) que la suite ( 01 tiv:tl dt) N converge vers 0 ainsi, d’apres
e

la question 3.(b) la suite (Zgzo un)N y converge vers fn T dt = In(2).
€

En d’autres termes |la série ) -, u, converge et fo 7 At = In(2)

Pour n € N on a alors
+o0
PR
k=n-+1
+o0 n
S
k=0 k=0
1 1 1 +1
1 1 —)"
= —dt — /dt—/ Ldt
o 1+t o 1+t o 141

1/ _4\n+l
[y,
o 1+t

Yn >0, Rl,nz/ S
0

On a donc bien




(d) Montrer par récurrence que, pour tout entier p > 1, la série Y u, converge a l'ordre p et

n>=0
que pour tout n >0 :

1 n+p
= [ T
0

Pour p > 1, on définit 1'assertion A(p)

< La série Zn>0 u, converge a l'ordre p et, pour tout n > 0, R, ,, = 01 ((1'2:;1) dt >
La question précédente nous assure que l’assertion A(1) est vérifiée.
Soit p > 1, on suppose que 'assertion A(p) est vérifiée.
Pour n € N on a alors
k—H?
z Ros = z / P
Hk+p
/ >
(1 + t)
> (—t)Fat
- [ arip e
—t)P 1 — (—t)nt!
/ ( "
(1 + t)p 1+t
—t)P —t n+1+p
/ P
1+ ¢t)ptl 1+ ¢)ptt
t)P 1 _)ntit+p
/ L [,
(1+tp+t o L+t)pft
1 ( t)P 1 yntltp
= dt + (—1)"*P / —dt
|, w0 [
Pourt € [0,1]ona 1+¢ > 1 ainsi (1+¢)? > 1 et donc
nt+1+p 1t
vt € [0, 1], 0 ———— < ilte
0,1] 1+ t)ptl
Par croissance de 'intégrale on en déduit que
1 tn+1+P 1
0< dt <
/0 (14 ¢)ptl n+p+2
Le théoréeme des gendarmes nous assure alors que lim,, 4o f ! (i:tt;fl dt =0

On en déduit donc que la série de terme général R, ; converge et que

tn+1+10

400 1
Ry _/ ——dt
> = [



Ainsi, pour n € N, on a

“+o00
Rp+1,n = Z R k
k=n-+1

+oo n
=2 Bok = Bus
k=0 k=0
1 n+1+ 1 1 n+1+
t p —1)P —t P
[ ([ [0y
o L+t o L+t +1 o 1+t)P
1 /_p\n+1+p
t
[,
o 1+1)P
On a ainsi prouvé que la série ) -, u, converge a l'ordre p + 1 et que, pour tout n > 0,

_$\n+1+
Ryiin = 01 % dt. En d’autres termes on a prouvé Iassertion A(p + 1).

Par principe de récurrence, on en conclut alors que

_+\nt
Pour tout entier p, la série 27@0 uy, converge a l’ordre p et, pour tout n > 0, R, ,, = 01 % dt




