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Applications linéaires

ECG2 - mathématiques approfondies

I 1. Méthode

Rappel de méthode

A retenir — Méthodes et rédaction

1. Montrer la linéarité. Soient u,v € E et A € R. On calcule :

fOutv) =---=Af(u) + f(v).

Ainsi, f est une application linéaire de F dans F'.
2. Déterminer le noyau. Soit u € E. On résout :

u € ker(f) <= f(u)=0p < -

On exprime les solutions a |'aide de parametres, puis on écrit ker(f) = Vect(u1,...,up). On justifie que la
famille est libre pour conclure qu’elle est une base du noyau.

3. Déterminer I'image. Soit (ey,...,e,) une base de E. Par linéarité,

Im(f) = Vect(f(e1), ..., f(en))-

On calcule ces images, puis on extrait une famille libre qui engendre le méme espace : elle constitue une base
de I'image.

I 2. Applications

Pour chacune des applications ci-dessous :

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer une base de ker(f).

3. Déterminer une base de Im(f).
4

. Donner la matrice de f dans les bases canoniques.

Correction.

Exercice 1 De R? dans RQ. 1. Soient u= (z,9), v = (&', y/) et A € R.
On considere f : R? — R2 définie par
FOu+v) = ANz +y)+2' +9,

2X\(z +y) + 22" + 2y')
= Af(u) + £(v).
Ainsi f est linéaire.
2. f(z,y) = (0,0) <= z4+y=0 < (z,9) =
z(1,—1). Donc ker(f) = Vect((1l,—1)). Le
flz,y) = (z 4y, 2z + 2y). vecteur (1, —1) est non nul : il constitue une base
’ ’ du noyau.

3. Pour la base canonique (e1,e2), f(e1) = f(e2) =
(1,2). Ainsi Im(f) = Vect((1,2)). Le vecteur
(1,2) étant non nul, il constitue une base de
I'image.

4. La matrice de f a pour colonnes les coordonnées
des images des vecteurs de la base canonique de
départ. Ainsi,

Mat(f) = (; ;) :
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Correction.

Exercice 2 De R? dans R? 1. Pour u = (z,y,2), v=(2',y,2') et A € R,
On considére f : R? — R? définie par i e
fxy) = (2, 2 +y, y). My—2)+y — 2,
Nz —2) +z' —2)
Correction. = Af(u) + f(v).

L Pour u = (z,y), v=(2',y) et AER, Ainsi f est linéaire.

fu+v) =z + 2, 2. f(z,y,2) = 0 y Y 2. Done
ker(f) = Vect((1,1,1)), avec pour base le vecteur
Mz+y)+2' +9, w+y B
(x4+y)+z +y, y+vy) non nul (1,1,1).

M)+ f(0). 3. Les images sont v; = (1,0,1), v2 = (—1,1,0) et

Donc f est linéaire. vg = (0,—1,—1). Orvg = —v1 — vz : l'image est

2. f(z,y) = (0,0,0) <> =z =y = 0. Ainsi fa\ngendrée par v1,vz. Si avi + bus = 0, la de.l.\JX—
ker(f) = {(0,0)} : sa base est la famille vide ieme coordonnée donne b = 0, puis la premiére

. . p a = 0. Ainsi (v1,v2) est une base de I'image.
et sa dimension est zéro. (v1,v2) g

3. f(er) = (1,1,0) et f(e2) = (0,1,1) engendrent
I'image. Si a(1,1,0) +b(0,1,1) =0, les premiere
et troisieme coordonnées donnent a = b = 0. Ces
deux vecteurs forment donc une base de I'image.

1 -1 0
4. La matrice de f a pour colonnes les coordonnées Mat(f) = <0 1 —1) .
des images des vecteurs de la base canonique de 1 0 -1
départ. Ainsi,

4. La matrice de f a pour colonnes les coordonnées
des images des vecteurs de la base canonique de
départ. Ainsi,

Lo Exercice 5 Des matrices aux vecteurs
Mat(f) = (1) 1 On considére f : M3(R) — R? définie par
a b
‘ f((c d))z(a—l—d,b—i—c).
Exercice 3 De R? dans R?
On considére f : R? — R? définie par
f(x,y,2) = (x+y, y+2) Correction.
1. Soient M = (2%), N = (‘;,/ Zl,) et A € R.
Correction. FOAM 4+ N)=\a+d)+d +d,
1. Pour u = (z,9,2), v=(2',y,2') et A € R, Ab+c)+b +¢)
fOu+v)=Az+y) +2 +v, = A (M) + f(N).
AMy+2)+y +2) Donc f est linéaire.
=Af(uw) + f(v). 2. M €ker(f) < d=—aetc=—b. Ainsi
Ainsi f est linéaire.
M =a L0 +b vl .
2. flz,y,2) = 0 <= =z = —yetz = —y. 0 -1 -1 0

Donc (z,y,z) = y(—1,1,—1). Le vecteur non

nul (—1,1,—1) constitue une base du noyau. Ces deux matrices engendrent le noyau. Une com-

binaison nulle impose @ = b = 0 en regardant la
premiere ligne : elles forment donc une base du
noyau.

3. Les images de la base canonique sont (1,0), (1,1)
et (0,1). Comme (1,1) = (1,0)+(0, 1), Im(f) =
Vect((1,0),(0,1)) = R?. Sa base canonique est

une base de l'image 3. Dans la base canonique des matrices,

4. La matrice de f a pour colonnes les coordonnées f(E1) = f(E2) = (1,0),
des images des vecteurs de la base canonique de Eio) = f(Eo1) = (0.1
départ. Ainsi, f(Brz) = §(En) = (0,1).

Mat(f)—((l) 1 (1)

Donc Im(f) = R? ; la base canonique de R? est
) une base de I'image.

4. La matrice de f a pour colonnes les coordonnées
des images des vecteurs de la base canonique de

Exercice 4 De R® dans R3 départ. Ainsi,
On considére f : R3 — R? définie par

10 0 1
[y, z)=(x—y,y — 20— 2). Mat(f)z(o 11 o)'
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Exercice 6 Produit par une matrice
On pose A = (1 1) et on considére

fi Ma(R) = Ma(R),  f(M) = AM.

Correction.

1. Pour M,N € M3(R) et A € R, f(AM + N) =
AAM + N) = MAM + AN = \f(M) + f(N).
Donc f est linéaire.

2. Pour M =(29),

. a+c b+d
Al = <2a+20 2b+2d)'

Ainsi AM =0 <= c¢= —a et d= —b. Donc

1 0 0 1
M—a(_1 O>+b(0 _1>.

Les deux matrices sont libres (regarder la premiére
ligne) et engendrent le noyau : elles en forment
une base.

3. Les images des matrices canoniques sont
1 0
f(En) = f(En) = (2 0> =U,

F(Era) = f(Fzz) = (8 ;) =V,

Donc Im(f) = Vect(U, V). La premiére ligne de
aU + bV =0 impose a = b =0, donc (U, V) est
une base de I'image.

4. La matrice de f a pour colonnes les coordonnées

des images des vecteurs de la base canonique de
départ. Ainsi,

1 0 1 0
0 1 0 1
Mat(f)=15 o 2 o
0 2 0 2
Exercice 7 Dérivation
On consideére
[iR[X] — Ro[X],  f(P)=P"

Correction.

1. Si P € R3[X], alors P’ € Ry[X] : f est bien
définie. Pour P,Q € Rs[X] et A € R,

fOP+Q)=(\P+Q)
=P’ +Q =)f(P)+ £(Q)-
Donc f est linéaire.

2. Ecrivons P = a + bX + c¢X? + dX®3.  Alors
P’ = b+ 2cX + 3dX?. Par identification des
coefficients, P’ =0 <= b=c=d = 0. Donc
ker(f) = Vect(1). Le polynéme 1 est non nul : il
constitue une base du noyau.

3. Les images de la base canonique sont
0,1,2X,3X2. Ainsi
Im(f) = Vect(1, X, X°) = Ro[X].
La base canonique (1,X,X?) est une base de
I'image.

4. Les colonnes sont les coordonnées de f(1), f(X),
F(X?) et f(X?) dans (1, X, X?) :

0100
Mat(f):(() 0 2 o).

0 0 0 3

Exercice 8 Evaluation
On considére

fiRo[X] —R?, f(P) = (P(0),P(1)).

Correction.

1. Pour P,Q € Ra[X] et A € R,

FOAP+Q) = (AP(0) + Q(0),
AP(1) +Q(1))
=A(P)+f(Q).
Donc f est linéaire.

2. Pour P =a+bX + cX?,

Peker(f) <= a=0eta+b+c=0
> a=0etb=—c

Ainsi P = ¢(X? — X) et ker(f) = Vect(X? — X).
Ce polynéme non nul constitue une base du noyau.

3. 0na f(1) = (1,1) et f(X) = f(X?) = (0,1).
Ainsi I'image est engendrée par (1,1) et (0,1).
Une relation «(1,1) 4+ 3(0,1) = 0 impose a = 0,
puis 5 = 0. Ces deux vecteurs forment donc une
base de I'image, qui est R?.

4. Les coordonnées des images précédentes donnent

wacn = (19 9)]
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Exercice 9 Une application sur Ry[X]
On considere

f : RQ[X} — RQ[X],

f(P)=XP —2P.

Correction.

1. Si P € Ry[X], alors XP' — 2P € Ry[X]. Pour

P,Q € Ry[X] et A € R,

FOP+Q)=XAP' +Q") —20\P+Q)
=MXP —2P)+ (XQ —2Q)
=M(P)+ f(Q).

Ainsi f est linéaire.

. Pour P=a+bX + cX?,

f(P) = X(b+2cX) — 2P = —2a — bX.

Donc f(P) =0 < a=0b=0, et ker(f) =
Vect(X?). Le polynéme non nul X2 constitue une
base du noyau.

L fQ) = =2, f(X) = =X, f(X?) = 0. Ainsi

Im(f) = Vect(1,X). La famille (1, X) est libre
par identification des coefficients : elle constitue
une base de I'image.

Correction.

1.

Le changement de variable X +— X + 1 ne fait
pas dépasser le degré 3 : f est bien définie. Pour
P,Q € Rs[X] et A € R,
FOP+Q)(X) =AP(X +1) +Q(X +1)
— AP(X) - Q(X)
= M (P)(X) + f(@)(X).

Donc f est linéaire.

. Pour P =a+bX + c¢X? 4+ dX?3, on développe :

f(P)=b+c(2X +1)
+d(3X%+3X +1)
=(b+c+d) + (2c+3d)X + 3dX>.
Ainsi f(P) = 0 <= 3d =0, 2¢+3d = 0

etb+c+d =0, soitb=c=d=0. Donc
ker(f) = Vect(1), de base (1).

Les images des polyndbmes canoniques sont
f=o0, fX)=1,
f(X?) =2X +1,
f(X®) =3X>+3X +1.
Les trois polyndmes non nuls engendrent I'image.

Dans une combinaison nulle, I'identification des
coefficients de X2, puis de X, puis de 1 impose

successivement que les trois coefficients de la com-
binaison soient nuls. Cette famille est donc libre
et forme une base de I'image. L'image est incluse
dans R3[X] et a dimension 3, donc elle est égale
3 Re[X]. On peut également choisir (1, X, X?)
comme base de I'image.

4. Dans la base (1, X, X2 X?®), les coordonnées des
images donnent

4. Dans la base (1, X, X?),

-2 0 0
Mat(f)_<0 ~1 o).

0 0 O

Exercice 10 Différence de polynomes
On considére f : R3[X] — R3[X] définie par

0 1 1 1
F(P)(X) = P(X +1) — P(X). Mat() = | o o o 4
0 0 0 O

I 3. Problémes

Probleme 1 Une famille d’applications linéaires
Probléme original de type concours, mathématiques approfondies.
Pour tout réel a, on considére |'application

fa:R3_>R37 fa(x,y,z)z(x+y+z,aa:—i—y—i—z,ax—l—ay—i—z).

Montrer que f, est une application linéaire.

Déterminer une base de ker(f,) suivant les valeurs de a.

Déterminer une base de Im(f,,) suivant les valeurs de a.

Pour quelles valeurs de a I'application f, est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?

Dans cette question, on suppose a # 1. Pour (u,v,w) € R3, déterminer les solutions de f,(x,y,2) = (u,v,w).

On suppose désormais a = 1. Montrer que R3 = ker(/f1) & Im(fy).

No gk b=

Pour tout (z,y,2) € R3, déterminer son unique décomposition comme somme d’un vecteur de ker(f;) et d'un vecteur
de Im(fl)
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Correction.
1. Soient U = (z,y,2), V. = (2/,y',2') et \€R. On a
fa(AU +V) = (/\(:v+y+z)+x'+y/+z',
MNaz +y +2) +az’ +y' + 2/,
Mazx + ay + 2) + ax’ +ay’ + 2’) = Aa(U) + fa(V).
Ainsi f, est linéaire.

2. En soustrayant la premiére équation a la deuxiéme, puis la deuxieme a la troisieme,

z+y+z=0,
(2,9,2) € ker(fa) <= { (a— 1)z =0,
(a—1)y=0.

Sia#1,alors z =y =0, puis z= 0. Le noyau est {0} : sa base est la famille vide. Si a = 1, la seule condition est
z+y+2z=0. On écrit (z,y,2) = y(—1,1,0) + 2(—1,0,1). Les vecteurs (—1,1,0) et (—1,0, 1) sont libres, car leurs
deuxiéme et troisieme coordonnées donnent directement les coefficients d'une combinaison. lls forment donc une base
du noyau.

3. Les images de la base canonique sont v1 = (1,a,a), v2 = (1,1,a) et v3 = (1,1,1). Par linéarité, Im(fa) =
Vect(vi,v2,v3). Si a # 1, une relation avy + Buz + yvs = 0 équivaut 3 f.(, 3,7) = 0. Le noyau étant réduit a
zéro, les trois coefficients sont nuls. La famille (v1, vz, v3) est donc une base de I'image, qui est R3. Sia =1, les trois
vecteurs sont égaux a (1,1,1) : ce vecteur non nul constitue une base de |'image.

4. f, est injective si et seulement si son noyau est réduit 3 zéro, et surjective si et seulement si son image vaut R>. Les
deux propriétés, ainsi que la bijectivité, sont donc vérifiées exactement lorsque a # 1.
5. Le systeme équivaut a
r+y+2z=u,
(a—1Dx=v—u,
(a—1y=w—o.

Comme a # 1, il posséde une unique solution :

a—1"a—1" a-—1

V—uU wW—v au—w)

P e

Eneffet, z=u—z—y=u— (w—u)/(a—1) = (au —w)/(a — 1).

6. Un vecteur de I'image s'écrit ¢(1,1,1). |l appartient aussi au noyau si et seulement si 3t = 0, donc t = 0. Ainsi
ker(f1) N Im(f1) = {0}. De plus, leurs dimensions sont 2 et 1, dont la somme vaut 3 = dimR?. Ils sont donc
supplémentaires.

7. Posons s=z+y+z. Ona

($7y7z)= (x_§7y_§7z_§) +§(17171) P

La somme des coordonnées du premier vecteur vaut s —s = 0 : il appartient au noyau. Le second appartient a |'image.
L'unicité découle de la somme directe établie a la question précédente.

Probleme 2 Un endomorphisme de I'’espace des matrices
Probleme original de type concours, mathématiques approfondies.
On pose A = (J{) et on considére

fiMa(R) = Ma(R),  f(M) =AM — MA.

Partie A — Noyau et image

Montrer que f est un endomorphisme de M5 (R).

Pour M = (2%), calculer f(M).

Déterminer une base de ker(f).

Déterminer une base de Im(f).

Déterminer ker(f) NIm(f). Ces deux sous-espaces sont-ils supplémentaires dans Ms(R) ?

ok~ b=

Soit B € M3(R). Déterminer les conditions sur B pour que AM — M A = B admette une solution, puis déterminer
toutes ses solutions.

Partie B — Compositions

Onnote f2=fofet f3=fofof.
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7. Calculer f2(M), puis montrer que f3 est I'application nulle.
8. Déterminer une base de ker(f?) et une base de Im(f?).

9. On pose g = Id v, (r) +f. Montrer que g est un automorphisme et déterminer son application réciproque.

Correction.
Partie A

1. Pour toute matrice M € M2(R), AM — M A appartient 3 M2(R). Pour M, N € M2(R) et A € R,

FOAM + N) = AAM + N) — (AM + N)A
= MAM — MA) + (AN — NA) = A\f(M) + f(N).

Donc f est linéaire de M2(R) dans lui-mé&me : c’est un endomorphisme.

c d 0 a c d—a
AM—<0 0), MA—<0 ) f(M)—(O _C>.

2. On calcule

3. M eker(f) <= c=0etd=a. Donc M = als+bE2, ot E12 = (§}). La famille (I2, E12) engendre le noyau et

est libre : les coefficients d’'une combinaison nulle se lisent aux positions (1,1) et (1,2). C'est une base du noyau.

4. Enposant D = (§ %), ona f(M)=cD+(d—a)Ei, : I'image est incluse dans Vect(D, E12). De plus f(Ez) = D
et f(E22) = E12 : ces deux matrices appartiennent a I'image. Donc Im(f) = Vect(D, E12). La famille est libre, par

identification des coefficients (1,1) et (1,2) ; c’est une base de I'image.

5. Une matrice du noyau s’écrit alz + bF12. Elle appartient a I'image si et seulement si ses coefficients diagonaux sont

opposés, soit a = —a, donc a = 0. Ainsi
ker(f) n Im(f) = VeCt(Elg),

L’intersection contient une matrice non nulle : les sous-espaces ne sont pas supplémentaires.

6. Ecrivons B = (2 9). D'apres la question 2,
f(M)=B < ¢=p, d—a=gq, r=0, s=—p.

L'équation est donc résoluble si et seulement si » = 0 et s = —p. Sous ces conditions, toutes ses solutions sont

a b
M = beR.
<p a+q)’ S

Partie B
7. Appliquons la formule de la question 2 & f(M) :

(M) = <8 _020> = —2cF |

Puisque E12 € ker(f), f3(M) = f(—2cE12) = 0 pour toute matrice M. Donc f3 est I'application nulle.

8. fA(M) =0 <= c=0. Ainsi ker(f?) est I'ensemble des matrices triangulaires supérieures et

ker(fz) = Vect(E11, E12, Ea2).

Les trois matrices sont libres par identification des coefficients : elles constituent une base du noyau. De plus

f2(M) = —2cE;2, avec ¢ quelconque. Ainsi Im(f?) = Vect(E12) ; le vecteur non nul Ej2 en est une base.

9. g est linéaire car c’est une somme d’endomorphismes. Posons h = Id —f + f2. Par distributivité de la composition,

(Id+f)o(1d_f+f2):Id+f3=Id.

De méme, h o g = Id. Ainsi g est un automorphisme et

g l=Id—f+ f? ‘

Explicitement, pour M = (2 5),

a—c b—d+a—2c)

g-l(M>=M—f<M>+f2<M>=( . e




