EX 6 :

) Peu importe I'application f

S'il existe g=/= 0 telle querg?o f=0, f ne peut pas étre bijective

> 99 8 =go!

:Oafp_l #O

Si f est nilpotente, alors f*p=0, donc, si f était bijective, il existe f*{-1}, alors

0=fro(f ) =f
orf #0

1b) f*{p-1}=/= 0, il existe x_0O tel que f*{p-1}(x_0)=/=0

Soit, Ao, A1, ..., \p—1 € R.Alors :
AoZo + )qf(a?()) + .. )\p 1]ep— (:I)o) =0

Alors en appliguant f
)\of(.’lf()) —+ Alfz(mo) + ...+ )\p_lfp(afo) =0

Ou en appliquant f*{p-1}

)\ofp_l(xo) + Alfp(wo) + ...+ )\p_1f2p_2($0) =0

Donc

)\()fp_l(mo) =0
Donc \lambda_0 =0

L'équation revient donc a

)\1f(.’13()) + .. 1+ )\p_lfp_l(.’ljo) =0
Soit en appliquant P2 :
Alfp_l(mo) + )\gfp(a?()).... + )\p_1f2p_3(:80) =0
Donc on obtient de méeme A1 = 0

De proche en proche tous les lambdas sont donc nuls. La famille est libre.

1.c) La famille (x_O,f(x_0),...,f*{p-1}(x_0)) est libre et contient p vecteurs. Si f*n(x_0)=/=0.

On aurait(xzg, f(xo), .., f"(xg)) famille libre a n + 1 vecteurs

Mais dim E = n. Unefamille libre contient au plus n vecteurs
La famille ne peut pas étre libre
Donc f*n(x_0)=0. Donc f*n=0.
2) rg(f)=dim(Im(f))=dim(Vect(f(e_1),....f(e_n)). Si (e_1,...e_n) base de E.

Ici, en utilisant la question 1.b) et en utilisant n = p

(2o, F(20), vory f*H(0)) est une famille libre avec n vecteurs = dim E

C'est donc une base de E
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Donc P est inversible.Donc B' est une base de R*

1
2.a)PQ = 4I;. Donc P x (1/4Q) = I;.Donc P est inversible et P~ = ZQ

(1
bymatp(z) = E On cherche matp ().

\ 2

matp () = matp (B)matg(z) = P matp(z) = iQmatB(:c)
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SiA = (a;;) et B = (b;;)
C = A><B (¢ij)

Cijj = E @i b,
k=1

Démo 2.3.3
Si A= PBpP™!
Tr(A) = Tr((PB)P 1) = Tr(P~'(PB)) = Tr(InB) = Tr(B)
l
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ker(A) = Vect( (3/7) )
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rg(A) = 3 — dim(ker(A)) = 3 —

1
Im(A) =Vect(A (O) , A
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