Chapitre 9

Dérivabilité d’une fonction réelle d’une
variable réelle

1 Définition de la dérivée

Définition 1.0.1.

On dit que la fonction f est dérivable en
xo € Rsi et seulement si il existe n > 0 tel que f f(zo+h)
soit définie sur 'intervalle ouvert |zog —n, zg + 1]

et :
h) —
o F@0 1) = f@0) _, ¢
h—0 h
Le réel £ est le nombre dérivé de f en xg et flzo

il se note f’(xo).

Exemple 1.0.1. Déterminer la dérivée de la fonction f(z) = 22 en = € R.

Théoréme 1.0.1. La fonction f est dérivable en xg, de dérivée f’(x() si et seulement si il
existe une fonction ¢ définie sur un voisinage de 0 telle que :

f(zo+ h) = f(xo) + h f'(x0) + ho(h) avec Jim ¢(h) = 0.

Démonstration.



O]

Théoréme 1.0.2. Si f est dérivable en xq, la courbe représentative de f admet une tangente
en (zg, f(x¢)) d’équation :
y = f(zo) + f'(z0)(z — z0).

Exemple 1.0.2. Donner I’équation de la tangente a la courbe représentative de f(z) = In(z) en
T =2.

Proposition 1.0.3 (Dérivées usuelles).
f(zx) Domaine de définition f(x) Domaine de dérivabilité
n>1, z" R nx "1 R
1 —-n
n 2 1, .’L'in R* xn+1 R*
Vi 0, +oc| : 10, +0]
x 00 — 00
Y 2/\/5 Y
l R* _i R*
x x?
e’ R e’ R
1
In(zx) 10, +o00] . 10, +00]
cos(x) R —sin(x) R
sin(x) R cos(x) R
Y T
wio | 1AL sy ]3]
an(z) 272 + tan(z) cos?(x) 272
tan(z) R ! R
arctan(z
1+ 22
Définition 1.0.2. Soit f définie sur |z¢ — 1, o] avec n > 0.
On dit que f est dérivable a gauche en xg si et seulement si :
h) —
mf(ﬁco-l- ) f(ﬁco):lGR
h
On définit de méme la dérivée a droite.
Notation 1.0.3. La dérivée a gauche est notée f,(xo) et la dérivée a droite f}(xo).

Exemple 1.0.3.

1. La fonction f(z) = v/z admet-elle une dérivée a droite en xg =07




e siz#0

] admet-elle une dérivée a droite en zop = 07 Et a gauche ?
0 sinon

2. La fonction f : x — {

Théoréme 1.0.4. La fonction f est dérivable en xq si et seulement si elle est dérivable a
droite et & gauche et si f(zo) = f}(xo).
Dans ce cas, on a :

f(x0) = fg(0) = falxo)

Exemple 1.0.4. La fonction | | est-elle dérivable en 29 =07

Définition 1.0.4. La fonction f est dérivable sur un intervalle I si et seulement si elle est
dérivable en tout point de I et dans ce cas la fonction dérivée f’ de f est la fonction qui
a xg € I associe f'(xg).

2 Dérivabilité et continuité

’ Théoréme 2.0.1. Si f est dérivable en xg alors f est continue en zg.

Démonstration.



Exemple 2.0.1. Trouver un exemple illustrant que la réciproque est fausse.

Définition 2.0.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que la fonction f est de
classe C! sur I si f est dérivable sur I et si f’ est continue sur 1.

Exemple 2.0.2. Justifier que f définie par f(x) = 22 + 3z + 7 est de classe C'.

3 Opérations sur les dérivées

3.1 Opérations algébriques

Théoréme 3.1.1. Soit I un intervalle Si u et v sont dérivables (resp de classe C!) sur I :
e u + v est dérivable (resp de classe C!) sur I et, Vo € I, (u + v)'(z) = u/(z) + v'(x),
e u x v est dérivable (resp de classe C!) sur I et, Vo € I, (u X v)'(z) = u/(z) X v(x) +
u(x) X v'(x),
o siVax eI, v(z) #0, % est dérivable (resp de classe C!) sur I et, Vo € I,

<%)' () = u'(z) X v(x) —u(x) X v'(x)

V2 (z)

Exemple 3.1.1. Préciser l'intervalle de dérivabilité et calculer les dérivées suivantes :
1. f(x) = 2%In(z) + 4(z + 2)®




3.2 Dérivée d’'une composée

Théoréme 3.2.1. Soit I un intervalle, si f est dérivable (resp C') sur I et si g est dérivable
(resp C!) sur f(I), la fonction g o f est dérivable (resp C') sur I et, Vz € I,

(gof) (=) =f'(=) g'(f(x))

Exemple 3.2.1. Donner les domaines de dérivabilité et calculer les dérivées suivantes :

1. f(z) = 2@ +30

2. g(z) = In(2cos(z) + 3z)

3. h(xz) = y/sin(z)

4. i(z) = (2 + 41n(z))*



3.3 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoréme 3.3.1. Soit un intervalle I. Soit f dérivable (resp C') sur I telle que f'(x) # 0
pour tout x € I et bijective de I dans J.
La fonction réciproque de f, f~!, est dérivable (resp C') sur J et pour tout y = f(z) € J,

1 . 1
() ()

(FH'(y) =

1
14 x2’

Proposition 3.3.2. La dérivée de la fonction arctan est Va € R, arctan’(x) =

Démonstration.

3.4 Prolongement de la dérivée

Théoréme 3.4.1. (Théoreéme du prolongement de la dérivée.)
Soit I un intervalle et a un point de I. Si f est une fonction continue sur I, de classe C' sur
I\ {a} et si lim f'(x) = ¢ (avec £ € R), alors f est de classe C! sur I, et on a f'(a) = /.

T—a

Remarque 3.4.1. Si a est une extrémité de I, on remplace lim f/(z) = ¢ par lim+ f'(x) = ¢ ou par
r—a

Tr—a
lim f'(z) =1¢

Tr—a—

Exemple 3.4.1. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = e

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On continuera de noter f son prolongement.

2. La fonction f est-elle C! sur R?



Exemple 3.4.2. Soit g la fonction définie sur R* par g(z) = zsin 1.

1. Montrer que la fonction g est prolongeable par continuité en 0.

2. La nouvelle fonction g est-elle C! sur R ?

4 Théoréme de Rolle

4.1 Extremum local

Définition 4.1.1. La fonction f définie sur I admet un maximum local (respectivement un
minimum local) en xg € I si et seulement il existe un intervalle ouvert J centré en xg tel que

JCIet:
Ve € J, f(x) < f(xo) (resp. f(z) > f(x0))

Exemple 4.1.1. La fonction f(z) = 23 — 3z admet-elle un maximum local en zg = —17

Théoréme 4.1.1. Si f est dérivable en x et si f admet un extremum local en xg, alors

f,(ibo) = 0

Exemple 4.1.2. Illustrer le théoreme précedent.

Remarque 4.1.1. La réciproque est fausse.



Exemple 4.1.3. Donner un contre-exemple a la réciproque.

4.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 4.2.1 (Théoréme de Rolle).
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Soit f une fonction continue sur [a,b] et
dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.
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Exemple 4.2.1. Soit n > 2 et u et v deux réels. Montrer que I’équation
22" fur+0v=0,

d’inconnue x € R, admet au plus deux solutions.




5 Théoreme des accroissements finis et applications

5.1 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 5.1.1 (Théoréme des accroissements finis).

yll

f(0)

Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur
la, bl
Il existe ¢ €]a, b| tel que :

f(®) — f(a) = f'(c)(b—a).

Remarque 5.1.1. Une autre formulation est possible :

Vh € R, 30 €0,1[, f(z+h) = f(z)+ hf'(x+ 0h)

5.2 Inégalité des accroissements finis

Théoréme 5.2.1. Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors
vt €la,b], m < f'(t) <M = m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

ou encore :

vt €la,bf, [f/(0)] <M = [f(b) - f(a)] < M|b—a

ou encore, sous les mémes hypotheses :

vt €la,bl, [f'(t) <M = V(z,y) € [a,b), |f(y) — f(x)| < My — x|

Exemple 5.2.1. On consideére la fonction f de I = [3,+o0[ dans R définie par f(x) = /6 + .
Montrer que

Vwy) € P, 1f(@) ~ Sl < gl -yl



