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ECG1

TD 17 - Espaces vectoriels et dimension

Exercice 1.
Dans E = R3, on considere F' = {(z,y,2) | z+y+2 =0, 20 —y + 2z = 0}. Déterminer une base de F.

Exercice 2.
Dans E = R?, on consideére F = {(x,y,2) |z +2y =0, x — y + z = 0}. Déterminer une base de F.

Exercice 3.
Démontrer que pour tout entier n, la famille de polynémes P, = X"F (X — 1)k pour 0 < k < n est
une base de R, [X].

Exercice 4.
Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel de R* engendré par (2,1,3, 1), (4,2,1,5),(3,1,5,2),
et (5,2,3,8).

Exercice 5.
Dans £ = R*, on pose :

a=(1,2,3,4), b=(1,1,1,3), c=(2,1,1,1), d=(-1,0,-1,2), e=(2,3,0,1)

Soit U = Vect(a, b, c) et V = Vect(d, e). Déterminer les dimensions de U, V, UNV, U+ V.

Exercice 6.
Dans E = R3, on pose z = (2,3, 1), y = (1,—-1,-2), u=(3,7,0) v = (5,0, —7) . Montrer que :

Vect(z,y) = Vect(u, v)

Exercice 7.

1 1 1
Déterminer le rang de la famille uy = [ 1 |, us = [ 0|, ug = [ 2
0 1 3
Exercice 8.
1 1 2 1
Déterminer le rang de la famille uy = |1 |, ua= |0 |, us= (1] etugs=1 0
0 1 1 -1

Exercice 9.
Dans F = R3, montrer que F = {(z,9,2) | t +y+ 2 = 0} et G = {(a,a,a) | a € R} sont
supplémentaires.

Exercice 10.
Soit F = Ry[X], F = {P € E|P(1) = 0}, G = {aX | a € R}. Montrer que F et G sont
supplémentaires.

Exercice 11.
Soit E un espace vectoriel tel que toute famille libre ait moins de n éléments.
Montrer que dim F < n.



Exercice 12.
Soit E =R, [X] et :

F={PeE|P(0)=0} G={PeE|P(1)=0}

1. Démontrer que F' et G sont des sev de E.
2. Déterminer les dimensions de F et G.
3. Démontrer que FF + G = E

Exercice 13.
Soient F' et G deux sev de F, un ev de dimension n, tels que dim F' + dim G > n.
Montrer que F'N G # {0g}.

Exercice 14.
Soit E un espace vectoriel de dimension n et de base (e, ea, .., e,). Les familles suivantes sont-elles
des bases de E?

1. By = (e1,e1+e2,...,e1+ex+ ..+ ep)
2. By = (e1 +ea,ea+e€3,...,en_1+ €n, €, +€1)

Exercice 15.
Soit E = R,[X]. On fixe a € R.

1. Montrer que la famille {1, (X —a), (X —a)?,...,(X —a)"} est une base de E.

2. Donner les coordonnées de XP dans cette base.

Exercice 16.
Dans R3, on pose
F={(z,y,2) €ER® & —2y+2z=0et x+2y—2z=0},

G={(z,y,2) €ER® z+y+22=0}
1. Déterminer une base de F' et une base de G.

2. Démontrer que F et G sont supplémentaires dans R>.

3. Décomposer un élément (z,y, z) € R3 dans F @ G.

Exercice 17.

1 1 t
A quelle(s) condition(s) sur ¢ € R la famille 0],{1]}.,10 est-elle une base de R3?
t t 1

Exercice 18.
On note RY Pespace des suites réelles.

1. Montrer que F = {(u,) € RN, ¥n € N, upy2 = 3ups1 — 2up} est un sev de RY.

2. Donner une base et la dimension de F.

Exercice 19.
On note R® Pensemble des fonctions de R dans R. On pose

E={feR® VzeR, f(z)=acos(x)+ bsin(z) + c ou (a,b,c) € R3}.

1. Montrer que E est un sev de RE.

2. En donner une base et sa dimension.



Exercice 20.
On considere la partie F' de R* définie par

NS e

F={(z,y,2,t) R, s +y=0et x4+ 2=0}.

. Donner une base de F'.

. Compléter la base trouvée en une base de R*.

1 1 -1
2 0 . .

On pose uj = we = et uz = REE La famille (u1,ug,us) est-elle libre ?

1 4 0
On pose G 'espace vectoriel engendré par (up, ug, u3). Quelle est sa dimension ?
Déterminer une base de F N G.
En déduire que F + G = R%.
Est-ce qu'un vecteur de R* s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur de F et d’un

vecteur de G 7

Exercice 21.
Soit E = R, [X],

1.
2.
3.

F:{PEE,/OlP(t)dt:O}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de FE.
Soit k € [1;7n]. Déterminer la constante réelle a telle que X* —a € F

En déduire une base de F'.

Exercice 22.
On considere les sev de R? suivants : E = {(2,9,2) € R}z =y+z} et F = {(z,y,2) e R}, 2 = y—2}.

1.
2.
3.

Déterminer dim F, dim F', dim EN F, dim E + F.
En déduire que E + F = R3.

FE et F sont-ils supplémentaires ?



