Chapitre 19
Applications linéaires

1 Application linéaire en dimension quelconque

1.1 Application linéaire

Définition 1.1.1. On considere E et F' deux R-espaces vectoriels.

Soit f une application de E dans F, on dit qu’elle est linéaire si et seulement si :
o V(u,v) € B2, f(u+v) = f(u) + f(v)
o Vuc EVAER, f(Au) = Af(u)

Notation 1.1.2. On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de £ dans F'.

Exemple 1.1.1. Montrer que 'application suivante est linéaire

f:R? =R
(z,y) = 2z +y

Proposition 1.1.1. Soit f une application de F dans F', deux R-espaces vectoriels.
f est linéaire si et seulement si une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

L. V(u,v) € E?, V(A p) € Rza F(Au + pv) = Af(u) + pf(v).
2. V(u,v) € B2, VA €R, f(Au+v) = Af(u) + f(v).

Méthode 1.1. Pour montrer que f : E — F est linéaire, on considere (u,v) € E? et
(A, 1) € R?, puis on montre que

SO+ o) = Af(w) + uf ().




Exemple 1.1.2. Montrer que 'application suivante est linéaire

f:R? - R?

Proposition 1.1.2. Soit f : £ — F une application linéaire. Alors

f(0g) =0F.

Démonstration.

O]

Définition 1.1.3. Soit f une application linéaire de E dans F, deux R-espaces vectoriels.
On dit que f est un

e isomorphisme si f est bijective

e endomorphisme si £ = F

e automorphisme si ¥ = F et si f est bijective

Notation 1.1.4.
e L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).
e L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).

Remarque 1.1.1. Idg est un automorphisme de E.



Exemple 1.1.3. 1. Montrer que 'application suivante est un endomorphisme.

R, [X] = R,[X]
P—P +P

2. Montrer que 'application suivante est un automorphisme.

f:R? 5 R?



Proposition 1.1.3. Une composée d’applications linéaires est linéaire.

Exemple 1.1.4. Calculer g o f puis montrer que c’est une application linéaire.

R = R? g:R* 5> R?
(x,y,z)l—>(x+y—|—z,m—y) (x,y)l—)(a:+2y,y)

Notation 1.1.5.

Si feL(FE),
e pourn € N*, onpose: f"=fofo---0f,
e on pose f =1Idg.

Exemple 1.1.5. Calculer f? ol

fiR? =R
(@,y) = (22 +y,—y)



1.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 1.2.1.
e On appelle noyau de f € L(E, F) et on note :

ker f ={u € E | f(u) = Or}
e On appelle image de f et on note :

Im f=f(E)={veF|3JuekE, f(u)=uv}

Méthode 1.2. Pour déterminer le noyau de f € L(E, F), on considere u € E et on résout
Iéquation (ou le systéme d’équations) f(u) = Op.

Exemple 1.2.1. On considere I'application linéaire

f:R* =R’
(@,y) = (z+y, 20 + 2y)

Déterminer le noyau de f.

Méthode 1.3. Pour déterminer I'image de f € L(E, F), on considére v € F' et on cherche
a quelle condition sur v il existe u € F tel que f(u) = v.

Exemple 1.2.2. On reprend 'application linéaire définie dans ’exemple 1.2.1. Déterminer 'image de

f



Théoréme 1.2.1. Soit f € L(E, F).
e ker f est un sous-espace vectoriel de F
e Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration.



Théoréme 1.2.2. Soit f € L(E, F).

1. f est injective si et seulement si ker f = {Og}.

2. f est surjective si et seulement si Im f = F.

Démonstration.

2 Rang d’une application linéaire en dimension finie

2.1 Image d’une base par une application linéaire

Théoréme 2.1.1. Soient F et F des espaces vectoriels de dimension finie.

Soient f : E — F une application linéaire et B = (ej,...,ey,) une base de E.
L’application f est entierement définie par la donnée des vecteurs f(e;) pouri € [|1,n|].
En effet, pour tout = € E, il existe (A1,...,A,) € R™ tels que z = Aje; + ... + A\pen.

On a alors

f(:):) =\ f(@l) +... .+ A\ f(en)

Exemple 2.1.1. Calculer f(1,2) sachant que f : R?> — R? est une application linéaire avec
f(1,0) = (2,3,1) et f(0,1) = (—2,0,1).

Corollaire 2.1.2. Si f et g sont deux applications linéaires de E' dans F' qui coincident sur une
base de F, alors elles sont égales.




Exemple 2.1.2. Soit f : R? — R définie par f(1,0) = 1 et £(0,1) = 2.
Soit g : R? — R définie par g(1,1) =3 et g(1,—1) = —1.
Montrer que f = g.

Théoréme 2.1.3. Soient F et F des espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f : E — F une application linéaire et B = (e1,...,e,) une base de E.
Alors on a

Im f = Vect(f(e1),...,f(en)).

Exemple 2.1.3. Calculer Im (f) pour

f:R? -5 R?
(z,y) = 3z —y,z,—y)

Définition 2.1.1. Soient E et I’ des espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f : ' — F une application linéaire.
La dimension de Im f est appellée le rang de f .

Notation 2.1.2. Le rang de f est noté rg(f) .



Exemple 2.1.4. Calculer le rang de 'application linéaire f définie par

f:R® — R?
(a:,y,z) = ($—y,2x—2y)

Proposition 2.1.4. Soit f: F — F une application linéaire.

rg(f) =0« f=0.

2.2 Théoréme du rang

Théoréme 2.2.1 (Théoréme du rang).
Soit f : E — F une application linéaire et F de dimension finie. Alors,

dim(FE) = rg(f) + dim(ker(f)).

Exemple 2.2.1.

1. Un exemple dans lequel on calcule d’abord le rang puis on en déduit des informations sur le
noyau.

(a) Calculer la dimension du noyau de l’application définie dans I’exemple 2.1.4.

(b) Déterminer une base du noyau.



2. Un exemple dans lequel on calcule d’abord la dimension du noyau puis on en déduit des infor-
mations sur le rang et Im(f).

(a) Déterminer le noyau de I'application linéaire f : R? — R? définie par

f@y,2) = (2 +y+220+y)

(b) En déduire le rang de f.

(c) Donner une base de I'image de f.
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Théoréme 2.2.2. Soit f : E — F une application linéaire avec dim(F) = dim(F).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

—_

. f injective

2. f surjective

3. f bijective

4. rg(f) = dim(F)

Démonstration.

Corollaire 2.2.3. Soit f : £ — FE un endomorphisme de F.
e Tout endomorphisme injectif de F est un automorphisme de E.
e Tout endomorphisme surjectif de E est un automorphisme de E.

Exemple 2.2.2. Montrer que 'application suivante est un automorphisme.

fiR* =R’
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3 Applications linéaires usuelles

3.1 Formes linéaires et hyperplans

Définition 3.1.1.
e Une application linéaire f : E — R est appelée une forme linéaire.
e Un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Exemple 3.1.1. 1. Montrer que ’application suivante est une forme linéaire
f:R?=R
(z,y) — 3z —y

2. Montrer que Vect((1,1)) est un hyperplan de R2.

Proposition 3.1.1. En dimension finie, un hyperplan d’un espace vectoriel £ de dimension n
est un espace vectoriel de dimension n — 1.

Exemple 3.1.2. Un hyperplan de R? est un plan (c’est-d-dire un espace de dimension 2) et un
hyperplan de R? est une droite (c’est-a-dire un espace de dimension 1).

3.2 Projecteur

Définition 3.2.1. Etant donnés deux sous-espaces vectoriels F' et G supplémentaires dans F,
on a :
Yu € B, (up,ug) € F x G tel que u = up + ug

on définit alors la projection p de E sur F paralléelement & G par :

p(u) = ur
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Méthode 3.1. Pour déterminer ’expression du projecteur sur F' parallelement a G,
avec F' et G deux espaces vectoriels supplémentaires dans F, on procede par étapes :

1. Analyse : Soit u € F, on veut écrire u = f + g avec f € F et g € G.
(a) On caractérise 'appartenance & F' : f est de la forme ...

b) On caractérise I’appartenance a G : g est de la forme ...
g
(¢) On écrit u = f + g et on détermine les constantes pour que cette égalité soit vraie.

2. Syntheése : On vérifie que les f et g trouvés appartiennent respectivement a F et GG, puis
que f+ g =u.

3. Conclusion : Le projecteur sur F' parallelement & G est

p:E—F
x— f.

Exemple 3.2.1. On écrit E = R? comme Vect((1,1)) @ Vect((1, —1)). Déterminer la projection de

F G

FE sur F parallelement a G.
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Théoréeme 3.2.1. Le projecteur p est un endomorphisme de E et on a les propriétés suivantes :

pop=p,ondit que p est idempotent
kerp = G.
Imp=F.

{u e E|pu) =u} =ker(p—1Idg) = F.

Idg — p est le projecteur sur G parallelement a F

ot o N

’ Théoréme 3.2.2. Si p € L(F) est idempotent alors p est un projecteur de E.

Méthode 3.2. Pour montrer que p € L(F) est un projecteur, on montre que p est idem-
potent. On peut alors conclure que p est un projecteur sur Im(p) parallellement & Ker(p).

Exemple 3.2.2. Montrer que I'application suivante est un projecteur et déterminer son image et son
noyau.

[R5 R?

r+y r+vy
—
(z,y) < 53 )
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4 Lien entre matrices et applications linéaires

4.1 DMatrice associée a une application linéaire
Exemple 4.1.1. On considére 'application
iR =R’

Soit la matrice A = (; _11> et soit X = (;j) Que remarque-t-on si I'on calcule AX ?

Définition 4.1.1. Soient E un espace vectoriel de dimension p, de base Bg = (e, ..., ep,) et F'
un espace vectoriel de dimension finie n, de base Bp.

Soit f : E — F une application linéaire, on appelle matrice de f relativement aux bases Bg
et Bf la matrice de M,, ,(R), notée Matg,. B, (f), définie colonne par colonne comme suit :

vj e lll,pll, Cj = f(e;).

Exemple 4.1.2. On considére R? muni de la base Bs = (e1, ea,e3) avec e; = (1,0,0), e = (0,1,1),
e3 = (0,1, —1) et R? muni de la base By = (f1, f2) ou fi = (1,0) et fo = (0,1). Soit f I’application
linéaire suivante :

f:R®— R?
(z,y,2) = (x +y+2z,2 —y).

Déterminer Matg, 5,(f).

Remarque 4.1.1. Si f est un endomorphisme de E et B une base de F, on note plus simplement
Matp(f) au lieu de Matp g(f). Cette matrice est alors une matrice carrée d’ordre n.

Remarque 4.1.2. La matrice associée a une forme linéaire est une matrice ligne.
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Définition 4.1.2. Soit £ un espace vectoriel de dimension n.
Pour n’importe quelle base B de E, Matg(Idg) = I,, ou I,, désigne la matrice identité d’ordre n.

Théoréme 4.1.1. L’espace vectoriel des applications linéaires de F dans F' est de dimension
dim(E)xdim(F).

dim (L(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Exemple 4.1.3. Déterminer la dimension de £(R? R3).

Définition 4.1.3. La base canonique de R" est B = (ey,...,e,) avec
n
Vielll,n|], e=(0,..., 1 ,...,0).
position 1

Définition 4.1.4. Soient RP de base canonique Brr et R™ de base canonique Bgn.
Soit A € M, »(R), ’application linéaire f : RP — R™ canoniquement associée a A est
définie par

V(z1,...,2p) € RP) f((21,...,2p) = (Y15, Yn)

ou Vi€ [|1,n]], yi=ai1 1 +ai2 T2+ ... +aip T

2 1 3

Exemple 4.1.4. Déterminer 'applicaion linéaire canoniquement associée a la matrice A = ( 1 9 1

4.2 Image d’un vecteur par une application linéaire

Théoréme 4.2.1. Soient E un espace vectoriel de dimension p, de base Bg = (e1,...,ep) et F'
un espace vectoriel de dimension finie n, de base Bp.

Soit f: E — F une application linéaire, soit A = Matg,. 5, (f).

Soit z € Eety= f(z) € F.

On note X (respectivement Y') le vecteur colonne de M, 1(R) (resp. My, 1(R)) formé des coor-
données de = (resp. y) dans la base Bg (resp. Br). Alors

y=f(z) & AX =Y.
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Exemple 4.2.1. Soit f I'application linéaire canoniquement associée & A = | 2 3 |. Calculer

f(1,2).

4.3 Rang d’une matrice

Définition 4.3.1. Soit A € M, ,(R), le rang de la matrice A est le rang de la famille
constituée par ses vecteurs colonnes.

Notation 4.3.2. On le note rg(A).

1 2 1
Exemple 4.3.1. Déterminer lerangde A= 2 4 1
-1 -2 1

Proposition 4.3.1. Une matrice et sa transposée ont méme rang.

1 2 -1
Exemple 4.3.2. Déterminer le rangde B= |2 4 -2
11 1

Théoreme 4.3.2. Soient E et F' deux espaces vectoriels, de bases respectives Bg et Bp.
Soit f : F — F une application linéaire et A la matrice de f relativement aux bases Bg et Bp.
Alors

rg(f) = rg(A4).

Remarque 4.3.1. Le rang d’une application linéaire est égal au rang de n’importe laquelle de ses
matrices.
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Exemple 4.3.3. Déterminer le rang de ’application linéaire f canoniquement associée a la matrice
A de I'exemple 4.3.1.

4.4 Lien entre opérations sur les matrices et sur les applications linéaires

Proposition 4.4.1. Soit E un espace vectoriel de base Br et F' un espace vectoriel de base Bp.
Pour toutes applications linéaires f et g : E — F et pour tout A € R, on a

MatBF,BE(f + g) = MatBF,BE(f) + MatBF,BE (g)

Matg,. 5, (Af) = XA Matg,. 5, (f)

Théoréme 4.4.2. Soient E, F' et GG trois espaces vectoriels de bases respectives Bg, Br, Bg.
Soient f: E — F et g: ' — G deux applications linéaires. Alors

MatBG’,BE (g o f) - Math,BF (g) X MatBF,BE(f)

Exemple 4.4.1. On utilise les bases canoniques de R". Déterminer la matrice de go f ou

R — R? g:R? 5 R?
(,y,2) = (x+y+z,2—y) (z,y) = (z +2y,y)

Corollaire 4.4.3. Soit E un espace vectoriel de base B et f un endomorphisme de E. Alors,

Vk € N, Matg(f*) = (Mats (f))*
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Exemple 4.4.2. Déterminer la matrice canoniquement associée a f2, ot

fiR* =R’
(I,y) = ($+2y,2a:—y)

4.5 Isomorphismes

Définition 4.5.1. Soit F et F' des espaces vectoriels de méme dimension et f : £ — F une
application linéaire.
f est un isomorphisme de E dans F' si f est bijective.

Définition 4.5.2. Une matrice A € M,,(R) est inversible ssi il existe une matrice B € M, (R)
telle que A x B = B x A = I,,. On note alors B = A~! la matrice inverse de A.
L’ensemble des matrices inversibles de M, (R) est noté GL,(R).

Théoréme 4.5.1. Soient F et F' deux espaces vectoriels de méme dimension, de bases res-
pectives Bg et Bp.

Soit f : E — F un endomorphisme de F.

f est un isomorphisme de E dans F' ssi Matg, g, (f) est inversible.

Dans ce cas,

MatBE,BF(f_l) = (MatBF,BE (f))_l

Exemple 4.5.1. Déterminer si I’application linéaire f est inversible, et si oui, donner son inverse.

f:R?* = Vect((1,0,0), (0,1,0))
(z,y) = (v +2y,22 — y,0)
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5 Le cas particulier des endomorphismes

5.1 Automorphismes

Définition 5.1.1. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
f est un automorphisme de E si f est bijective.
L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).

Théoréme 5.1.1. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, B une base de F et f un
endomorphisme de F.

f est un automorphisme de E ssi Matg(f) est inversible.

Dans ce cas,

Matg(f~1) = (Matg (£)) "

Exemple 5.1.1. Déterminer si ’endomorphisme f est inversible. Si oui, déterminer son inverse.

fiR® > R
(x,y,2) = (T + 2,y + 2,2 + 22)

Proposition 5.1.2. Une matrice A € M, (R) est inversible ssi rg(A) = n.
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5.2 Polynémes annulateurs

Définition 5.2.1. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n et de base B, soit f un
endomorphisme de F et soit A la matrice de f relativement & la base B.

T
Soit P € R[X], de degrér: P = 3" pp XF.

k=0
e P(f) est un endomorphisme de E défini par P(f) = Y. prf*.
k=0
e P(A) est une matrice de M, (R) définie par P(A) = Y ppA*.
k=0

1 3

Exemple 5.2.1. Soit P = X2+ X +1. Soit A = (2 5

a A.
1. Déterminer P(A).

> et f ’endomorphisme canoniquement associé

2. Déterminer P(f).

Définition 5.2.2. Soit P € R[X].
e P est un polyndme annulateur de f si P(f) = Og(g)-
e P est un polynéme annulateur de A si P(A) = Opq,, (r)-

Exemple 5.2.2.

1. Montrer que P = X3 — 3X? 4+ 3X — 2 est un polynéme annulateur de A =

— O
O =
= = O

2. Soit p un projecteur. Donner un polynéme annulateur de p.
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