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Exercice 1. Calculs
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2. Calculer Y k(k+1)
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3. On cherche a calculer ) k x k!
k=0
(a) Montrer que pour tout k € N, k x k! = (k +1)! — k!

(k+1)!—kl=(k+1) x k! — k!
=kxkl+ k' —Ek!

=k x k!

(b) En déduire la valeur de la somme.

n

ZA x k= (k+1)! — k!
k=0

k=0
= (n+ 1)! — 0! par télescopage
=(n+1)!-1

Exercice 2.

2
Soit (uy,) une suite définie par ug = 2 et up41 = Un . Démontrer que pour tout n € N, u,, =
1+ u, 2n+1
2
Soit tout n € N, 1 i6té P(n) : "up, = "
oit pour tout n a propriété 2(n) Un = 5o 1
e Initialisation : ug = 2 et x0TI 2 donc P(0) est vérifiée.
e Hérédité : Soit n > 0 supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On sait que
2
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Donc P(n + 1) est vraie
2

2n+1

e Conclusion : Par principe de récurrence, pour tout n € N, u,, =




Exercice 3. )

On rappelle que In () = —In(a).
a

On considere la suite (u,) définie par

uo =4
1

YneN, upy1 = +2
Uy — 2

1. Montrer que la suite (uy,) est bien définie et que Vn € N, u,, > 2.
Pour tout n € N, on pose P(n) : "u, existe et u, > 2”
e Initialisation : ug existe et ug = 4 > 2 donc P(0) est vérifiée.
e Hérédité : Soit un n > 0 supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On sait

que
— u, existe et u, > 2
— Unp+4+1 = +2
Up — 2
On veut montrer que U,y existe et u,41 > 2.
1
Or u, > 2 donc u,, # 2 donc u,, —2 # 0. Ainsi u,41 existe bien. De plus u,+1 —2 = 5
Uy —

1 .
> 0. Ainsi up41 > 2.
Up — 2

or u, > 2 donc u, — 2 > 0 donc

P(n + 1) est donc vraie.
e Conclusion : Par principe de récurrence : pour tout n € N u,, existe et u,, > 2.

2. On considere la suite (vy,) définie par v, = In(u,, — 2). Justifier que (v,) est bien définie.
Comme u,, > 2, on a u, — 2 > 0 pour tout n € N donc In(u, — 2) est bien défini, la suite (vy,)
est bien définie.

3. Quelle est la nature de la suite (vy,) ?

Unt1 = In(tupy1 — 2)

1
=1 2—-2
n<un_2+ )
()
Up — 2

=—In(u, —2)

= —'l)n

Donc (vy,) est une suite géométrique de raison —1

4. En déduire la formule explicite de v,, puis de u,,.
La suite (vy,) est géométrique de raison —1 et de premier terme vy = In(ug — 2) =In(4 — 2) =
In(2). Ainsi v, = In(2) x (—=1)"
Or v, = In(u,, — 2) donc u, — 2 = e’ et donc
Up = € + 2
— (=1D)"n@2) 4 9
= (D" o
=20=D" 4 9
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Exercice 4.
On étudie I’évolution de deux fourmilieres A et B. Chaque mois, 20% des fourmis de la population A
passent en B et 30% des fourmis de la population B passent en A.
On note ay, et b, le nombre de milliers de fourmis, le mois n, respectivement dans les fourmilieres A
et B. Initialement, on a ag = 320 et by = 180 et on définit ainsi les suites (a,) et (b,) sur N.
an+1 = 0,8a, +0,3b,
bpt1 =0,2a, +0,7b,
Au mois n + 1 20% des fourmis de la colonie A du mois n passent en B donc 80% des fourmis
restent dans la colonie A. De méme 30% des fourmis de la colonie B partent en A et les 70%
restants restent dans la colonie B.
Ainsi au mois n + 1 la colonie A contient 0, 8a,, fourmis qui étaient déja dans la colonie A et
0, 3b,, fourmis qui étaient auparavant dans la colonie B.
Donc ap41 = 0,8a, + 0, 3b,. De méme b,10, 2a,, + 0, 7b,,.
2. Que vaut a, + b, pour tout entier naturel n?
On remarque que an4+1 + bpy1 = 0,8a, + 0,3b, + 0, 2a, + 0,7b, = a, + b,. La suite (a, + by)
est donc stationnaire. Ainsi a,, + b, = ag + by = 320 + 180 = 500 pour tout n € N

1. Justifier que pour tout n € N, {

3. En déduire une relation de récurrence d’ordre 1 sur la suite (ay,).
Comme a,, + b, = 500 pour tout n € N, on a donc b, = 500 — a,. Ainsi en substituant dans
Gn+1 ON obtient :

1
an+1 = 0,8a, + 0,3(500 — a,) = 0,5a, + 150 = 50n + 150

4. Déterminer le terme général de (a,) puis celui de (by,).
La suite (a,) est une suite arithmético-géométrique. On résout :

1 1
x:§x+150<:>§x=150
<z = 300
Posons pour tout n € N, u,, = a,, — 300. Alors
Un+1 = Ap41 — 300

1
= 50n + 150 — 300
1

1
= 5 (= 300)
1
= 5 n

1
La suite (u,) est donc géométrique de raison 3 et de premier terme ug = ag—300 = 320—300 =

20 donc
1 n
U, = 20 % <2> , VneN
Alors
1 n
an = u, + 300 = 20 x <2) + 300
Et donc

b, = 500 — a,, = 200 — 20 x (;)



Probleme 1. Etude d’une suite récurrente linéaire d’ordre 3

1. Dans cette question, on consideére la suite (up)nen définie sur N par :

=4 wu=-5 wuy=13etVn €N upi3 — 3upy1 +2u, =0

Soit (vy,) la suite définie sur N par : Vn € N v, = upi1 + 2uy,.

(a)
(b)

Calculer vg et vy.

vp=u] +2ug=-5+2x4=-54+8=3
Montrer que : Vn € N vy 19 = 20p41 — Up.
Soit n € N alors

Unt2 = Un43 + 2Upy2
= 3Up+1 — 2Up + 2Up42
= 2(Un+2 + 2un+1) — Upt1 — 2Up

= 2Up41 — Upn

On a bien Vn € N v,19 = 20,41 — vy
Déterminer Iexpression de la suite (vy,).

Deux pistes : soit on remarque que la suite (v,) est arithmétique (chose que 1’on prouve
rapidement avec un raisonnement par récurrence cf cours), soit on étudie la suite (v,,) somme
une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

La suite (v,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, I’équation caractéristique est
2?2 =2r—1
=22 -2x4+1=0
— (r-1)%=0
= ax=1
Ce polynome n’a donc qu’'une seule racine : 1. On en déduit que qu’il existe A et B dans R

tels que,
VneN, v,=1"(An+B)=An+ B

Orvg=3=Bet vy =3=A+4 B. On en déduit que Vn € N, v, = 3.

En déduire que : Vn € N up41 = —2u, + 3.

On sait que Vn € N, v,, = 3 et v, = Up11 + 2uy. Ainsi 3 = upy1 + 2uy,. Et donc uyyq =
—2uy, + 3.

Déterminer ’expression de u,, en fonction de n, pour tout n € N.

On a vu a la question précédente que (uy,,) est une suite arithmético-géométrique. On regarde
donc I’équation

r=—-2x+3
< 3r=3
<— =1

On pose alors la suite (w,) définie par Vn € N, w,, = u,, — 1. Alors
Wptl = Up+1 — 1 = —2up +3—1=-2u, +2=-2(u, — 1) = —2w,

Donc la suite (wy,) est une suite géométrique de raison —2 est de premier terme wy =
u—1=4—-1=3.
On a donc Vn € N w,, =3 x (=2)". Et donc Vn € N u, = w,, + 1 =3 x (=2)" 4 1.



(f) Calculer > wug.
k=0
On a alors

k=0 k=0
n n
=3) (-2)"+ > 1
k=0 k=0
1— (_2)n+1
=3X1IxXx—+1 1
X 1 x = (-9 +1x(n+1)
1— (=2 n+1
=3 X (3) +n4+1

2. Dans cette question, on considere la suite (uy,)nen définie sur N par :
u =2 wu=-2 u=3etVneN upy3—3upt1 +2uy, =0

Soit (tn)nen définie sur N par : Vn € N, ¢, = u, — (—2)".

(a) Montrer par récurrence sur n que :
Vn € N tnt+2 — 2tn+1 +t,=0

On pose pour tout n € N la propriété P(n) : "t,49 — 2,41 +t, =07

Montrons que P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation : Soit n = 0. tg =ug — (-2)° =2 -1 =1,t; =u; — (-2)' = —2+2=0c¢t
ty =up — (—2)? =3 — 4= —1. Ainsi

to —2t1 +tp=1—-2x0—-1=0

P(0) est donc vraie.

Hérédité : Soit n > 0. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire :
tn+2 - 2tn+1 +t, =0
Soit :
Unya — (=2)"" = 2(upy1 — (=2)") +up — (—=2)" =0
c’est-a-dire
Uptg — 2niq + Uup — (—2)"T2 — (=2)"T2 — (=2)" =0
Regardons le rang n + 1.

tngs = tnys — (=2)" = Buppg — 2up, — (—2)"F3,

Donc

tnts = 2tnio + tng1 = Btng1 — 2un — (=2)" 7 = 2(upya — (=2)"2) + up g1 — (=2)"
— _2un+2 + 4un+1 _ Qun . (_2)n+3 . (_2)n+3 o (_2)n+1
= =2 X (Unt2 = 2uny1 + up — (=2)"2 = (=2)"F - (=2)")
=0

Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par récurrence on a démontré que Vn € N, t,19 — 2t,,41 + ¢, = 0.



(b) Déterminer alors I'expression de t,, en fonction de n.

De la méme maniere que pour v, plus haut la seule racine de I’équation caractéristique est
1. Ainsi 3(A,B) € R? tels que t, = An+ B. Ortyg=1= Bett; =0 = A+ B Donc
nécessairement B =1et A= —1. Ainsit,, = —n+1VYn & N.

(¢) En déduire que pour n € N, u,, =1 —n+ (—2)".
On sait que VYn € N, t,, = u,, — (—2)", on a donc u,, = t,, + (—2)". Ainsi

VneN, u,=1-n+(-2)"

(d) Calculer Y wug.
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