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Exercice 1.
Partie 1 : deux nouvelles fonctions

On définit les fonctions appelées ”sinus hyperbolique” et ” cosinus hyperbolique”, notées respectivement
) T _ o et 4 e~ %
sh et ch, en posant pour tout réel z : sh(x) = — et ch(x) = —

1. Ecrire deux fonctions Python pour définir sh et ch.

a) Etudier la parité de la fonction sh.

Déterminer les limites en +o00 et —oo de la fonction sh.
Dresser le tableau de variations de la fonction sh.
Déterminer le signe de la fonction sh.

Dresser le tableau de variations de la fonction ch, limites comprises.

Montrer que pour tout = € R, ch(z) > sh(z).
Tracer sur un méme graphique les allures des courbes de ch et sh. On pourra préciser pour
les deux courbes I’équation de la tangente en 0, et les dessiner au voisinage de 0.
5. Montrer que : Vz € R, (ch(z))? — (sh(z))? = 1.
Partie 2 : une troisiéme fonction

)
)
)
a) Etudier la parité de la fonction ch.
)
)
)

6. (a) Montrer que 'on définit bien une fonction, appelée ”tangente hyperbolique” et notée th, en
posant :

_ sh(z)

~ ch(x)

Ve € R, th(x)

(b) Ecrire une fonction Python pour définir la fonction th en utilisant les fonctions définies en
Partie 1.

(c) Vérifier que la fonction th est impaire.
(d) En s’aidant des relations ch’ = sh et sh’ = ch, déterminer les variations de la fonction th.
(e) Dresser le tableau de variations, limites comprises, de la fonction th.

Exercice 2.
On considére les matrices suivantes

1 2 0 0 01
2 ;L= 0 1 2 et P=|1 0 0
1 0 01 010

1. Calculer P3. En déduire que P est inversible et donner son inverse.

2. Vérifier que A = PLP!.

3. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a A" = PL"P~!,
(b) Déterminer J telle que L = I3 + J puis calculer J?2 et J3.
(c) A laide du bindéme de Newton, calculer L".

1 0 0
(d) Déduire des questions précédentes que, pour tout n € Nyjona: A" = | 2n(n—1) 1 2n
2n 0 1



4. On considere les trois suites (up)n>1, (Vn)n>1 €t (wp)p>1 définies par ug = 1,v1 =0 et w; = 2
et, pour tout entier n > 1, :

Upt+1 = Uy ; Upgl = Up + 2wy, €t Wiyt = 2Uy + wy,.

(a) Bonus : Compléter le programme Python suivant afin qu’étant donné un n il renvoie la
valeur de u,, v, et wy,.



1 |def suiteuvw(n):

2 u=

3 v=

4 W=

5 for k in range(2,n+1):
6 u=

7 v=

8 W=

9 return u,v,w

(b) Que pouvez-vous dire de la suite (uy,),>1 ? Donner u,, pour tout entier n > 1.
1
(¢) Pour tout entier n > 1, on pose X, = vn | . Montrer que X,,+1 = AX,,.
W,
(d) Etablir, pour tout entier n > 1, que X,, = A" 1X].
(e) Déduire des questions précédentes que, pour tout entier n > 1, on a : v, = 2n(n — 1) et
Wy, = 2n.

Exercice 3.
Le but est de montrer qu’il existe un polynéme P € R[z], et un seul, vérifiant les hypotheses (*)

suivantes :
o P est de degré 4,
e 1 est racine au moins double de P,
e P(2) =19,
e x+— x+ 1 divise P(x) + 8,
e le reste de la division euclidienne de P par z — x 4 2 est 27 .
1. Compléter les phrases suivantes.

(a) 1 est racine d’ordre au moins 2 de P ssi .... divise P. On notera alors @ le polynéme quotient.

(b) =+ 1 divise P(z) + 8 ssi .... est racine de P(z) — 8 ssi P(...) +8 =0 ssi P(...) = —8.

(c) Le reste de la division euclidienne de P par = + 2 est 27 ssi il existe ........ tel que ...... ssi
P(-2) = ...

2. Dans cette question, on suppose qu’il existe un polynéme P vérifiant les hypotheses ()

(a) 1i. Rappeler 'expression de deg(P x @) en fonction de deg(P) et deg(Q).

ii. A laide de la question 1.(a), écrire le polynome P en fonction du polynéme @ corres-
pondant. Quel est le degré de Q7

(b) A T'aide des questions précédentes, montrer que Q(—1) = —2,Q(—2) = 3 et Q(2) = 19.
En évaluant (*) en x = —1, on a : —8 = P(—1) = (—2)2Q(—1). Donc —8 = 4Q(—1). Ainsi
Q(-1) =2

(c) Déterminer alors le polynéme @, a 1’aide d’un systeme linéaire.

(d) En déduire qu’il existe au plus un polynéme P solution.

3. En déduire qu’il existe bien un polynéme et un seul, qui vérifie les hypothese (x).

On pourra éventuellement utiliser les équivalences de la question 1.



