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Exercice 1.
Soit b € N*. On considere plusieurs sacs de billes S1, 59, ..., S;-1, 5;, ... tels que :
e le sac Sp contient b+ 1 billes jaunes et b vertes;
— pour tout 7 > 2, le sac S; contient b billes jaunes et b vertes.
On effectue des tirages successifs d’une bille de ces sacs de la maniére suivante :
e le premier tirage consiste a extraire au hasard une bille du sac 57 ;
e pour tout ¢ > 2, on place dans le sac 5; la bille tirée du sac S;_1, puis le i-eme tirage consiste
a extraire au hasard une bille du sac S;.
Pour tout entier n > 1, on note A,, I’événement : ”la bille tirée dans S, est verte” et on note a,, = P(A4,,)
sa probabilité.
1. Soit n € Nx. Quelle est la probabilité de I’évenement F, "ne tirer que des boules jaunes au
cours des n premiers tirages” 7
Notons J,, = A, c’est-a-dire : la boule tirée au n-iéme tirage est jaune
E,=JiNJyN..NdJ, Donc par la formule des probabilités composées

P(En) = P(Jl)PJl (J2)"‘PJ10J20..OJ”71(Jn)
b+l b+1 b+1_<b+1>”

Tl w1 S a1 \2br1

Car si on tire une boule jaune a un tirage alors au tirage suivant il y aura b + 1 boules jaunes
et b boules vertes.

2. Soit n € N*. Quelle est la probabilité de ’évenement F;, ”tirer une boule verte au n-ieme tirage
et ce pour la premiere fois” 7
OnafF,=JiNJN..NJ,_1NA, ouencore F,, = E, 1N A,. Donc, toujours par la formule
des probabilités composées.

b+1>”1 b

P(Fy) = P(En-1)Pg, ., (4n) = <2b B

X
2b+1
car il y aura dans I'urne S,,, b 4+ 1 boules jaunes et b boules vertes.

1
w1t oy
Soit n > 2 alors (A,,—1, Jn,—1) forme un systéeme complet d’évenement. Donc par la formule des

probabilités totales,

3. Montrer que a, = pour tout n > 2.

an = P(Ay) = P(An—1)Pa, (An) + P(Jn-1)Ps, ,(An)

P(Jn—l) =1- P(An—l) =1- QAp—1

b+1

2

car si 'on tire une boule verte au n — l-ieme tirage, il y aura b 4 1 vertes et b jaunes dans .S,
pour faire le tirage. Et

PAnfl (An) =

b
PJ'nfl (An) = 2()7_'_1

car si 'on tire une boule jaune au n — 1-ieme tirage il y aura b vertes et b + 1 jaunes dans .S,
pour le tirage. Ainsi :

b+1 b 1 b

ol g - e
1 P gy = g g

Gp = dn—1



1
4. (a) Sans exprimer a,, en fonction de n, montrer que la suite (a, ) est majorée par 3 puis montrer

qu’elle est croissante.

1
Commencons par montrer qu’elle est majorée par 3 Soit pour tout n > 1 la propriété :

1
P(n):"an < 5”.

b 1
e Initialisation : a; = P(A;) = < —, donc P(1) est vérifiée.

20+1 — 27
e Hérédité : Soit n > 1 supposons que P(n) est vraie. alors a,, < 2 donc

1 b
T T

11 b

< ~+

=2%+12  2b+1
1+2b 1

par I’hypothese de récurrence

T2x(26+1) 2

1
Donc an41 < 3 P(n+ 1) est vérifée.

e Conclusion : pour tout n > 1, a, < 3

Montrons maintenant que (a;,) est croissante. Soit n > 2

an_anflzmanfl“'m_anfl
S R P
2b+1 " 2b+1
—2b b
T R
_ b(—2a,-1+1)
N 2b+1

1 . .
Or a,_1 < 3 b>0et2b+1>0,donc a, —a,—1 > 0. La suite (a,) est donc croissante.
(b) En déduire que la suite (a,) converge et déterminer sa limite.
La suite (a,) est croissante et majorée par 5 donc par le théoreme de la limite monotone,

(ayn) converge.

Soit £ = lim a,. Alors lim a,_1 = ¢. Donc en appliquant la limite a la relation 3, on a :
n—-+o0o n—+0o00
1 b
l= L
2041 * 2041
Soit . )
11— =
< 2b + 1) 2b+1
Et donc )
{=—
2
Donc

lim a, ==
n——too 2

(c) Exprimer a, en fonction de n, pour tout n > 1.



La suite (a,) est une suite arithmético-géométrique. On commence par résoudre :

X

Lo b
W+1" w1 T 2
1

On pose pour tout n > 1, u, = a, — >

Montrons que (u,) est alors géométrique. En effet, soit n > 2,

Un

La suite (uy,) est donc géométrique de raison

1
Ay — 5

1 b 1
W1 T 1 2

1 2 — (2b+ 1)

anp—1 e

%+ 1 2(2b+ 1)

1 1

2%+ 1" T 22+ 1)

B
w+1 \"" T

1
2% +1 "
1 et de premier terme
1 b1 1
eI T 1 27 22+ 1)

1

et ainsi

Donc u,, = —(

Ay = Up +

Exercice 2.

n—1
2b+1> 2(2b+ 1)

1_1_ 1 n—1 1
2 2 20+ 1 2(2b+1)

On définit une suite de polynomes (7}, )nen en posant Tp = 1, Ti(x) =z et Vn € N,

Thi2(z) = 22T 41 (z) — Th(x).

Ces polynomes sont appelés polynémes de Tchebychev

Partie 1
1. Calculer 15, T3, Ty et Ts.

o Th(z)=2zT(z) — To(z) = 2z
o Ts(x) =2xTh(x 1 (:

o Ty(z) =2xT5(zx) — 15

o T5(x Ty (x

2. (a) Formuler une hypothese sur le degré et le coefficient dominant de 7;, pour tout n > 1 et

démontrer cette hypothese.

Soit n > 1, il semblerait que deg 7}, = n et que son coefficient dominant soit 2”~!. Montrons
ce résultat par récurrence double. On pose pour tout n > 1, P(n) : 7T, est de degré n et

son coefficient dominant est
e Initialisation :

2n—17a



— Ty est de degré 1 et son coefficient dominant est 1 = 20 = 2!~! donc P(1) est vérifiée.
— Ty est de degré 2 et son coefficient dominant est 2 = 22~! donc P(2) est vérifiée.

e Hérédité : soit n > 1, supposons P(n) et P(n+ 1) vérifiées. Alors montrons que P(n+2)
est vérifiée. On a Ty4o = 22T 41(x) — Ty, (z), donc deg(T),+2) = deg(22Ty41 — Ty). Or
deg(22T,41) = deg(Tp+1) + 1 =n + 2 et deg(T},) = n. Comme deg(22T,,11) # deg(T,),
on a

deg(Th42) = max(deg(22T),41), deg(Ty,)) =n + 2

De plus le terme de degré n + 2 vient donc de 227}, 1 donc le terme de plus haut degré
de Tn+2 — 92 2n+171 _ 2n+271'
Donc P(n + 2) est vraie.
e Donc pour tout n > 1 P(n) est vraie.
(b) Montrer que La fonction T}, a la méme parité que n.
Soit k > 0, on pose H(k) : " Ty est paire et Thi41 est impaire”.

e Initialisation : Ty et T} sont définies sur R qui est symétrique par rapport a 0 et pour
tout x € R Ty(—z) = 1 = Ty(z) et Ti(—z) = —x = —Ti(x). Tp est paire et T est
impaire. 7(0) est vérifiée.

e Supposons H(k) vraie. Alors Ty est paire et Thpyq est impaire. On a alors Th o et
T5j+3 qui sont définie sur R et

Topyo(—x) = =2aTop11(—x) — Top(—x)

= —2z(—Top+1(2)) — Tox(z) par HR
= 22 Top 41 () — Top(x)
= Topyo()

Top+3(—x) = —20Top42(—x) — Tops1(—2)
= —22Top42(z) — (—Tak+1(x)) par HR
= —(22Tok+2(2) — Top41(2))
= —Top+3(z)

3. Montrer que : ¥(m,n) € N2, m <n = 2T, Ty = Tnom + Tnem
Soit n > 0. Montrons le résultat par récurrence sur m. Soit pour tout m < n la propriété
P(m) : 2T, Ty, = Typm + T—m. On peut supposer n > 1, le cas n = 0 étant évident.
e Initialisation :
— Sim = 0 on a d’une part 27,,Ty = 2T, et d’autre part Ty, 1o + Tpo = Ty, + 15, = 2T,,.
Donc P(0) est vraie.
Sim =1, on a d’une part 27,11 = 22T}, d’autre part T, 1 = 227,, — T}, par la relation
de départ en n — 1 donc Ty, 41 + T,—1 = 22T,,. Donc P(1) est vraie.
e Hérédité : Soit m > 0 supposons P(m) et P(m + 1) vraie. Alors soit n = m + 1 et c’est
terminé soit n > m + 2 et montrons que P(m + 2) est vraie. Alors

21, Tvo = 215, (22T 41 — Thn)
= 2221, Tiny1 — 2T, T,
= 22(Totm+1 + Toemg1)) — Tngm + Tnem) par HR
=22Tnymy1 + 220101 — T — Them
=22Tnsm — Thpm + 2211 — Them

= Intm+2 + Tnfm72



Car
Thimie =200 mi1 — Thnam et T = 20T 1 — T2

Donc P(m + 2) est vraie.
e Donc pour tout n >m >0, 27,1, = Thvm + Them
Partie 2

b —b
4. Montrer que, pour tout (a,b) € R2, cos(a) cos(b) = cos(a +b) ‘;COS(G )

cos(a + b) + cos(a — b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
= 2cos(a) cos(b)
Donc
cos(a + b) + cos(a — b)
2

cos(a) cos(b) =

5. Etablir que pour tout n € N et tout § € R, on a T),(cosf) = cos(nb).
Récurrence : cos(00) = 1 = Ty(cos ), cos(10) = cos(0) = Ti(cosB) et si T,,(cosf) = cos(nb) et
Th41(cosf) = cos(nd). Alors
Thi2(cosf) = 2cos0T,,4+1(cos @) — T, (cos )
= 2cosfcos((n+1)0) — cos(nh)
= (cos(f + (n+ 1)) + cos((n + 1) — 0) — cos(nb)
= cos((n + 2)0) + cos(nb) — cos(nf)
= cos((n + 2)0)

Donc le résultat est vrai au rang n + 2.

6. En déduire les valeurs de T7,(1) et 7,,(0) en fonction des valeurs de n.
Alors T, (1) = T;,(cos(0)) = cos(n x 0) = cos(0) =1
Et T,,(0) = Ty, (cos(m/2)) = cos(nm/2). Donc

0 si n impair
T,(0) =<1 sin =4k
-1 sin=4k+2

7. Pour n € N*, déterminer les racines de T,, appartenant a l'intervalle [—1,1]. Combien y en
a-t-il ?
Soit « une racine de 7, appartenant a l'intervalle [—1, 1] alors, o peut s’écrire cos(6) avec
0 € [0, 7]. Donc on a
Th(a) =0« Ty (cos(f)) =0 < cos(nh) =0
Donc nf = g + kr, k € Z. Soit
™ km

2n n

Or on veut 6 € [0, 7] donc k ne peut pas avoir n'importe quelle valeur, on a donc :

T km
0=—+— k% 0,n—1
5y Tk el0n—1]

Et donc les racines dans [—1, 1] sont :

m km
S = {COS <2n+n) ke [[O,n—l]]}

Il y en a donc n.



8. En déduire une factorisation de T;,. On a trouvé n racines de 7, qui est de degré n donc on a
trouvé toutes les racines de T),. De plus son coefficient dominant est 27~ !. Donc la factorisation

de T, est :
nl T km
T, (z) =21 —
() || (x cos<2n+ n)>

k=0

Exercice 3.
Soit (un)nen la suite définie par ug = —1, ug = 1, ug = 2 et

Vn € N, Unp+3 = 3un+2 + Un+1 — 3un

0 10 Up,
Posons A= 0 0 1] et, pourtout n € N, X, = | upnt1
-3 1 3 Up+2
1. Vérifier que, pour tout n € N, X, 11 = AX,,.
Un+1 Un+1
D’'une part : Xpp1 = | upya | = Up+2
Up+3 3Up42 + Un+1 — Sup
0O 1 0 Up, Up41
D’autre part AX, =1 0 0 1 Upt1 | = Uy 42
=3 1 3/ \Uny2 —3Un, + Unt1 + 3Up2
Donc AX,, = X,41.
1
2. Déterminer U, V et W de la forme | z | tels que AU =U, AV = -V et AW = 3W.
Y
1
On cherche U = | z | tel que AU = U soit
Yy
0 10 1 1 x 1
0 01 r|l=|z]| & Y = |z
-3 1 3 Y Y -3+ + 3y Yy
r=1
On résout donc le systeme ¢ y = . Les deux premieres équations nous donnent
—3+z+3y=y
xr =y = 1 et on remarque que cela fonctionne également pour la 3-eme équation. On a donc
1
U=11
1
r=—1
Par le méme procédé on trouve comme systeme pour V : {y = —u , on trouve
—3+x+3y=—y
1
alors V=1 -1
1
r =3 1
Et pour W ¢y = 3x et W=13
—3+x+3y =3y 9



3. Considérons P la matrice de M3(R) dont les colonnes sont définies par les matrices colonnes

6 4 -2
U, V et W (dans cet ordre). Montrer que P est inversible et que P~} :% 3 -4 1
-1 0 1
Puis calculer D = P~1AP.
1 1 1
Onadonc P=1{1 -1 3]. Alors
1 1 9
6 4 =2 1 00
Px-3 -4 1 ]1]=10120
-1 0 1 0 0 1
1 6 4 =2 1 6 4
Donc P auninverse adroite — | 3 —4 1 | et donc P est inversible d’inverse — | 3 —4
8 8
-1 0 1 -1 0
1 0 O
De plus PT'AP= {0 -1 0
0 0 3

4. Exprimer sans justifier X,, en fonction de Xo, P~! P et D".
On a X,41 = AX,, donc X,, = A"X,. De plus D = P7'AP, donc A = PDP~'. Et alors
A" = ppnpP—L
Ainsi X,, = PD"P~'X,

5. En déduire u,, en fonction de n € N.

On a
1 1 1 1 1 0 0 6 4 =2 -1
X, =PD"P X, = st -1 3o (=)™ 0 3 -4 1 1
1 1 9 0 0 3" -1 0 1 2
1 1 (=" 3" -2
— 1 (_1)n+l 3n+1 9
8 n n+2
1 (-1 3 1
—24+9x (=1)"+3"
== | -24+9x (_1>n+1 + 3n+1
21 9x (_1)n + 3n+2
1
Ainsi u,, étant la premiere coordonnées de X,,, on a donc u, = 3 (=249 x (—-1)"+3™)

Exercice 4.
Dans tout ’exercice, on pose

Iy = / tdt et Vn € N*| I, = / t(In(t))"dt.
1 1

1. (a) Calculer Ij.

On calcule :

e f2 € 22 -1
[() = / tdt = o = ‘ p .
J1 2 1 2

(b) Montrer que pour tout n > 0, on a I, > 0.
Soit n > 1, pour tout t € [1,e], In(t) > 0, donc t € [1,¢], t(In(t))" > 0.
Par positivité de 'intégrale, on a donc I,, > 0.
De plus, Iy > 0 donc Vn € N, I, > 0.



(c) Montrer que la suite (I,),>0 est décroissante, puis qu’elle est convergente.
Soit n > 1,

Injr— I, = /Ie (t(n(£)™ ™! — t(In(t)™) dt
= /1 L In(®)" (In(t) = 1) dt

20 >p <0
<0

La suite (I;,)n>0 est donc décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle est donc conver-
gente.

2. Pour tout entier naturel n, soit
fn:[l,e] > R
— (In(t))" .
(a) Justifier la dérivabilité de f, et calculer sa dérivée.
La fonction f,, est dérivable comme composée des fonctions t + In(t) et ¢ — t"+1,
i 1
On a alors f/(t) = (n+ ) (In(t))™.
(b) En utilisant une intégratlon par parties, établir pour tout entier naturel n la relation
2I11 + (n+ 1)1, = €. (1)

Soit n > 0, on a :
L = [ tin()" e = [ g, (ot
1 1

On pose
u=fult) u'=f)

v =t vzﬁ
2

Les fonction u et v sont dérivables, de dérivées continues sur [1,e], on peut donc utiliser
une intégration par parties.

In—i—l /1 tfn(t)

1 ot
n—l— 1) (In(t)) gdt
1
_ [ } e t(ln(t))"dt
_¢_ntl
2 2
On en déduit 21,11 + (n + 1)1, = €.
(¢c) En déduire la valeur de I;.
On applique la relation (1) en n = 0.
. -
2I1 + Iy = e? — I = ‘ 5 0
2 e?—1
= [ = — —
T 4
1 .
— I = 1((i2 +1)



(d) Compléter le programme suivant pour qu’il renvoie la valeur de I,,.

1 |def approx(n,eps):

2 I=(np.exp(2)-1)/2

3 for k in range(1l,n+1):

4 I=np.exp(2)/2-(k/2)*I
5 return I

(e) En utilisant la relation (1) et la décroissance de la suite (I;,),>0, établir pour tout entier
naturel n ’encadrement suivant :

Comme 1,41 < I, on a

201+ (n+ DI, =e? = 21, + (n+ 1)1, > €*

= (n+3),>é
2

— I, >
n—+3

De plus,

214+ (n+ DI, =e* = 2L, 1 + (n+ 1) 41 < €

= (n+3)I <€

e2

— I <
= n+3

Si on écrit cette relation au rang n — 1, on trouve :

Ainsi, on obtient ’encadrement :

(f) En déduire les limites respectives des deux suites (I,)n>0 €t (ndy)n>0.
) 2

On a lim —=0et lim
n—+oomn + 3 n—-+oo N, +

= 0, donc par théoreme d’encadrement, on obtient

lim 1, =0.

n——+00

On multiplie I'encadrement trouvé en question (2¢) par n > 0. On obtient :

ne’ ne’
- < nl, < .
n—+3 n+ 2
2 2 2 2
. ne ) e ‘ . ne ) e (
Or lim — = lim T = e? et lim = lim 5 = e?, donc par
n—+oon + 3 n—+oo ] 4 2 n—+oo n + 2 n—+oo ] 4 £
n n

théoreme d’encadrement, on obtient :

lim nl, = 2.
n——+o00

10



3. (a) Etablir, pour tout entier naturel n, I'encadrement :

(3n + 10)e?
(n+3)(n+4)

(3n +T7)e?

<2y +1I, < —" 7
= “intl = (n+2)(n+3)

On utilise les encadrements de la question (2¢) aux rangs n et n+ 1 :

e? e? e? e?

< I < .
n+3 “n+2 n+4— n+1_n+3

On a alors :
2e? n e?
n+3 n+2
e2(2(n+2)+ (n+3))
(n+3)(n+2)
e2(3n+7)
(n+3)(n+2)

21n+1 + In <

<

<

et
2e? e?
n+4+n+3
L @M +3)+(n+4)
- (n+3)(n+4)
e2(3n + 10)
“(n+3)(n+2)

21 + 1 >

d’ou I'encadrement attendu.
(b) Pour tout entier naturel n, on pose

wy, = n(e? —nly,).
Montrer que lim w, = 3e2.
n

—-+o00

Par la relation (1), on a :

2

21+ (n+ DI, =e* < 20,1+ I, = e* —nl,.
On en déduit
wy, = n(e? —nl,) = n2h 1 + I,),
d’ou ’encadrement suivant :
n(3n + 10)e? - - n(3n + 7)e?
m+3)n+4) = "7 (n+2)(n+3)
10)e? 3+ )e?
Or lim M = lim % = 3¢2 et de méme
n—+o00 (n+3)(n+4) n—-+00 (1+5)(1+5)
n(3n + 7)e? 32
= 3e”.

n—rto0 (n+ 3)(n + 2)
Par théoreme d’encadrement, on en déduit :

lim nw, = 3e2.
n—-+0o

11



4. A laide d’un raisonnement par récurrence, établir pour tout entier naturel n, 1’égalité :

(=D n! n (-2)F
Notons P(n) la propriété < I, = Tonil ey o 1) >. Démontrons par récurrence
k=0
que P(n) est vraie pour tout n € N.
— Initialisation : n =0 )
—1
On sait par la question (la) que Iy = c 5
D’autre part,
0 k
(=10 [ 55~ (=2) [
W ez il —1 25(6—1):_[0,
k=0

donc la propriété est vraie au rang n = 0.
— Hérédité : Soit n > 0 tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
Par la relation (1), on a :

[ é n+1
n+1 — 2 9 n
2 n+1(=1)"n! [ 5= (—2)F
-5 S e 1 -1 par HR
k=0
2 1 n+1 1)! n —9 k
_ @ (=) () ( (2",
2 nt+2 k!
k=0
+1
N G N S Y Cr
o on+2 k!
k=0

car le terme correspondant a k = n + 1 dans la somme vaut

62 (_Q)n—i-l(n + 1)!(_1)n+1 B _672

(n + 1)I2n+2 2’

. e?
donc vient annuler le —.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : Pour tout n € N, on a

—1)" n! "L (—2)k
GO (a5

k=0

5. (a) Définir un programme Python nommé facto prenant n et renvoyant n!

1 |def facto(n):

2 P=1

3 for k in range(l,n+1):
4 P=Pxk

5 return P

(b) On suppose la fonction facto définie au-dessus correctement programmée. Compléter le
programme suivant pour qu’il renvoie la valeur de I,,.

12



def I(n):
S=0
for k in range(l,n+1):
S=8+(-2) *xk/facto (k)
I=(-1)*xn*xfacto(n)/(2**(n+1)*(np.exp(2)*S-1)
return I

(c) Bonus : A votre avis quel programme entre celui de la question 2d et celui de la question

5b demande le moins de calcul & 'ordinateur ? Justifier.

e Le programme 2d va demander 3 calcul pour chaque k : le calcul de €2/2, le calcul de
k/2 x I et la soustraction entre les 2. Donc en tout environ 3n calculs.

e Le programme 5b pour chaque k va devoir calculer k! ce qui va lui demander k& mul-
tiplication puis faire 2% /k! donc un calcul de plus. Donc pour calculer la somme il lui

faudra .

Z(k +1) = (n+1)n+2) calculs.
k=0 2
Plus 3-4 calculs & la fin. Mais donc environ (pour n grand) n?/2 calcul
Le programme 5b demandera donc beaucoup plus de calcul que 2d.

Exercice 5.
On considere la suite (uy,)nen définie par :

1. (a)

ug =1
Vn € N, upt1 = cos(uy)
Etudier les variations de la fonction f définie sur R par :
Vr € R, f(x) =cos(z) —x

La fonction f est continue et dérivable sur R comme différence de fonctions usuelles qui le
sont et :
Vz R, f'(r) =—1—sin(z) <0
) —

Par encadrement,

—rz—-1<f(x)<—2x+1= lim f(z)=+o00 et lim f(z)=—oc.

T——00 r—-400

Le tableau de variations est donc le suivant :

T =00 +00
f(x) -
—+00

SN

—00

En déduire qu’il existe un unique réel a € R tel que cos(a) = a.

f est continue sur R et strictement décroissante sur cet intervalle donc par théoreme de la
bijection, f réalise une bijection de R sur f(R) = R. Or 0 € R, donc il existe un unique
a € R tel que f(a) = 0 donc tel que cos(a) = «

Justifier que o € [0, 5]

1
Onaf(O):cos(O)—Ozl>Oetf(§):§—g<O(car%>1),doncO€[%—%,1]:

f([0, §]). Par le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet donc une

solution dans I'intervalle [0, §]. Par unicité de la solution sur R, a € [0,7/3].
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2. Démontrer par récurrence que uy,, € [0, 5] pour tout entier naturel n.

— Initialisation :

Si n = 0 la formule s’écrit 1 = ug € [0, §], ce qui est vrai.

— Hérédité :

Soit n > 0 tel que 0 < u,, < §, alors par décroissance de la fonction cos sur [0, 5] :

3

1>cos(up) > ==0<up41 <1< =

1

2 7o =3
ce qui est le résultat au rang n + 1.

Conclusion : On a montré par récurrence que : Vn € N, 0 <wu, < 3.

Montrer que
V3

YneN, |upt1 —a] < 7]un —al.

La fonction cos est continue sur [0, 7/3] dérivable sur [0, 77/3] de dérivée sin, et | sin(z)| < %
pour tout = €]0, /3. Donc par 'inégalité des accroissements finis, pour tout =,y € [0, 7/3],

V3

| cos(z) — cos(y)] < <[~y

En particulier comme u,, et a € [0, 7/3],

V3

|tnt1 — af = |cos(uy) — cos(a)| < 7|un -«

Vn e N, |u, —al < (?) .

Ce résultat se montre par récurrence :

En déduire que :

us

Initialisation : Puisque o € [0, 5], on a

0
s 3
ey §111ax(1,7—1) =1= £
3 2
ce qui est le résultat au rang 0.
n
Up — (Y‘ < < )
Par le résultat précédent on a :

— Hérédité : Soit n > 0 tel que :
n+1
| < \/3‘ < V3 5 V3\ V3
Up+1 — O] = —(— |Up — O] > . — e
Int1 — Q 5 U Y 5 5 5

o5

ce qui est la formule au rang n + 1.

n
— Conclusion : On a démontré que : Vn € N, |u, — a| < ;)

4. Que peut-on dire de la limite de la suite (uy)?

3

On en déduit, par le théoreme d’encadrement, et parce que (%5*)" est une suite géométrique de

/3

raison 7‘ <1:

n
3
lim (?) =0= lim \7111—0\*0:5 lim w, =«

n—-+o00 n—-+o00 n——+00
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. Compléter le programme suivant pour qu’étant donné eps il renvoie une approximation a eps
pres de a.

def approx(eps):

u=1

n=0

while (np.sqrt(3)/2)**n>eps
n=n+1
u=np.cos (u)

return u
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