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Exercice 1. Ecricome 2015 ECS

1. On note pour tout z 6]2}0;%[:

(a)

1 3 si
f(@) = 5(25in(2) + tan(2)) et g(x) = m
Montrer que lim 1(@) =1et lim M =1
=0 X z—0 I
lim f(zx) — fim 2sin(x) + tan(x)
z—0 X z—0 3x
i 2sin(x) .. sin(z)
a0 3x 2—0 3x cos(x)
2 1 i
=4+ -=1 car lim sin(z) =1
3 3 z—0 X
De méme
lim 79(56) = lim _3sin(@) sin(z)
=0 T 2—0 x(2 + cos(z))
3] 1 1
_ lim 3 x 22 =3x1xz=1
-0 x 2 + cos(z) 3

Factoriser le polynéme P(z) = 22% — 3z% + 1.

On observe que 1 est racine évidente de P, ce qui conduit & P = (x — 1)(22? — 2 — 1) (par division
euclidienne). Et donc P = (z — 1)(z — 1)(2z + 1) = (z — 1)?(2z + 1).

On pose u(xz) = f(x) — = pour tout = € I.

P(cos(x))

3cos?(z)

La fonction u est dérivable sur I comme somme de fonctions qui le sont et

Justifier que u est dérivable sur I et que pour tout z € I, v/(x) =

1
Vzel, u(x)= = <2cos(m) +

1 > L 2cos®(z) — 3cos?(z) + 1 P(cos(x))
2 =

cos?(x) 3 cos?(z) ~ 3cos?(z)
En déduire les variations de u sur I.
D’apres les questions précédentes, on a

(cos(x) — 1)%(2cos(x) + 1
3 cos?(z)

u'(z) =

Donc «/(x) est du signe de 2 cos(x)+1. Or pour x € I, 2cos(z)+1 > 1 > 0. Donc u est strictement
croissante sur .



(e) On pose v(z) =z — g(x) pour tout x € I.
Justifier qu’il existe un polynome @ de R[X], de degré deux, tel que pour tout x € I,

oy - Qleos(x)
(2 + cos(z))?
La fonction v est dérivable sur I avec :

Veel, v(z)=1- 3cosx(2 + cosz) + 3(1 — cos? ) _ Q(cos x)
(2 + cos)? (2 + cosx)?

pour Q = 2% -2z + 1= (z —1)?
(f) En déduire les variations de v sur I.
(cos(x) — 1)?

On a donc v/(z) = @+ cosa)?

> 0 pour tout x € I. v est donc strictement croissante sur I.

(g) Montrer que :
Ve el, gx) <z < f(z).

Onag(x)<z < f(zr)ex—g(x)>0et f(z)—2z>0<v(z) >0et u(x) >0. Or

lim u(z) =0et lim v(z)=0
z—07F z—07F

Comme u et v sont strictement croissante, u(z) > 0 et v(x) > 0 sur I. Ainsi on a bien :

Veel, glx)<z< f(x)

2. (a) En utilisant le fait quel%:%—%,calculer cos (%),sin (%) et tan (%)
On a
™ m ™ LT
cosﬁ:coszcosg—i—smzsmg
V2 (V3 1) V3+1
2(2 2)2 2v2
Et
. . T T,
sin oo = sin - cos & — cos sin o
V2 (V3 1 V3-1
:2<2_2> WO
Donc

T sin {5 V3-—1
tan — = = =
12 cos{s V3+1
3—-1)2 4-2V3
:(\g 1) B 2\[:2_\/3

(b) Déduire de la question 1g un encadrement de 7.

L’encadrement de la question 1g pour x = {5 donne :

<7

3si1r117r—2 T 1(
2+COS% 12 3

98in — 41t 77)
S —_— an —
Wiy Ty



Soit
37*/3_1
2/2 r 1({ . v3-1
—EVE <22 +2-+3
V3+1l 12 3( 2v/2 )
2+
2v/2

Et donc apres simplifications :

M<w<2\/6—2\/§+8—4f3
2Jr\/§+1

2v2

3. On pose pour tout entier naturel n,

=sin [ — £ by, = u
a, = sin 33 om et b, = cos S o )

(a) Justifier que pour tout réel 6,

cos(20) = 1 — 2sin?(h),

cos(26) = cos(f + 0) = cos(0) cos(f) — sin(0) sin(0)
= cos?(0) — sin®(theta)
=1 —sin?(f) — sin(0)
=1 — 2sin?(0)

et en déduire que pour tout entier naturel n,

1-b 140
(pt1 = " (%) et by = (%)
1— 20
Par la relation précédente on a donc sin?(f) = 0(2)5()' Donc

a? ., = sin® T
ntl ™ 3 x 2n+l

T
1—
cos(3X2n>

2

1—b,
2

. ™ e, .
Or pour tout entier naturel n, 3% on € I, donc a, > 0. Ainsi nécessairement

X 2™
1-10b,
a =
n= VT

De méme, on pourrait montrer que cos(26) = 2cos? § — 1. Et on obtiendrait alors b,% 1=

b, +1

2
Et comme b,, > 0 pour tout n € N,




(b) Montrer que pour tout n € N,

a a
P —— 2" (2 2.
9 x 2+bn<7r< <an+bn>

En appliquant I'encadrement de la question 1g a = = 3 :2n =6,. On a :

9(6y) <0, < f(6y)

. Soit

3x2"g(0,) <m<3x2"f(6)
Soit 3sin(6,) -

sin x 2™
on_ A 2sin(6,,) + tan(6,
3 x 3+ cos(fy) <7< 3 (2sin(6,,) + tan(6,))
Et donc 5
an, an
2m 2" | 2a,, + —
3 X ><2+bn<7r< (a +bn>

(c) Justifier que les deux termes de I’encadrement précédent tendent vers m quand n tend vers U'infini.
On a vu en gl que

lim M = lim M =

1.
z—0 X z—0 X
Donc comme lim 6, =0, on a
n—-+o00
0 0
lim 1 (0n) = lim 9(0n) =1
n—-+oo en, n—-+oo en
Ainsi
3 x 2"
. n .
nglf}ooB X2 g(en) a ngrw{loo s q(@n)w
— g 90
= lim T=

De méme lim 3 x 2"f(6,) = .
n—+oo

Exercice 2.
On considere trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier le déplacement aléatoire
d’un pion se déplacant sur ces trois points. A I’étape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point
A. Ensuite, le mouvement aléatoire du pion respecte les deux regles suivantes :
e le mouvement du pion de I’étape n a 1’étape n + 1 ne dépend que de la position du pion a ’étape n;
e pour passer de ’étape n a I’étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester sur
place, sinon il se déplace de maniére équiprobable vers I'un des deux autres points.
Pour tout n € N, on note A,, ’événement "le pion se trouve en A a I’étape n”, B, ’événement ”le pion se
trouve en B a ’étape n” et C, I’événement ”le pion se trouve en C' a ’étape n”. On note également, pour
tout n € N,
anp,
an, = P(A,), b, =P(B,), c¢,=P(C,)etV,=1b,
Cn
1. Calculer les nombres ay, b, et ¢, pour n € {0,1}
Au temps n = 0, on sait que le pion est en A donc ag = P(Ag) = 1,bg = P(By) =0et co = P(Cy) = 0.
Comme au temps 0 le pion est en A au temps 1 il a une chance sur deux d’étre encore en A, une

chance sur quatre d’étre en B et une chance sur quatre d’étre en C. Donc a1 = 1/2, by = 1/4 et

c = 1/4.



2. Pour n € N, exprimer a,+1 en fonction de a,, b, et ¢,. Faire de méme pour b,11 et cpq1-
Représentons le passage de I'étape n a I’étape n + 1 dans un arbre :

1/2 An+1
///mf//
\ Bn+1

1/4 Cn—i—l
4 An+1
/72/
\ B
1/4 Cn+1
4 An+1

Bn+1

/%

1/2 Cn+1

(Ay, By, Cy) est un systéeme complet d’évenements, par la formule des probabilités totales :

1 1 1
Ap+1 = P(An—i-l) = P(An)PAn (An-i-l) + P(Bn)PBn (An-H) + P(Cn)PCn (An-H) = Qan + an + Ecn

De méme
b :la —i—lb +lc et ¢ :la +-b —i—lc
n+1 4 n 2 n 4 n n+1 4 n 4 n 2 n
1 2 1 1
3. Soit M = 1 1 2 1].Montrer que V11 = MV,,.
11 2
1 2 11 an, 1 2a, + by, + ¢,
MV, = 1 1 2 1 by | = — | an + 2b,, + cp
1 1 2 Cn, an + by, + 2¢,
%+?+%
=3+ [f + ‘f
T
An+41
- bn«H = Vn+l1
Cn+1
2 1 1
4. Soit A=11 2 1
1 1 2
(a) Soit B telle que A = I3 + B. Calculer B2. En déduire B" pour tout n € N.
1 1 1
B=11 1 1]. Alors
1 1 1



Alors posons pour tout n > 1, P(n) : " B" = 3" B.
Initialisation :3'~'B = B = B!, donc P(1) est vraie.
Hérédité : Soit n > 1, supposons P(n) vraie, alors

Bn+1 —B"x B = 3nle % B = 3nle2 _ 3n71 % 3B =3"RB
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Pour tout n > 1, B® = 3"~ B.
Attention la formule ne s’applique pas pour B? = I5.

(b) Déterminer A™ pour tout n € N.
On a I3B = Bl3 = B. Donc on applique la formule du binoéme de Newton :

::§é<Z)BW§*
k=0

_n n\ ok
-3 (3)s

par la question précédente

|
N
o 3
~__
[en}
_l’_
ol
Il 3
—
N
o> 3
~—_
w
E
L
Sy

I
&
_|_
Eonl
-
N
> 3
N——
w
E
L
N——
Sy

n
n n
=1I b ") B
(20 (0)7)
k=0
=L+-(3+1)"-1)B
=I3+-(4"-1)B
4n —1 4 -1 4" -1
1 0 0 09 no "o
:010+4—1 4n —1 4" -1
0 0 1 4n3_1 4n3_1 4n3_1
3 3 3
qn 42 4 -1 4" -1
I R R UL
4”3—1 4”3—1 4”%—2
3 3 3

A4 4n 1 4n—1
=g (41 42 ano
A1 41 4" 42

5. En déduire que pour tout n € N, on a :

42 4" -1 4" -1
n—1 4"+2 4" -1
n—1 4" -1 4"+ 2

1

M™ =
3 x 4n




1
Ona M = ZA. Donc

. . A" 49 47— 1 47—
M= pAM = s [ 4n =1 a2 4n
X A" 1AM 1 4™ 42

En déduire une expression de a,, b, et ¢, pour tout n € N.

On a V41 = MV,. Donc par une récurrence rapide V,, = M"V;. (Si cela est vrai au rang n alors
Vie1 = MV, = MM"Vy = M" V).

/1” + 2 /1” o 1 /1” o 1

1 , , ,
Donc V,, = WL 4" —1 4" +2 4" —1 (1 0 ()) Soit
X A" 1 4h 1 4749
4" 42
i
Vo = | 3
4721
3x4n
Soit
4m +9 4m — 1 4™ — 1
ap=—"—, bp=——c¢€tcy,=——
3 x 4" 3 x 4" 3 x 4"

6. Déterminer les limites respectives des suites (ay), (by) et (¢p).

. . 4" 4+ 2
lim a, = lim -
n——+o00 n—+oo 3 X 4n
. 1 2 1
= lim - +- = -
n—otood 3 x 4" 3
De méme
) ) 4" — 1
lim b, = lim
n—+00 n—+o0o 3 X 4™
. 1 1 1
= lim - — ——

n—-+oo 3 3 x 47 3

Exercice 3.
On dispose de deux urnes Uy et Us.
L’urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires. L’urne Us contient quatre boules blanches et
trois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes : on choisit une urne au hasard et on tire une
boule dans I'urne choisie. On note sa couleur et on la remet dans 'urne d’ou elle provient.
Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans 'urne U;. Sinon le tirage se fait dans I'urne Us.
Pour tout n € N* on note B,, ’événement ”la boule tirée au n-iéme tirage est blanche”. On pose également
pn =P (Bn)

1. Calculer py

Posons les évenements A : ”le premier tirage se fait dans 'urne U;” et B : ”le premier tirage se
fait dans l'urne Uy”. (U1, Us) est un systéme complet d’évenements, par la formule des probabilités



totales :

2. Exprimer p,41 en fonction de p,, pour tout n € N*.

(B, By,) est un systéme complet d’événements, par la formule des probabilités totales,

Pnt1 = P(Bni1) = P(By) P, (Bnt1) + P(EH)PEH (Brn+1)

2 4
:pnxf"'(l_pn)xf

)
2 4
:%<5‘7)+
6 4
R

7
4

7

3. En déduire pour tout entier naturel non nul, la valeur de p,,. Calculer lim p,.
n

(pn) est une suite arithmético-géométrique. On résout

X

20
On pose u, = p, — TR Alors

La suite (uy) est donc géométrique de raison

697
35 x 41°

Ainsi :

Up+1 = Pn+1 — 7

Un

—>+400

—_—6:1;4-%(:}3:—@
- 35 7 41
20
1
_ 6 4 20
I R AT
_ 6,2
R T

6 L2V, A
T\ ) T xan

6 6 20 24
T3 T3 4 Txdl
6 6 x4 24
=T T T ar Trxal
6
= —ggtn
— et de premier terme u; = p; — 20 =
35 41
_ 69T (—6)"1
35 x 41 35

17 20

35 41



Donc .
20 697 ( —6) e 20

Pn=tn+ 0 =5 "\ 35 11
Et
. 20
na B P = 4

car —1 < _—6 < 1.
35

Exercice 4.

Une urne contient 1 boule noire et n — 1 boules blanches, n désignant un entier supérieur ou égal a 2.0n
vide I'urne en effectuant des tirages d’une boule de la maniere suivante : le premier tirage s’effectue sans
remise, le deuxieme s’effectue avec remise, le troisieme s’effectue sans remise, le quatrieme s’effectue avec
remise... D’une maniere générale, les tirages d’ordre impair s’effectuent sans remise et les tirages d’ordre
pair s’effectuent avec remise de la boule tirée.

1. (a) Quel est le nombre de tirages effectués lors de cette épreuve ?
Le premier tirage enléve une boule de l'urne. Il reste donc n — 1 boules dans 'urne. Puis on
remarque qu’ensuite il faut a chaque fois 2 tirages pour enlever une boule (car les tirages pairs se
font avec remise). Donc pour vider 'urne (et donc enlever les (n — 1) boules restantes ) il faudra
2(n — 1) tirages. Ainsi il y a en tout 1+ 2(n — 1) = 2n — 1 tirages.

(b) Pour j € [1,n — 1], combien reste-t-il de boules dans I'urne juste avant le (2j — 1)-ieme tirage ?
Juste avant le (25 — 1)-ieme tirage on a effectué 2j — 2 tirages donc j — 1 tirages impairs (donc
sans remise) et j — 1 tirages pairs (donc avec remise). On a donc enlevé j — 1 boules il en reste
doncn—(j—1)=n—j+1.

Combien en reste-t-il juste avant le (2j + 1)-iéme tirage ?

Juste avant le (254 1)-ieme tirage on a effectué 2j tirages donc j tirages impairs et j tirages pairs.
On a donc enlevé j boules, il en reste donc n — j.

Combien en reste-t-il juste avant le (2j)-ieme tirage ?

Juste avant le (2j)-iéme tirage on a déja effectué 2j — 1 tirages dont j tirages impairs et j — 1
tirages pairs (car on commence par le tirage 1 donc impair). On a donc enlevé j boules il en reste
n — j dans 'urne.

2. On désigne par By I'évéenement ”le k-ieme tirage donnc une boule blanche” et Nj ’événement ”le
k-ieme tirage donnc une boule noire”.

(a) Calculer P(Ny) et P(Na).
Au premier tirage il y a n boules dont 1 noires donc P(Ny) = —.
n
(N1, By) forme un systéme complet d’évenements, par la formule des probabilités totales,

1 n—1 1 1
P(NQ) = P(Nl)PNl(NQ) +P(Bl)PBl(N2) = E x 0+ " X 1 = E

car si on pioche la boule noire au premier tirage elle n’est pas remise dans I'urne donc Py, (N3) =0

et si on pioche une blanche au ler tirage il reste 1 boule noire et n —2 boules blanches dans 'urne.
(b) Pour tout entier naturel j € [1,n — 1], calculer P(Naj41) et P(Ny;j).

Pour pouvoir tirer la boule noire au 2j+1-ieme tirage il ne faut pas I’avoir tirée aux tirages impaires

précédents. Les tirages paires cependant peuvent donner n’importe quel résultat puisqu’ils sont



avec remise. Donc

P(N2j+1) = P(Bl NB3sNBsN...N BQj—l N N2j+1)
- P<Bl)PBl (B-?))PBlBB (B5>“.PBI---B2‘]‘73 (BQj—l)PBL--BQ;,;l (N2j+1)

Par la formule des probabilités composées

n—1 n—2 n-3 n—7j 1
= X X X ... X - X ,
n n—1 n-—2 n—j+1 n—j
d’apres la question 1.b car il reste toujours une boule noire et les autres sont blanches
1
n

De méme pour pouvoir tirer la boule noire au 2j-ieme tirage, il ne faut pas 'avoir tirée au tirages
impairs précédents. Donc

P(sz) = P(B1 NB3NBsN...N ngfl N Ngj)
= P(Bl>PB] (B3)PB|B'3 (B5>"'P31~~32j73(B2j*1)PB]mBQ]>1(N2j)

Par la formule des probabilités composées

n—1 n—2 n-3 n—j 1
= X X X ... X : X _
n n—1 n—2 n—j7j+1 n—j
d’apres la question 1.b car il reste toujours une boule noire et les autres sont blanches
1
n

3. Pour tout j € [0,n — 1], on note U; I'événement ”on obtient la boule noire pour la premiere fois au
(2j + 1)-ieme tirage”.

(a)

En considérant 1'état de I'urne juste avant le (2n — 2)-iéme tirage, montrer que P(U,_1) = 0.

Juste avant le (2n — 2)-ieme tirage il reste dans 'urne n — (n — 1) = 1 boules d’apres la question
1.b. Donc soit elle est noire et dans ce cas au 2n — 2-ieme tirage on tirera obligatoirement la boule
noire, donc la boule noire sera tirée avant le 2(n—1)+1 = 2n— 1-ieme tirage. Soit la boule restante
est blanche donc la boule noire ne sera pas tirée au 2n — 1-ieme tirage. Donc P(U,—_1) = 0.

. n—1—j
Montrer que : Vj € [0,n — 1], P(U;) = 1)
Pour que la boule noire soit tirée pour la premiere fois au 25 + 1-ieme tirage il faut que tous les
tirages précédents soit des boules blanches donc :

Uj =BiNByN..N ng N N2j+1
Donc par la formule des probabilités composées :

P(Uj) = P(B1)Pp,(B2)Pp,B,(B3) Pp, B, (B4)--PB, ..B,;_, (B2j) PB,...By; (Noj+1)

n—1 n—-2 n—-2 n—-3 n-—3 n—7j n—j—1 1

= X X X X X ... X - X — X -
n n—1 n—-1 n—2 n-—2 n—j+1 n—7j n—j
n—j—1 ,

= ——— par télescopage

n(n—1)

Ecrire ’évenement A ”on obtient une seule boule noire lors de cette épreuve” a l'aide des
évenements Uj.

Pour que la boule noire ne soit tirée qu'une seule fois il faut qu’elle soit retirée de 'urne des qu’elle
est tirée pour la premiére fois. Pour cela il faut qu’elle soit tirée pour la premiere fois sur un tirage
impair. Donc

A=UyuU1 U..UU,_1

10



(d) Calculer P(A).

g
=
I

P(Uo uU;U...U Unfl)

= » P(Uj) car les évenements sont disjoints

7=0
&S -1
= n(n —1)
1 n—1
BECEND Ik
n(n —
j=0
1 n—1
= — k par changement d’indicek =n —1—j
n(n—1) kZ:o
B 1 n(n —1)
~n(n—1) 2
1
2

11



