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Exercice 1.

1 =10 0 0 1
On considere les deux matrices suivantes : A= -1 1 0}JetB={0 0 -1
0 0 2 1 -1 -1

Pour (a,b) € R?, on pose M, ;, = aA + bB.
On note E I'ensemble des matrices M, c’est a dire :

E={M,| (a,b) € R?} = {aA+bB, tq a,b € R}

Partie 1

1. Justifier rapidement que E est un R-espace vectoriel dont (A, B) est une base.

Vue la définition de F comme ensemble des combinaisons linéaires de A et B, il est évident que E
est le sous-espace de M3 3(R) engendré par A et B, donc est un espace vectoriel.

E = Vect(A, B)

Donc (A, B) est une famille génératrice de E. De plus les deux matrices ne sont pas colinéaires donc
c’est une famille libre et donc une base de F.

2. Ecrire les matrices suivantes comme combinaison linéaire de A et B :
A% AB, BA, B%.

On trouve successivement :

2 -2 0 1 -1 -1
A2=|-2 2 0| =24 B’=|-1 1 1|=A-B
0 0 4 -1 1 3
ainsi que :
0o 0 2 0 0 2
AxB=10 0 -2|=2B BxA=|0 0 —-2|=AxB=2B
2 —2 -2 2 —2 -9

3. (a) Est-ce que le produit de deux éléments de E appartient a E 7
On en déduit que le produit de deux éléments M = aA+bB et N =a’A+ VB de E vaut :

M x N = ad' A> + ab/ AB + b’ BA + bb/ B2 = (2ad’ + b¥')A + (2(ab/ + ba') — b¥)B (1)

et donc le produit de deux éléments de E appartient a F.
(b) Est-ce que ce produit est commutatif ?

La formule (1) montre que I'on peut échanger a et o’ ainsi que b et b’ sans changer le résultat, et
donc :
M xN=NxM

autrement dit le produit de deux éléments de E est commutatif.



Partie 2
On considere les deux matrices suivantes :

M, = A+ B, My =A—-2B
1. (a) Calculer les matrices suivantes en fonction de M et My :
M3, MiM,, MyMy, M
11 suffit d’appliquer la formule (1) :

ME=3A+3B=3M; My xMy=DMyxM =0 M;=6A-12B=6My  (2)

(b) On cherche & montrer que (Mj, Ms) est une base de E.

i. Exprimer A et B en fonction de M; et Mos.
On remarque que :

1 1
A= §(2M1 + Mz) et B = g(Ml - MQ)

ii. En déduire que E = Vect(M;, Mo).
Soient M = aA + bB un élément de E. On a :
2a+ b a—>b

1 1
M:CLX§(2M1+M2)+bX§(M1—M2): 3 My + 3 Ms

et donc la famille { M7, My} est génératrice puisque tout élément de E est combinaison linéaire
de My et Ms.
iii. Conclure.

Il est évident que M; et My ne sont pas colinéaires car

1 -1 -2 1 -1 -1
Mi=1[-1 1 2 et Ma=1|-1 1 1
-2 2 4 -1 1 3

donc la famille { My, My} est libre.
On peut conclure que la famille { My, My} est une base de E.

2. Soit M, une matrice de E telle que (a,b) # (0,0). (M, M) étant une base de F, il existe un unique
couple (z,y) € R? tel que Mgy = x My + yM>. Exprimer x et y en fonction de a et b.
Il suffit de procéder comme précédemment :
2a+b a—2b

M
3 it g

Ma,b = M2

et on trouve :
2a +b a—>
Tr = e

3

3. Soit n € N*,

(a) Calculer M et M3'.
On se base sur les égalités (2) pour poser la propriété de récurrence suivante pour n € N* :

Pn):< MP=3""1M et M}=6""1M; > .



— Initialisation :
317IMy = My et 6! My = My donc P(1) est vraie.
— Hérédité :
Soit n > 1 tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
MM = M x M,y
= 3" M, x M, par hypothese de récurrence
= 3"~ x 3M; par la relation Mf = 3M;
=3"M,

De méme,

MY = My x My
= 6" My x My par hypothese de récurrence
= 6" x 60, par la relation M2 = 6M;
=6"M>

donc P(n + 1) est vraie.
— Conclusion :
Vn € N*, M7 =3""'M; et My =6"""M, (4)
(b) En déduire I'expression de M, en fonction de n, a, b, My, M>.

On montre par récurrence que :
Vn € N* (x My + yM)" = 2" M]' + y" My

— Initialisation :

Le résultat est vrai pour n =1 car x
— Hérédité :

Soit n > 1 tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

1:xety1:y.

(xMy + yMo)"tt = (xMy +yMs) x (xM;y + yMa)"

HDR
2R oMy + yMy) x (2" M+ y» M3

= "M byt My My x My
ya My My x M1+ yn it

xn—i—lM{%H + yn+1M£1+1

—
N
~

Les formules (3) et (4) donnent alors :

1 1
VneN, M" = —(2a+b)"M; + =(2a — 2b)" M, 5
ab ™ 3 6

(c) On pose :
Sn == Z H Ma,b'
k=0

Montrer qu’il existe deux réels A\, et u, tels que S, = I3 + A, M1 + p, Mo et déterminer leur
expression.

— La matrice S,, — I3 est une combinaison linéaire de puissances de matrices de F donc d’éléments
de F et par les questions précédentes est une combinaison linéaire de M; et My, ce qui prouve
I'existence de A\, et .



— La formule (5) donne les formules :

1 <& (20 + b)k
An =3 k!
k=1
et
1 <= (2a — 2b)*
Hn = =
6 k!
k=1

Exercice 2.

1. Soit f la fonction définie par f(x) = In(1 + 22). Déterminer le domaine de définition, de dérivabilité
et la dérivée de f.
f est définie ssi 1 + 22 > 0. Or pour tout z € R, 22 > 0, donc 22 +1 > 1 > 0. Ainsi f est définie sur
R.

Pour n € N, on pose

1 $2n+1
I, = ——dx.
" /0 1+a2™

1. Calculer I.

2. (a) Calculer Iy + I

1 1 .3

x x
I+ 1 = d d
o+ h /0 1+ a2 x—i_/o 1+m2x

(b) En déduire I
1 In(2) 1-1In(2)

1




1

3. Montrer que I, + I,41 =

2n + 2
1 2n+1 1 x2n+3
Iﬁ—F1ﬁ+1 u/.]___+_$2 jﬁ 1—Fx2d$
2n+1+x2n+3
/ ————dx
1422
2n+11
/ +x)d:c
1+ z2
L/1 2n+1d$
2n+2
{ n—i-Q}

2n+2

4. A Taide de I’égalité précédente, écrire un programme Python permettant prenant en entrée n et
renvoyant I,,.

Avec la relation précédente on peut en déduire que I = % Iy
1 |import numpy as np
2 |def I(n):
3 res=np.log(2)/2
4 for k in range(1,n+1):
5 res=1/(2xk)-1I
6 return res

5. Prouver que pour tout entier naturel n, on a

1
0<I,<
" on 2
2n+1
Soit n € N. Pour tout x € [0, 1], T > 0 donc I,, > 0 par positivité de I'intégrale. Donc I,, > 0 pour
T
1 1 1
tout n € N. De plus I, + I,11 = 2 donc I,, = G Iyt1. Or 1,11 > 0 ainsi I, < Mo
Donc 1
0<I,<
" on 2

6. Etudier la convergence de la suite (I,,) et préciser sa limite.

1
lim = 0 donc par le théoreme d’encadrement, lim I, = 0. Donc (I,,) converge vers 0.
n—+oo 2n + 2 n——+o00
n (~1)h!
Soit (Sy,) la suite définie par, pour tout n > 1, S, = > —
k=1

1. (a) Montrer que pour tout n € N*,

2(-1)""1r, = zn: H}?f_l —In(2)

k=1

oo \k—1
Raisonnons par récurrence et notons P, :< 2(—1)""'I,, = 3 ( 111 —In2> pour n € N*.



1 _
e Initialisation 2(—1)711; = 1 —In2 d’apres la question 2.b et > % —In2=1-1n2 donc
k=1
Pj est vraie.

n _
e Hérédité : Supposons que pour un rang n non nul on ait 2(—1)""11,, = kzl % —In2.
Alors,
2(—=1)"I,41 L 2(—1)" L o) = 2(—1)" 1, 4 2(—-1)" !
m m+2 " " 2 + 2
Or (—1)"~! = (—1)"*! donc
1)n+1—1
A1) sy = 2(—1)" 1, + &
( ) n+1 ( ) n+ n+1
n _ _ n+1 k—1
B (_1)k 1 (_1)n+1 1 B (_1)
2(—1)”In+1—ZT—ln2+ = —In2
k=1 k=1
e Conclusion : Ainsi pour tout n € N*,
n k—1
—1
2(—=1)""t1, = ; (k): —In(2)

(b) En déduire que (Sy,) converge et sa limite.

lim I, =0donc lim 2
n—-+o0o n—-+o0o

(Sy) converge vers In(2).

(=1)"1I,, = 0. Donc par la question précédente, lim S, = In(2). Donc
n—+oo

2. Proposer un programme Python, prenant n en entrée et renvoyant la valeur de I,,.*

. : (1)t

Utilisons la question la : I, = ~—————(S,, — In(2))
1 |import numpy as np
2 |def I(n):
3 S=0
4 for k in range(1l,n+1):
5 S=S+(-1)**(k-1)/k
6 res=((-1)**(n-1)/2)*(S-np.log(2))
7 return res

3. (a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

1 1 1 $C2n+3
I, = + / dx
4n+1) n+1Jy (1+422)?
2n+2
u = .CC2”+1 u = z
Posons y 1 alors 2@532 :u et v étant C!, par intégrations par parties il
— /I
1 + CIJ2 v = 2\2
(1+ 22)

vient :

1 p2n+2 1 9 1 2n+3
I, = [ 2] — / 5dx
2n+2 |1+22], 2042 )y (1+22)

1 1 1 1 $2n+3
I =~ d
" 22n+2+n+1/0 (1+x2)2 v




(b) Prouver que

12043 1
0 </ v <
“Jo 142227 T 2n+4

2n+3 . , .
z < 2273, Par intégration,

1422

1 2n+3 1 p2n+4 1 1
0< / 72dx < / 223 dy = =
o (14 22?) 0 2n+4], 2n+4

Pour tout z € [0,1], 0 <

Exercice 3. [Questions en vrac]
1. On se place dans £ = Ry[X]
(a) On considere la famille constituée des polynomes
P=X’+X, Pb=X+1letPa=X2—-X+2

i. Montrer que la famille { Py, P,, P3} est une base de E. On doit montrer que la famille est libre
et génératrice de F.
— Montrons que la famille est libre. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que

MP1L+ X P+ X3P = 0.
Montrons que (A1, A2, A3) = (0,0,0).

MPL 4+ 2Py + A\3P3 =0 <— )\1(X2—|-X) —i—)\g(X—‘r 1) +A3(X2 —X—I—Q) =0g
= A HN)XE (A A — )X + (A2 +2)3) =0g

AM+A3=0
= AM+FA—A3=0

Ao +2X3=0

Al = —)3
<— Ay —2X3 =0

)\2—|—2)\3:0

A= —A3
<~ Ao = 2A3

403 =0

A =0
<= A =0

A3 =0

La famille {P;, P2, P3} est donc libre.
— Montrons que la famille {Py, P», P3} est génératrice de E. Soit P € F, alors il existe
(a,b,c) € R3 tels que P = aX?+ bX + c. On cherche (A1, A2, A3) € R3 tels que

MNP+ Mo Py + \3P3 = P.



MPL 4+ XPy+ APy =P = M(X?+X)+ XX +1)+A3(X?-X+2)=P
= M FX)X2H A+ X — X)X + (M4 2X03) =aX? +bX +¢
AM+A3=a
<~ AM+A—A3=0b
Ao +2X3 =c
)\1:a—/\3
a+ X —2X3=0 (LQ)
Ao +2X3 =c¢ (L?))
)\1=a—/\3
< { a+2\=b+c (L2+ L3)
Ao +2X3 =c¢
)\1=G—A3
)\2:b+§—a
)\320—2)\2

)\1 _ 3atb—c

4
__ ctb—a
— Ay = —%Jr
— C€—bra

A3 = ]

Ainsi, on a écrit P € E comme combinaison linéaire des polynomes de la famille { P, P, Ps},
elle est donc génératrice de E.
Ainsi, la famille { Py, P2, P3} est une base de E.

ii. Déterminer les coordonnées de Py = 2X2 — 2X + 1 dans cette base.

On pose a =2, b= —2 et ¢ = 1, on obtient alors :
)\1 — 3a<tlbfc Al — 6—2—1 )\1 — %
Ay = 7c+gfa <~ Ay = 17272 < Ay = %3
_ 14342 5
)\3:cli+a A3 = +4+ )\3:1

3 35
donc les coordonnées de P, dans la base (Py, Py, P3) sont (4, L 4).

(b) On consideére I'ensemble F' = {P € Ry[X], P(0) = P(1)}.
i. Montrer que F' est un espace vectoriel. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de FE.
— On a F' C F par définition
— On consideére le polynéme nul, noté 0. On a 0g(1) =0 et 0g(0) = 0 donc 0g(1) = Og(0)
et par conséquent Op € F.
— Soient P et () € F, soient A et p € R, montrons que AP + u@Q € F.

AP+uQ) =X P1)  +n Q)
haved v ed
P(0) car PEF Q(0) car QeF
= AP(0) + pQ(0)
— (\P+ 1Q)(0)

Ainsi, AP + uQ € F et F est stable par combinaison linéaire.
F est donc un sous-espace vectoriel de F.
ii. Déterminer une base de F.
Déterminons une base de F.



— On détermine dans un premier temps une faille génératrice de F.
Soit P € F, soit (a,b,c) € R tel que P = aX? 4 bX + c.
PeF < P(1)=P(0)
< a+b+c=c
<~ a=-b
— P=-bX’>+bX +c
(w2
< P=b(-X"+X)+c( 1)
P5 P6
donc la famille {Ps, Ps} est génératrice de F'.

— Les polynomes Ps et Pg sont de degrés distincts, donc ils forment une famille libre.
Ainsi, la famille {P5, P} est une base de F.

iii. Démontrer que Py = 2X? —2X + 1 € F et déterminer ses coordonnées dans la base de la
question précédente. On a Py € E car ce polynome est de degré 2. De plus, P;(0) = 1 et
Py(1) =2—-2+1=1 donc P;(0) = Py(1). Par conséquent, Py € F'.

On remarque que Py =2X? —2X +1= -2 x (—X2 +X)+1x_1 = —2P5+ 1P, donc les
—_—— ~~

Ps Ps
coordonnées de P, dans la base (Ps, Pg) sont (—2,1).

2. Dans E = M, (R), on considére les matrices :

01 0 0 10
=0 =0 =G0
On note F' ’ensemble des éléments M de E tels que :
AM =MD

Montrer que F' est un espace vectoriel et en déterminer une base.

w0

AM = <Z t> ot MD = <0 y)
z t 0 y

Donc AM = M D si et seulement si

Soient x, y, z, t des réels et

z=0 et y=t

Donc M € F < M = (g i) =2z <(1) 8) +t (8 D Donc F' = Vect(U, A). Les matrices A et U

n’étant pas colinéaires, elles forment une famille libre, donc une base de F.



