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Exercice 1.
Résoudre le systeme suivant en discutant suivant les valeurs de a :

ar+y+z =1
r+ay+z =a

r+y+az =ad?

rt+ay+z=a
ar+y+z=1

r+y+az=a’

rt+ay+z=a
1-a®)y+(1—-a)z=1-a?
(1l—a)y+(a—1)z=a>—a
rt+ay+z=a
(1—a)y+(a—1)z=a>—a
1-at)y+(1—-a)z=1-a?
r+ay+z=a
(1—a)y+(a—1)z=a>—a
(a—1)(1+1+a)z=1-a%®—(1+a)(a®—a)
rt+ay+z=a
Ss(l-ay+(a—1)z=a*—-a
(a—1)(a+2)z=(1+a)(l—a?
Donc si a # 1 et a # —2, on a une unique solution qui est :
(1+a)”
24a

(1+a)? 1
aiTQ Ca+2

a+2

y=-—-a+z=—a-+

z=a—ay —z=—

Sia =1, le systeme est :
r+y+z=1
r+y+z=1
r+y+z=1

LQ(—)Ll

LQ(-LQ—CLLl, L3+ Ls— 14

L2<—>L3

Ly« L3— (1 +G)L2

soit juste z+y+2z = 1. On a donc x = 1—y—z et 'ensemble des solutions est {(1 —y — 2,y, 2),y, 2z € R}

Si a = —2 le dernier systeme nous donne :

T—2y+z=-2
3y —3z =2
0=3

Il n’y a donc pas de solution.



Exercice 2.

2 2 3 1 1 2 -9 0 9
On considére les matrices A=[6 6 4|, P=|-1 -2 5]letQ=1[2 2 -7
2 2 3 0 1 2 -1 -1 -1

1. Calculer @ x P. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
Ona@xP=-91Izet PxQ=-9 I3 donc

P x <_91 Q) =I5 et (‘91 Q) x P =1Is.

1 0 -1
Ainsi P est inversible, d’'inverse P~ = %1 Q= —% —% %
vy
2. Calculer D = P~1AP.
00 O
On calcule P~'AP=|0 1 0 | =D.
0 0 10
3. Calculer D™ pour tout n € N*,
00 O
D est diagonale, on a donc D" = |0 1 O
0 0 10"

4. Montrer par récurrence que Vn € N*, D" = P~1A"P,
Montrons par récurrence que la propriété P(n) :< D" = P~1A"P > est vraie pour tout
n € N*.
— Initialisation :
Pour n =1, P(1) est vraie : voir question ?7.
— Hérédité :
Soit n > 1 tel que P(n) est vraie. On a donc D™ = P~1A"P. On obtient alors :
D" = D" x D
= P~ 'A"P x D par HR
= P71A"P x P~YAP par question ??
=P lA"ppP AP
—

donc P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : Pour tout n > 1, on a D™ = PlAnp.
5. En déduire A™ pour tout entier n € N*.

On a montré & la question précédente que pour tout n > 1,D" = P~'A"P, donc A" =
00 O

P D™ P!, De plus, on a vu en question ?? que D" = [0 1 0 | pour n > 1.
0 0 10"

Ainsi, pour n > 1,

00 0
A=pP (0 1 o | P!
0 10"
2 -2x10" 2-2x10" —7—2x10"
—4-5%x10" —4—5x10" 14—5x 10"

0
-1
) 2-2x10" 2—-2x10" —7-2x10"



Exercice 3.

1. Soit P un polynéme de degré n € N. Déterminer le degré du polynome P(X?).

Soit P de degré n € N alors il existe ag, ..., an, € R tels que :

PX)=ay+ a1 X + ...+ ap, X"

Alors

P(X*)=P(X)=ap+a1 X+ ... + an(XH)" = P(X) =ap + a1 X* + ... + 4, X*"

Ainsi deg(P(X?)) = 2n = 2deg(P)
2. On introduit 'ensemble E = {P € R[X]/ pour tout X € R, P(X?) = (X? + 1)P(X)(*)}.

(a)

Montrer que le polynéme nul ainsi que le polynéme X3 — 1 sont deux éléments de F.
Soit P = 0 le polynome nul. Alors P(X?) =0 et (X3 + 1)P(X) = (X3 + 1) x 0 = 0. Donc
on a bien P(X?) = (X3 + 1)P(X). Le polynéme nul est bien dans ’ensemble E.
Soit maintenant le polynéme P = X3 — 1, alors P(X?) = (X2)3 -1 = X% — 1 et (X3 +
DP(X) = (X?+1)(X3-1) = (X3)2—-1= X5—1. Donc on a bien P(X?) = (X3+1)P(X).
Le polynéme X2 — 1 est bien dans I’ensemble E.
Analyse du probléme : soit P € E non nul. Montrer qu’alors P est de degré 3.
Soit P un élément non nul de E, alors P(X?) = (X3 + 1)P(X). Donc

deg(P(X?)) = deg((X® +1)P(X))
Et donc

2deg(P) = 3 + deg(P)

Et donc
deg(P) =3

Montrer que P(1) = 0.

On évalue la relation (*) en X = 1 cela donne :
P(1%) = (1 + 1)P(1)

Soit P(1) = 2P(1) et donc P(1) = 0.
Dériver la relation (x), puis en déduire P’(0) = 0. Attention & la dérivée de la composée
P(X?).

On dérive la relation (*) cela donne :
2XP'(X?) =3X2P(X) + (X® + 1)P'(X)(x%)
Ainsi en évaluant () en X = 0 cela donne :
2x 0 x P(0) =3x0P(0)+ (0+1)P'(0)

Et donc 0 = P'(0)
Montrer que P”(0) = 0.
On dérive (#x*) on obtient :

2P'(X?) +4X%P"(X?%) = 6XP(X) 4+ 3X2P'(X) + 3X2P'(X) + (X3 4+ 1)P"(X)(x * *)
On évalue (x * %) en X = 0. On obtient :
2P(0) + 0 = 0P(0) + 0P(0) + 0P(0) + P"(0)
Et donc comme P’(0) = 0 on a bien 0 = P"(0).



(f)

En effectuant la division euclidienne de P par X3 — 1, montrer qu’il existe a € R* tel que
pour tout z € R, P(X) = a(X? —1).

Par division euclidienne de P par X3 — 1 il existe @ et R tels que P = (X? — 1)Q + R
avec deg R < deg X3 — 1 = 3 donc R est de degré 2 donc il existe ag,a; et az € R tels que
R(X) = ag + a1 X + asX?. De plus P étant de degré 3, @ est nécessairement de degré 0,
donc il existe a € R tel que Q(X) = a. Donc P(X) = a(X?® — 1) + ag + a1 X + a2 X? (%).
Ainsi en évaluant (x) en X =1 on a :

0=P(1)=(1%=1Da+ay+a +a

Donc ag+ a1 +a2 =0
En dérivant (%), on obtient : P/(X) = a3X?+ay +2a2X. Ainsi en évaluant cette expression
en X =0, on obtient :

0=a

En redérivant ’expression obtenue au-dessus, on obtient : P”(X) = 6aX + 2as et donc en
évaluant en 0, on a :
0= 2(12

ap +ay +az =0

Finalement on résoud le systeme : < a1 =0 . On obtient ag = a1 = as = 0. Et
2@2 =0

donc R = 0. Ainsi P(X) = a(X? - 1),a € R.

Faire la synthése du probleme : en déduire ’ensemble F.

Par ce qui préceéde si un polynoéme est dans E alors il est forcément de la forme a(X?3 — 1),
a € R. Vérifions donc que ces polynoéme sont bien des éléments de E. Soit P = a(X3 — 1)
a € R, alors, d'une part :

P(X?) =a((X?)?-1)=a(X%-1)
D’autre part :
(X34+ 1P =(X3+1)a(X3—1)=a((X?)? 1) =a(X® 1)
On a donc bien P(X?) = (X3 + 1)P(X). Le polynome P est bien dans E. Finalement :

E={P=a(X?-1),a €R}



