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Devoir maison 8 pour le 5/02/2026

Exercice 1.

Soit A = (i i) et F'={M € M3(R) telle que AM = MA}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de My (R).

— F C M3(R) car les éléments de F' sont des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans R.

— L’élément neutre de My (R) est la matrice nulle OMQ(R) = <8 8)

4 1\ /0 0 00 0 0\ /4 1 00
OnaAXOMﬂR):(zL 4) (0 0>:<0 0) etOMZ(RWA:(o 0> (4 4>:<0 o>

donc A x OMQ(R) = OMQ(]R) x A et OMQ(R) S
— D’autre part, si M et N sont des éléments de F' et si )\ et p sont des réels, on a :

AAM +uN) =X AM  +u AN =AMA+uNA= (AM + uN)A
MA car MEF NA car NeF

et donc AM + uN € F, autrement dit F' est stable par combinaison linéaire.
F' est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

2. Montrer que A et I sont éléments de F'.

— OnaAxA=A%et Ax A= A% donc A€ F.
— OnalgxA=Aet AxIy=Adonc Ae€F.

3. La fonction Python TestF prend en entrée une matrice M € Ms(R) et donne en sortie Vrai si
M € F' et Faux sinon. Recopier et compléter son script.

def TestF(M):
A=np.array([[4,1],[4,41])
if np.dot(A,M)==np.dot(M,A) :
y=True
else :
y=False
return y

4. Montrer que F' = Vect(A, I2).

Il suffit maintenant, par la question 2, de montrer que tout élément de F' est combinaison
linéaire de A et I5.

Soit M = (j y) € F. En écrivant que AM = M A on obtient le systeme d’équations :

t

dr+2z = 4dax+4y

dr+4z = 4z+4t z = 4y [Ty
dy+t = x+4y {x =t M_<4y :J:>
dy+4t = z+4+4t

On en déduit que M = yA + (z — 4y)I2, donc M € Vect(A, I).



Exercice 2.
Calculer les intégrales suivantes :

I3 = /0 : (tan(t))2dt
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I = /O *sin(t) (cos(t))}dt I

1 1 2 1
At — 2 t 51
L= 2" @ =] "—dt  Ig= [ ——dt
1 /OtQ—t—i-l 5 /0 1+ 2 6 /0 1- ¢

Pour I, déterminer a et b tels que ﬁ =15+ %.
1. On trouve : i
1 2 1
I = [— cos4t] = -
4 0
2. Ona:
LI 2
Is :/ sin(t) cos”(t) cos tdt
0
A 2
= sin”(t)(1 — sin“(t)) cos tdt
0
2 . 92 . 4
:/ cos(t) sin“(t) — cos(t) sin”(t)dt
0
_ [sin®(t)  sin®(t)]?
B 3 5 1o
1 1 2
= - — — — O = —
3 5 15
3. .
1 2 I 77
Is = ; (1+tan“t —1)dt = [tant — t]; :1—1
4.
L= 2 —t+1]],=0
5. Petite astuce : . )
1 +t 1 1 ™
I5:/0 W—Wdt:[t—arctant]():l—z

6. Pour répondre a 'indication :
L1/
1—t2 2 \1+t 1-t

ce qui donne :
L1
In|l+t —In|l—tl; = 3 In3

I =

[NRRE



Exercice 3.
Dans cet exercice, on pose E = R*. Les deux questions sont indépendantes.

1. On pose :

u1

(a)

= (1,0,-1,0) up = (1,1,-1,-1) us = (1,0,1,0) ug = (1,-1,1,—1)

Montrer que la famille {uy, ug, us, us} est une base de E.

On montre d’abord que la famille est libre. Soient des réels (\;)1<i<4 tels que >, A\ju; = Op;
on en déduit le systeme d’équations suivant :

MF+A+XA34+A = 0
A—XN = 0
A —X+A3+N = 0
—X—XN = 0

que l'on résout facilement, et on trouve A\; = 0 pour tout .
On montre ensuite que la famille est génératrice, c’est a dire que tout élément u = (a, b, ¢, d) €
FE est une combinaison linéaire des vecteursu;, soit

(3]

u = AMur + Aoug + Azuz + A\guy

on en tire le systeme suivant :

AM+X+ds+M = a
—XN = b
A —Xt+X3g+ N = ¢
X=X = d
qui se résout comme le précédent, et donne un unique systeme de solutions :
a—b—c+d b—d a+b+c+d —-b—d
L U Ve S W e
1 2 s N2 2 sy N3 2 sy N4 9

Quelles sont les coordonnées de v = (1,1, 1, 1) dans cette base ?
On est ramené au probléeme précédent dans le cas ou u = (1,1,1,1) et on trouve :

M=0,A=0 A3=2 A\ =—1

2. On considere la partie F' de E définie par :

(a)

F={(a,b,c,d)e E|a+b+c+d=0}

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
On remarque que u = (a,b,c,d) € F si et seulement si u = (a,b,¢,—a — b — ¢). Donc
F = Vect((1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)). F est donc un sous-espace vectoriel de R*.

Déterminer une base de F.

La famille {(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} est génératrice de F'. Montrons qu’elle est
libre.

Soient A1, Ao, Az tels que :

A1(1,0,0,—1) + A2(0,1,0, —1) + A3(0,0,1, —1) = (0,0,0,0)

Alors
A =0
A =0
A3 =0

A —X—A3=0

La famille est donc libre. C’est donc une base de F'.



Exercice 4.
On se place dans Iespace vectoriel E' = Ra[X].
On considere les polyndémes

PP=X+1, P=X—-1, P3=X%2+1.
On pose F'={P € E, P(1) = 0}.
1. (a) Montrer que la famille {P;, P, P3} forme une base de E.
— Montrons que la famille { Py, Py, P3} est libre. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que
MP1L 4 AP + A3P3 = 0.
Montrons que (A1, A2, A3) = (0,0,0).

MP+ XoP 4+ A\3P3 =0 <— )\1(X+ 1) +)\2(X — 1) —|—)\3(X2 + 1) =0g
< )\3X2 + (/\1 —|—)\2)X + ()\1 — A9 +)\3) =0g
A3 =0
<~ AM+X=0
Al — X+ A3=0

A3 =0
<= AM+A=0

A= =0

A3 =0
< A =10

A =0

La famille { P, P2, P3} est donc libre.
— Montrons que la famille {P;, P2, P3} est génératrice de E. Soit P € FE, alors il existe
(a,b,c) € R3 tels que P = aX? + bX + c. On cherche (A1, A2, \3) € R3 tels que

MNP+ Mo Py + \3P3 = P.

MPL+XPy + AM3Ps=P <= M(X +1)+ (X —1)+X3(X?+1)=P
< )\3X2+(>\1+)\2)X+()\1 —)\2+)\3) :aX2+bX+c

)\3:CL
<~ AM+X=0D
AM— X+ A3=c

A3 =a
<~ AM+X=D
)\1*)\2:C*a
A3 =a
b—c+a
— )‘2:T
b+c—a
AN=——
2

Ainsi, on a écrit P comme combinaison linéaire des polynomes de la famille { Py, P, P},
elle est donc génératrice de E.
La famille { Py, P», P3} est génératrice de E et libre, elle forme donc une base de E.



(b)

Ecrire les coordonnées du polynéome X? 4+ X + 1 dans cette base.

Il suffit de remplacer dans le calcul précédent a = 1,0 = 1 et ¢ = 1. On obtient alors
1 1
Al = 2 Ay = 2 A3 = 1, et donc les coordonnée de P dans la base {P;, P2, P3} sont

11
(2, 3’ 1>. On a donc

1 1
P=_-P +—-P,+ P5.
21+22+ 3

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
Soit P € F, soit (a,b,c) € R3 tel que P = aX?+bX +c.

PeF « P(1)=0

a+b+c=0

a=-b—c

P=(-b—c)X?*+bX +c

P=0b(-X?+X)+c(—X*+1)
T T

rree

Donc F = Vect(Py, Ps). F est donc un espace vectoriel.
Déterminer une base de F.

La famille {Py, Ps} est génératrice de F. De plus les polynomes P, et P; ne sont pas
colinéaires, donc ils forment une famille libre. C’est donc une base de F.



