AGNIEL Vidal CPGE ECG2 Année 2026-2027
Exercices de vacances Lycée Voltaire

Exercice 1.
On consideére la suite (h,,),en+ définie par :

Vn €N h, =)
k=1

n

| =

1. Ecrire une fonction Python suite_h telle que, pour tout n € N*, Pexécution de suite_h(n) renvoie
la valeur de h,,.

2. Etude de la suite (A, )pen--
(a) Déterminer le sens de variation de la suite (h;,),en-

(b) Démontrer que pour tout z €| — 1, +oo[, In(1 + z) < x.

| l—i-l <1
n - —.
k)~ k

Vn € N*, h,, > In(n + 1).

(c) Justifier que pour tout k € N*,

En déduire :

Déterminer alors la limite de la suite (h,),enx-
3. On considere les suites (uy)nen+ €t (v, )nen+ définies par :
Up = hy —In(n), v, = hy —In(n + 1).

(a) A laide du résultat de la question précédente, établir :

vnenN, (" 2) <« L oty
n+1 n+1 n

(b) Montrer que les suites (uy)nen+ €t (v, )nen+ convergent et qu’elles ont la méme limite, que 'on
notera .

Quelle méthode utiliser ?
(c) Etablir :

h
lim —— =1.
n—+o0 In(n)
(d) Justifier que pour tout n € N*, v,, <y < uy,.

(e) Ecrire une fonction Python ApproxGamma (eps) prenant en argument un réel strictement positif
eps et renvoyant un encadrement de v d’amplitude inférieure ou égale a eps.

4. Pour tout n € N*, on pose
2n (_1)k—1
so=3 T
k=1

(a) Montrer par récurrence :
Vn € N*, S, = hop, — hp.

(b) En déduire :
Vn € N*, S, = ugp — up + In(2).

(c) Conclure que la suite (.S, ),en+ converge vers In(2).
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1. def suite_h (m):

Ss=0
for k in range (1, n + 1):
S=8+1/k
return S
#Alternative

def suite_h_bis (n):
= [1/k for k in range (1, n + 1)]
return sum(L)

2. Etude de la suite (hy,)nen- :
(a) Soitn € N*.Ona:

7L+11 nl 1

hn — Nn = 7 = T =

—hn=D ¢ PR T
k=1 k=1

Par conséquent, hy41 > hy,.
Dong, la suite (hy)nen+ est strictement croissante.

(b) Démontrons que pour tout = €] — 1;4o0[, In(1 +z) < z
Posons pour cela f : z — In(1 + x) — z définie sur | — 1; +00[. La fonction f est une somme de deux fonctions
dérivables sur | — 1; 400, elle 'est donc également et, pour tout z €] — 1; +o0] :
1 -z

!
= —1=
f(x) 1+ 1+ x

On dresse alors un tableau de variations de f sur ] — 1, +o0o[. Ona f’ > 0sur] —1,0] et f/ < 0 sur [0, +oo[, donc f
a un maximum en 0, qui vaut f(0) = 0.

Par conséquent, Vz €] — 1, 4+o0[, f(z) < 0.

Conclusion : Pour tout z €] — 1, +o0o[, In(1+z) < z

(c) Soit k € N*. D’aprés le résultat de la question précédente, comme ; > —1,0na:

1
In (1 -
n<+k> k

Soit n € N*. En sommant cette inégalité pour k allant de 1 a n, on obtient :

Zln(l—i— ) Zk

Autrement dit, h, > >°7_ In(1+ 7). O, ona:

n

Zln (1 + ) Zln ( ) => (In(k+1) — In(k))

k=1

1l s’agit d’'une somme télescopique (car k,k + 1 > 0) :

Zln(1+) ZlnkJrl 21 (k) =In(n+1)

Conclusion : Vn € N*, hy, > In(n + 1).
Enfin, on sait que Vn € N*, h,, > In(n + 1) et que limy,— 400 In(n + 1) = 4o00.
Conclusion : Par théoréme de comparaison, lim,,— o hn = +00.

3. On consideére les suites (un )nen+ €t (vyp)nen+ définies par : Vn € N*| u,, = hy, — In(n) et v, = hy, — In(n + 1).

(a) Inégalité de gauche : Remarquons déja que In ("ﬁ) =1In (1 + —) Or, d’apres le résultat de la question 2.b., avec

(qui est strictement supérieur a —1), on obtient :

1 1 n+2 1
1+ — | < — =1 <
(+ +1> n+1 n<n+1>*n+1

Inégalité de droite : Transformons le résultat & obtenir par équivalences :

1§ln ntl c}—lnL—Hg—l < In n g—l
n+1 n n n+1 n+1 n+1

x_n+1




Or, d’apreés le résultat de la question 2.b., avec x = (qui est strictement supérieur a —1 pour n > 0), on obtient :

=1
n+1
-1

1 n 1
In{1-— < — 1 >
n( n+1>*n+1 n<n+1)* n+1

On obtient donc les inégalités voulues.

(b) Pour cela, démontrons qu’elles sont adjacentes : Soit n € N*. On a :

1 1 1
it =t = hnss = I+ 1) = (hn ~ In(n)) = —— = (n(n+1) = In(n)) = — —1n(”: )

Or, d’apreés l'inégalité de droite de la question 3.a., .25 < In (%), donc un41 — un < 0.

Conclusion : La suite (un)nen= est décroissante.

De méme, soitn € N*. On a :

1 1 2
Upnt1 — Un = hpy1 —In(n+2) — (hpy —In(n+ 1)) = T (In(n+2) —In(n+1)) = T —1In <Zil>

Or, d’aprés I'inégalité de gauche de la question 3.a., In (Z—ﬁ) < 5> donc vy — wn > 0.

Conclusion : La suite (v, )nen+ €st croissante.
De plus, calculons la limite de la différence :

Un — VU = hn —In(n) — (hn —In(n + 1)) = In(n + 1) — In(n) :1n<”:1) =1In (1+ %)

Ainsi, limp— 400 (Un — vn) = 0.
Les suites (un)n et (vn)n sont donc adjacentes.
Conclusion : Les deux suites convergent et ont la méme limite, notée v (appelée constante d’Euler-Mascheroni).

(c) Ona:Vn € N* h, =uy+ In(n). D’ot, pour tout n > 2 (afin que In(n) # 0) :

hn _ Up 41
In(n)  In(n)

Or (un)nen- admet une limite finie , d'ott par opération lim,— oo ;%5 = 0. Ainsi :

Un
li 1) =1
niToo(lnm) - )

(d) Puisque (vn)nen= est croissante et converge vers v, elle est majorée par sa limite : v, < 5. De méme, puisque
(un)nen+ est décroissante et converge vers -, elle est minorée par sa limite : u, > ~.

(e) import numpy as np

def gamma (p):
n=1
u=1
v =1 - np.log(2)
while abs(u - v) > p:
n=n+1l
h = suite_h(n)
u = h - np.log(n)
v =h - np.log(n + 1)
return v, u

k—1
4. On pose, pour tout n € N*, S, = 32" (’% .
(a) Pour n € N*, on pose HR,, : S, = h2n, — h,,. Démontrons par récurrence que H R,, est vraie pour tout n € N*.

(—1)k—1
k

Initialisation : Pour n = 1, S1 = 3 ;_,
vérifiée.

=1-1=1EBthy—h = (141)—1= 1. Linitialisation est

Heérédité : Soit n € N* tel que HR,, est vraie, et montrons que Sy+1 = hont2 — hpt1.Ona:

2n+2 k—1 2n k—1 2n 2n+1
_ D" (=D (-1 (=1
Sni1= ) => kT omt1 T 2ni2

k=1 k=1

1 L N A S
m+1 2n+2 T T ony1 2n+2

Sn+1 = Sn +
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Or, on sait que hy, = hpt1 — donc :

n+1’

1 1 1 1 1 1
S’n, :hn_ hn - - :hn_hn -
e <+1 n+1)+2n+1 m+2 RIS T IS Rl T

Comme -5 — 515 = =1 = L, on obtient :

1 2 1
n :hn_hn N _hn :hn _hn
Snt1 2 +1+2 +1 ;k 2n+2 +1 2n+2 +1

Donc H R,,41 est vraie. Cela termine la récurrence.

(b) Soitn € N*. D’apres la question précédente et la définition de u, :

Sy = han — hn = (u2n + In(2n)) — (un + In(n)) = uzn — un + In(2n) — In(n)
2n
Sn = U2n —Un +1n (—) = Ugn — Un + In(2)
n

() On aVn € N*, S, = uan — u, + In(2). Or, on sait que la suite (u,),>1 converge vers -y, donc sa suite extraite
(u2n)n>1 converge également vers . Par opérations sur les limites :

lm (u2n —un)=7—7=0

n—-+o0o
Par conséquent, lim, oo Sn = 0+ In(2) = In(2).
Exercice 2.
On consideére la fonction f définie sur R par :
2

Vwe]R,f(x):e*x—%—l—x.

1. Ecrire une fonction Python, via def f(x), qui renvoie f(z).

2. Etude de f.
(a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
(b) Dresser le tableau de variations complet de f et étudier sa convexité.

(c) Démontrer que 'équation f(x) = x possede une unique solution réelle «, dont on donnera un
encadrement entre deux entiers consécutifs.
3. Soit (uyp)nen définie par ug = 0 et up+1 = f(uy).
(a) Démontrer que pour tout n € N, u,, € [0, 1].
(b) Démontrer que pour tout z € [0,1], | f/(z)| < L.
(c) En déduire que pour tout n € N,

1
[unt1 —af < g|un —al.

1 n
i, —al < () :
e

(d) Conclure sur la convergence de (uy,)nen-

Puis, montrer que

(e) Déterminer un rang & partir duquel u,, est une valeur approchée & 10~'° prés de a.
On donne : In(10) ~ 2,303.

(f) Créer une fonction Python, via def u(n), renvoyant u,,.
4. Etude d’une seconde suite.

(a) Démontrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle a préciser. Dresser le tableau de
variations de f~1.



(b) Ecrire une fonction Python nommée dicho qui prend un réel strictement positif p en argument
et renvoie une valeur approchée de f~1(0) & p prés par dichotomie.

L’exécution de dicho(0.01) renvoie 2.11.
(c) Déduire que pour tout n € N*, il existe un unique réel z,, tel que
1
Tn) = —.
flan) =+
(d) Montrer que pour tout n € N*, z,, € [0, 3].
(e) Exprimer z,, en fonction de n et de f~1.

(f) En déduire les variations et la limite de (x,,)nen-

1. import numpy as np

def f(x):
y = np.exp(-x) - x**2/2 + x
return y

2. FEtude de la fonction f :
(a) En —oco: Soitz € R.Ona:

fl@)=e" (1 2 x)

P
. 7 . 2 . Ay
Or, par croissances comparées, lim;—, oo 5-—7 = 0 et limz—, oo %z = 0. Dol :

lim f(z) =400

xr—r—0o0
. . — . 2 Ay
En +o00 : On sait que limg— 400 ¢™% = 0 et limg— 400 (—% + x) = —oo.Doli :

lim f(z)=—o0

T —+00
(b) La fonction f est de classe C2 sur R comme somme de fonctions de classe C2 sur R. Pour tout z € Ron a :
fl@)y=—e"—ax+1 et f'(x)=e "1
Etudions le signe de f” () :
fl@x)>0 <= e —1>20 <= e ">1 <= —2>0 < <0

Ainsi, f”(z) > 0sur R_ et f”(z) < 0sur Ry.
De plus, f'(0) = —e® —0+41 = 0. Puisque f’ est croissante sur R_ et décroissante sur R, elle atteint son maximum
en 0, qui vaut 0. Ainsi, pour tout z € R, f’(x) < 0. La fonction f est donc strictement décroissante sur R.
Convexité : [ est convexe sur R_, concave sur R, et posséde un point d’inflexion en (0, f(0)) = (0, 1).

(c) Soitz € R.
Posons g(z) = f(z) —z =€ % — % Onaainsi: f(z) =z < g(z) =0.
— La fonction g est continue sur R.
— Elle est gtrictement décroissante sur R comme somme de fonctions strictement décroissantes x — e~ “ et

@ — —Z- (ou par dérivation car g'(z) = f'(z) — 1 < 0).

Donc, d’apreés le théoréme de la bijection (ou corollaire du TVI), g réalise une bijection de R dans g(R) = R. Puisque
0 € R, I’équation g(x) = 0 possede une unique solution réelle, notée «.

Encadrement :
g(0)=e"—0=1>0
1 1 1 2—e
e e A
Comme e > 2,0ona2—e < 0, donc g(1) < 0. On a ainsi g(0) > 0 > g(1). Par stricte décroissance de g, on en déduit
que :
0<ax<l

3. Etude d’une premiére suite :
Soit (un)nen la suite définie par up = 0 et pour tout n € N, upy1 = f(un).



(a) Soitn € N. Posons HR,, : u, € [0,1].
Démontrons par récurrence que pour tout n € N, HR,, est vraie.
Initialisation : Pour n = 0, up = 0 € [0, 1]. HRy est vraie.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que H R,, est vraie, et montrons que H R, est vraie (u,+1 € [0, 1]).
Par hypothese de récurrence, 0 < u,, < 1. Puisque f est décroissante sur R, on a :

f(1) < f(un) < £(0)

donc
f(1) < unsr < £(0)
Or f(0)=1let f(1)=e "+ 2 =141>0.Donc0 < f(1) (puisquils sont positifs). Ainsi, 0 < un41 < f(1) < 1.

Donc HR,,+1 est vraie. Cela termine la récurrence.
(b) Soit z € [0, 1]. Puisque f’ est décroissante sur [0, 1] (car f < 0),ona:
Fi1) < fi(x) < f(0)
donc
—e ' —141< f(2) <0

donc

<) <o
&
Par conséquent : Vz € [0,1], |f(z)] < L.
(c) f est dérivable sur [0, 1] et pour tout z € [0,1], |f(z)| < L. D’aprés 'inégalité des accroissements finis, pour tous

z,y €[0,1],ona:
@) = f@)l < 1z —yl

En prenant z = u,, et y = « (possible car u,, € [0,1] et a € [0, 1]), et sachant que f(a) = «, on obtient :

[F ) = f(@)] < Llun —

donc 1
[tnt1 —af < ;|Un — o

Récurrence : Démontrons ensuite par récurrence pour tout n € N, la propriété P, : |u, — a| < (%)” est vraie.
Initialisation : Pour n = 0, |uo — a| = |a| = o (puisque « € [0,1]). Or a < 1 = (1/¢)°. Donc P, est vraie.
Heérédité : Soit n € N tel que P, est vraie. Alors :

1 1/1\" 1\ +!
[unt1 —a| < =|up —a| < = <,> — (7)
€ e \ e e

Donc P, 1 est vraie. Cela termine la récurrence.
(d) Puisque 0 < |up, — | < (2)" et que limp 400 (2)" = 0 (car 1 €] — 1, 1)), le théoréme d’encadrement permet de
conclure que :

lim |u, —a|=0
n—-+oo

Donc, on obtient
Iim u, =«

n—-+oo
(e) On cherche un rang n tel que (1)" <107'0:
(1) <107 = " <107 = —n < -10In(10) < n > 10In(10)
e

Comme 101n(10) ~ 23, 03, le plus petit entier convenable est n = 24.

() def u(n):
val = 0
for k in range(1l, n + 1):
val = f(val)

return val

4. Etude d’une seconde suite :

(a) f est continue et strictement décroissante sur R. D’aprés le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R
dans f(R) = R.



(b) def dicho(p):
a=0
b=3
while (b - a) > p:
m=(a+b) /2
if £f(m) ==
a=m
b=m
elif f(m) * f(a) < O:
b=m
else:
a=m
return (a + b) / 2

(c) Puisque 1 € R et que f est une bijection de R dans R, tout élément de 'ensemble d’arrivée posséde un unique
antécédent par f. Il existe donc un unique x,, € R tel que f(z,) = <

(d) Ona f(zn) = +. Comme n € N* on a donc f(zn) € [0, 1].
De plus, f(0) = let f(3) = e ® — 5 +3 < 0. Ainsi, f(3) < f(zn) < f(0). Par stricte décroissance de f, on en
déduit que 0 < z,, < 3.

(e) Puisque f(x,) = % et que f est bijective, on applique f~" de chaque coté :
Tn = f71 <l)
n

1 1

- >

n-_n+1l

Puis, par décroissance de la bijection réciproque f~! sur R (car f est décroissante), on obtient :

m(G)=r )

Tn S Tn+1

) SoitneN*.Ona0<n<n-+1:

Donc,

Conclusion : La suite (z,)nen= est croissante.

Limite : Comme lim, % = 0 et que f~! est continue en 0 (car f est continue), par composition des limites on
a:
lim z, = f~"(0)

n——+oo

Une valeur approchée de f~'(0) est 2.11.

Exercice 3.
Pour n € N, on pose

1 n 1 n
In—/ L _dr et Jn—/ T dr.
0 (1+$) 0 1+zx

1. Justifier 'existence de I,, et .J,,.
2. Calculer Iy et I.
3. Etudier les variations de (In)nen-

4. (a) Etablir : .

Inyo+ 201+ I, = R
(b) En déduire I.

5.(a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def I(n) renvoyant I,,.
(b) On considére le programme suivant :

Labs = ......... ...

Lord = ............
plt.plot(Labs, Lord, ’b+?)
plt.show()



Recopier et compléter ce programme afin de représenter les termes d’indices 0 a 10 de la suite
(In)nGN-
(c) On considére :

def seuil(p):
n=0
while I(n)>p:
n=n+1
return n

Que faudrait-il démontrer sur (I, ),en pour avoir la garantie que le programme s’arréte pour
tout réel strictement positif p ?

6. Montrer : )
VneN, 0< I, < "
En déduire la convergence de (I,,).
7. Etablir :
VneN* I, =nd,_1— %.
8.(a) Calculer Jy puis exprimer J,,+1 + J,.
(b) En déduire J;.
9. Démontrer par récurrence :
Vn e N J, = (-1)" | In(2) — lefl
k=1

10. (a) Utiliser les questions précédentes pour justifier que (.J,,),cn converge vers 0.

(b) En déduire la convergence de la série

et calculer sa somme.
(c) Démontrer que

. 1
plim ndp = 5.

n

1. Pour tout n € N, les fonctions = — uicrir)? etr — ffo sont continues sur [0, 1] comme quotients de fonctions définies
continues sur [0, 1].
Conclusion : Pour tout n € N, les intégrales I,, et .J,, existent.

T g0 o 1 1t 1 1
L=/ —— _dz= ——  _dr=|- =~ (=) ==
’ /o (T+a2 ™ /o d+a2 ™ { 1+mL p - V=5

Loy Myz-1 1 1 1
L = — —dx = L —) e
' /0 (T+a2 ™ /0 (t+a)2 /0 (1+m (1+w)2) !

Par linéarité de l'intégrale :

| | 1 1

1 xn+1 1 " I:L'n(l'*l)
i —In=| ——do— [ ———do= | 22—
+ / At @ / A+ @ / Arae @

3. SoitneN.Ona:



Or, pour tout € [0,1],onaz™ >0,z —1 < 0et (1 +2)? > 0, donc ”(T;i:);) <0.
En intégrant I'inégalité (croissance de I'intégrale) on obtient :

Lam(z—1) .
| e <o

donc
In+1 - In S 0
Conclusion : La suite (I,)ren est décroissante.

4. (a) EBtablir: Vn € N, Itz + 2Lt + In = 35

Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale :

1 :rn+2 1 :Cn+1 1 :rn
" " 0 o (1+a)? o (

(1+x)? 1+ x)?
1, . n+2 n+1 n 1 . n/..2 1, n 2
"4 22T 2™ (z® 4+ 2z + 1) x™(xz+1)
Lngo + 21, +I:/ d:/— :/7@:
. 0 (1+2)? o (+ao)? o (1+a)
1 PR 1 1
I, 21, I, = "dr = -
2t 1t /0 voar {n—&—l}o n+1
(b) D’apres la relation précédente au rangn =0, on a:
L+2L + I = N 1
2 1 0= 0+1 -
donc
Io=1-2I) — Iy
En remplacant par les valeurs de Iy et I trouvées précédemment :
1 1 1 3

5. (a) import numpy as np

def I(n):
if n ==
return 1/2
if n ==
return np.log(2) - 1/2
else:
i=1/2
j = np.log(2) - 1/2
for k in range(2, n + 1):
next_val = 1/(k - 1) - 2xj - i
i=]
j = next_val

return j

(b) Labs = list(range(0, 11))
Lord = [I(n) for n in Labs]
plt.plot(Labs, Lord, ’b+’)
plt.show()

(c) Le programme renvoie le premier rang a partir duquel 7,, devient inférieur ou égal a p. Pour s’assurer que la boucle
while s’arréte pour chaque valeur strictement positive de p, il faudrait démontrer que la suite (I, ),cn converge
vers 0.

6. Soitn € Netz €[0,1].0na:
1

1 >1 = (1 251 —= - <
+z> (14z)" > AFaz =S

Puisque z" > 0, on en déduit que :

Par croissance de l'intégrale sur [0, 1] :



donc

nt+171
o<1, <|X -
== nfl, n+t

Limite : Comme limy, 0o 0 = 0 et limy, oo 57

de conclure que la suite (I,),cn converge vers 0.

= 0, le théoréme des gendarmes (théoreme d’encadrement) permet

. 1 1 . 7 . . .
7. Soit n € N*. On remarque que I, = fo m"m dz. Effectuons une intégration par parties. Posons :

{u(m) =" 1 ot {u'(x) =nzg"?

v (x) = T v(z) = — 5
On obtient :
I, = " — ! 1—/1nx”_1 - dx
n =IPP 1rz)], ; T2
I, = —1—0 —l—n/lﬁdaz——l—l—n(}
"2 o 14z~ 2 nt
8. (a) Ona:

o= /0 1 Jlrx dz = [In(1+ 2)]5 = In(2) — In(1) = In(2)

Soit n € N. Par linéarité :

1 n+1 1 n 1 _n 1
x x x™(x+1) / n 1
+1t /0 14z I+/0 14z v /0 14+ v Ox v n+1

(b) D’apres la relation précédente au rangn =0 :

S
J1+ Jo 0T 1

ainsi
Jl :1—]0:1—111(2)

9. Soitn € N*. On pose Py i Ju = (—1)" (In(2) - Sp_, S —).

Démontrons par récurrence que pour tout n € N*, P, est vraie.
Initialisation : Pour n = 1, le membre de droite vaut :

(-1)* (m(z) = (1,1) — 1 (m(z) - %) 1o mE)

Or, on a trouvé J; = 1 — In(2) a la question 8.b. Donc P, est vraie.
Hérédité : Soit n € N* tel que P, est vraie.

D’apres la question 8.a (J,+1 = —Jn + n%rl), ona:
n n (71)]{371 1
Jny1 = — [ (=1 In(2) —
+1 [( ) <n() 2 A nt1
n n -1 k—1 1 n+1 1 n+1 " n
= (=)™ (ln(2) el 12 ) + (=1 nil ) (car (—1)" T (=1)""! = 1)
k=1
1 _ (_1)27L+2 . . . .
En remarquant que -5 = ~—-5— et en ajustant le signe, on obtient :
. no(_1)k-1 _1)ntt . ntl 1)kt
=(-1) “(m@)—Z( ]i +(nll = (-1 1n(2)—2%
k=1 k=1
Donc P, est vraie.
Cela termine la récurrence.
1
10. (a) D’apres la question 7, on a pour toutn € N* : I, = nJ,—1 — %, soit J,_1 = I”% En remplacant n — 1 par n, on

. I, i . e ..
obtient J,, = :ﬂrz . Comme lim,,—, 4o I, = 0, par opérations sur les limites :
Inii+3 043
lim J, = lim " 2 — 2 _0
n—-+oo n—4oo N+ 1 +o00
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(b) D’apres la question 9,ona J, = (—1)" (111(2) -S>, (’1ka1 ) En utilisant la valeur absolue :

n _1\k—1 n _1\k—1
(1) (m@)Z( Y )‘— () -y S

k=1 k=1

| Jn| =

Puisque lim,,— o J» = 0, on a par continuité de la valeur absolue lim, 4+ |J»| = 0, ce qui implique :

) n (71)k—1 _
Hm (m(z) 2. > =0

k=1
donc
) n (71)k71
1 =In(2
Jm D = @)

L, . _1\k—1
Conclusion : La série ), ., % est convergente et sa somme vaut In(2).

(c) D’apres la question 7, pour tout n € N* :

n(Int1+ 3) n 1
Jp = 2) _ T + =
" n+1 1 \Untt Ty

Comme limp 400 757 = 1 €t limp— 4 o0 Ing1 = 0, on obtient par produit :

nETwan:1X (O—I—%) :%

Exercice 4.
On considere la matrice

=
—= = O

1. Calculer (A — I3)%(A + I3).
2. Résoudre les équations AX = X et AX = —X d’inconnue X € M;;(R).
3. On note

1 1
u=|-1|, v=|1
1 1

(a) Résoudre AX = X + V. On note W la solution dont la premiére composante vaut —1.
(b) Montrer que (U, V, W) est une base de M3 ;(R).

(c) Avec
1 1 -1
P=|-11 0],
1 1 1

montrer que P est inversible et calculer P~ 1.
(d) Calculer P~1AP et noter T la matrice obtenue.

(e) On pose
-1 0 0 0 00
D=0 1 0]}, N=|0 01
0 0 1 0 0O

Déterminer N* pour k > 2 puis calculer 7™ pour tout n € N.
(f) En déduire I'expression de A™.

4. Déduire des questions précédentes I'expression du terme général de la suite définie par
up =0, u =0, wuz=1,

et
Vn € N, upt3 = —Up + Unt1 + Upto.

11



1 0 1 0 0
1.OnaA=| 0 0 1)etI3=|0 1 O0].Calculonsdabord A—Izet A+ 1I3:
1 1 0 0 1

(€))]

(b

(0

-1
-1 1 0 1 1 0
A-IL=(0 -1 1|, A+Ii=[0 1 1
-1 1 0 -1 1 2
Calculons ensuite (A — I5)? :
-1 1 -1 1 1 -2 1
(A-I)?=[0 -1 1 0 -1 1)=[-1 2 -1
-1 1 -1 1 1 -2 1
Multiplions enfin par (A + I3) :
1 -2 1 1 1 0 0 0 O
(A-LY?A+L)=|-1 2 -1 0 1 1)]=[0 0 0]=0;
1 -2 1 -1 1 2 0 0 O
x
2. Pour AX =X < (A—1I3)X =03, :Enposant X = | y |, le systéme s’écrit par pivot de Gauss :
z
— =0
zty {—x—i—y:O {x:z
—y+2=0 <~ —
=z =z
Cety=0 y y
1
Conclusion : I'ensemble des solutionsde AX = X est{z|1]||z€R
1
Pour AX = —X <= (A+ I3)X = 03,1 : De méme, par résolution de systeme, on obtient x = z ety = —=.
1
Conclusion : 'ensemble des solutionsde AX = —X est<xz | -1 ||z €R
1
1 1
3. OnposeU=[—-1]etV =11
1 1

En procédant par la méthode du pivot de Gauss sur le systéme associé (A — I3)X = V, on trouve 'ensemble des
solutions :

1 -1
z{1]+1]1 0 ||zeR
1 1
-1
En posant z = 0, on obtient la solution dont la premiere composante est —1 : W = | 0
1

Montrons que la famille (U, V, W) est libre. Soient a, b, ¢ € R tels que aU + bV + ¢W = 03,1. Cela se traduit par le
systeéme :

a+b—c=0 a+b—c=0
—a+b=0 <~ (2b—c=0 < a=b=c=0
a+b+c=0 2c=0

La famille (U, V, W) est donc libre.

Comme elle comporte 3 vecteurs et que dim(M3 1 (R)) = 3, la famille (U, V, W) est une base de M3 ;(R).

En appliquant la méthode de Gauss-Jordan sur la matrice augmentée (P | I3) et en effectuant les opérations sur
les lignes (Lg <— L2 + L1, L3 < L3z — L1, etc.), on obtient une matrice triangulaire & diagonale non nulle, ce qui
prouve que P est inversible, et 'on trouve :

(1 21
Pl = o2
-2 0 2

12



(d) Par multiplication matricielle directe, on obtient :

-1 0 O
T=pP'AP=[0 1 1
0 0 1
-1 0 0 0 0 0
(€ PosonsD=[ 0 1 O|letN=|0 0 1].OnaT=D-+N.
0 0 1 0 0 0

— On remarque que N2 = 03 (matrice nilpotente d’indice 2) et que DN = ND.
— Pour tout n € N (avec n > 2), en appliquant la formule du bindme de Newton (licite car D et N commutent) :

T"=(D+N)" = zn: (:) Nt Dk

k=0
Comme N* = 03 pour tout k£ > 2, il ne reste que les termes pour k = O et k =1 :
T" = D" +nND""!

Cette formule reste valable pour n = 0 etn = 1.
— Calcul explicite :
(=)™ 0 0
™ = 0 1 n
0 0 1
(f) Puisque T = P 'AP,ona A= PTP~'. On obtient par récurrence (a rédiger!) que A" = PT"P~!. En effectuant
le produit des trois matrices, on obtient :

(-D"=2n+3 2(-D)"'+2 (-1)"+2n-1

A'=[(-D"=2n+1 2(-1)"+2 (D"t +2m+1
1-2n—1 20-1)""1t+2  (-1)"+2n+3

Un
4. Soit n € N. Posons X, = | un+1 |.La relation de récurrence vérifiée par u, implique que X, 41 = AX,,.
Un+2
On reconnait une suite géométrique (matricielle), ce qui implique que X,, = A" X,. En utilisant '’expression de A™ et
0
le vecteur initial Xo = [ O |, la premiére ligne de X, nous donne directement :
1

up=(—-1)"4+2n-1

Exercice 5.

Une urne contient des boules blanches en proportion p et des boules noires en proportion ¢ = 1 — p, avec
p €]0,1[.

1. On réalise des tirages avec remise jusqu’a obtenir la premiere boule noire.
On note 7' le nombre de tirages et U le nombre de boules blanches obtenues.
(a) Reconnaitre la loi de T'. Donner son espérance et sa variance.
(b) Exprimer U en fonction de 7. En déduire son espérance et sa variance.

2. On réalise des tirages avec remise jusqu’a I'obtention d’au moins une boule de chaque couleur.

On note X le nombre de tirages effectués, Y le nombre de boules blanches obtenues et Z le nombre
de boules noires obtenues.

(a) Ecrire une fonction Python TirageChaqueCouleur(p) prenant p en argument et renvoyant une
réalisation de X.
(b) Loide X.
i. Donner X (Q).

ii. Montrer que pour tout k > 2 :



iii. Vérifier que la somme de ces probabilités vaut 1.
iv. Montrer que
E(X)= ! + L 1.
P q
(c) LoideY.

i. Pour k > 2, déterminer

On distinguera les cas k = 2 et k > 3.
ii. En déduire

iii. Déterminer la loide Y.
(d) Donner laloi de Z.

1. Dans cette question, on effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte dés que I'on a obtenu une boule noire.
On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués et U la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches tirées.

(a) Expérience : L'expérience s’assimile a une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli
dont le succes, « obtenir une boule noire », a pour probabilité q.
Variable aléatoire : T prend comme valeur le rang du premier succes.
Conclusion : T suit la loi géométrique de parameétre ¢ (notée G(g)), etl'ona:

1
ETM)=> e V(T)=2L
q q
(b) Puisque U prend comme valeur le nombre de boules blanches obtenues avant d’obtenir la premiére boule noire (qui
met fin aux tirages), on a :
U=T-1
La variable aléatoire U admet donc une espérance et une variance, comme combinaison linéaire de variables aléa-
toires qui en admettent. Par linéarité de 'espérance et propriétés de la variance :

S BT-0)=BT) _1-L_1-1-a_7»
BU)=B(T-1)=B(T)~1=_-1=—f="1
V(U)ZV(T—UZV(T):q%

2. Dans cette question, on effectue des tirages successifs avec remise et on s’arréte dés que 'on a obtenu au moins une
boule de chaque couleur. On note X le nombre de tirages, Y le nombre de boules blanches, et Z le nombre de boules
noires.

(a) import random

def mystere(p):
n=1
while random.random() < 1 - p:
n=n+1
return n

(b) Loide X :

1.
X(Q) = [2, +oo]

ii. Soit k € [2, +oo[. L’événement [X = k] est réalisé si et seulement si on obtient la deuxiéme couleur de boule
pour la premiére fois au k-iéme tirage, c’est-a-dire si et seulement si les tirages 1 a k — 1 ont donné la méme
couleur et le k-ieme tirage a donné I'autre couleur. Autrement dit, soit les tirages 1 a kK — 1 ont donné une boule
blanche et le k-iéme tirage une boule noire, soit les tirages 1 a kK — 1 ont donné une boule noire et le k-iéme
tirage une boule blanche. On a donc :

[X=kl=(BiN---NBr_1 N Ng)U (N1 N---N Ni—1 N Bg)
Par incompatibilité des deux événements, et par mutuelle indépendance des événements (tirages avec remise) :
PX =k)=P(BiN:---NBr_1 N Ng)U (N1 N---N Ni_1 N By))
P(X=kK)=P(BiN---NBy1 N Ng)+ P(Ni N ---N Nyt N By) =p* g+ ¢ 'p=qp" " +pgd"!
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iii. Ona:

+oo +oo +oo +oo +o0
DP(X=K) =) (a" " +pd" ) =D (e +pd)=a) P +p)Y d
k=2 k=2 =1 =1 =1

En exprimant les sommes a l'aide des séries géométriques convergentes (car p, g €]0, 1]) :
—+oo 400 ) —+o0 ) 1 1
SP(X=k)=q(>d p'—1)+p(D d-1)=q(+—-1)+p(— -1
k=2 i=0 i=0 1=p 1—q

Commel —-p=gqgetl—qg=p:
ZP([X:k]):qG—l)er(%—l):(1—Q)+(1—p):q+p:1

iv. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si la série 3, v ) kP([X = k]) est absolument
convergente (donc convergente car les termes sont positifs). Pour tout N > 2, on a :

N N N N
D RP(X =K) =D k(@p" " +pd" ) =qd> kp" T +pd k"
k=2 k=2 k=2 k=2

Comme p, g €]0, 1[, les séries 3°, ., kp* ' et 3", ., k¢" ' sont des troncatures de séries géométriques dérivées
convergentes. Par conséquent, la série ), ., kP([X = k]) est convergente, ce qui prouve que X admet une
espérance. De plus :

+oo +oo +oo +o00
E(X)=qY kp" ' +p> ki* =g (Z ip - 1) +p (Z ig ™ - 1>
k=2 k=2 =1 =1

1 1 1 1
=q(————1)4p|———-1)=¢(=-1)+p[= -1
q((lﬂv)2 )p((lfq)2 ) q<q2 )p<p2 )

1 1 1 1 1 1
=-—qt+-—p=-+-—-(+g=-+--1

q p q p q p

(¢) LoideY :

i. Sik=2:L%événement [X = 2] N[Y = 1] est réalisé si et seulement si on a tiré deux boules dont une blanche,
C’est-a-dire (on tire une blanche puis une noire) ou (on tire une noire puis une blanche) :

[X =2/N[Y =1] = (Bi N Na) U (N1 N By)

P(X =2]N[Y =1]) = P(B1 N N2) + P(N1 N B2) = pq + qp = 2pq

Si k > 3:Lévénement [X = k|N[Y = 1] est réalisé si et seulement si on a tiré k boules dont une seule blanche,
et cette unique boule blanche ne peut étre qu'au k-iéme tirage (sinon la deuxiéme couleur aurait été obtenue
avant). Autrement dit, les tirages 1 a £ — 1 ont donné une boule noire et le tirage & donne une boule blanche :

[X:k]m[Y:”:N1mNgm“'me_1mBk
Par indépendance des événements :
P(X=Kn[Y=1)=4¢""p

Conclusion : Pour k = 2, P([X =2|N[Y =1]) = 2pgetpour k > 3, P((X = k| N[V =1]) = ¢* 'p.

ii. D’apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k])r>2 comme systeme complet d’événements, la série
> ko P([X = k] N[Y = 1]) est convergente et :

+o0 too
Py =1)) =Y P(X=kn[Y=1)=P(X=2n[Y =1))+ Y _ P(X =k N[Y =1))
+oo too foo
P(Y =1))=2pq+» ¢ 'p=2pq+pY ¢ =2pg+p <Zq’ —q)
k=3 =2 i=1
P(ly =1]) :qu+p<%1q —q) =2pq+p<% —q) =2pg+q—pg=pg+q=q(p+1)
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iii. Puisque I'événement « n’obtenir que des boules noires » est impossible, on peut considérer que Y (2) = N*.
On a déja P([Y = 1]) = q(1 + p). Soit ensuite n € [2, +oo[. L'événement [Y = n| est réalisé si et seulement
si on obtient n blanches a la fin du jeu, c’est-a-dire que les tirages 1 a n ont donné une boule blanche et le
(n + 1)-iéme tirage a donné une boule noire :

[Y =n]=BiNBaN---NBnN Nojs
Par indépendance des événements (tirages avec remise) :
P([Y =n]) =p"q
(d) Loide Z:

En échangeant les roles des boules noires et blanches, on échange Y et Z (ainsi que p et q).
Conclusion : Z(Q2) = N*, P([Z = 1]) = p(1 + q), et pour tout n € [2,+o0[, P([Z = n]) = ¢"p.

Exercice 6.
Dans tout 'exercice, on considere p €]0,1[etg =1 — p.

On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y, suivant toutes deux la loi géométrique
de parametre p.

1. On pose Z = min(X,Y).
(a) Pour tout entier naturel k, calculer P(Z > k).
(b) Etablir :
P(Z=k)=P(Z>k—-1)—P(Z > k).
(¢) En déduire que Z suit une loi géométrique de parametre 1 — ¢°.

2. On définit la variable aléatoire T par

@) X;w) si X (w) est pair,
T(w) =
1+2X(w) si X (w) est impair.

(a) Expliquer soigneusement ce que renvoie la fonction Python suivante :

import numpy.random as rd

def mystere(p):
n=1
while rd.random()<=1-p:
n=n+1
return n

(b) Ecrire une fonction Python VariableT(p) qui prend en entrée p et renvoie une réalisation de
T.

(c) Montrer que T prend ses valeurs dans N*.
(d) Justifier que tout entier strictement positif appartient a 7'(£2).

(e) Pour tout k € N*, exprimer I'événement [T = k| a 'aide d’événements de la forme [X = i] puis
montrer que 7" suit la méme loi que Z.

1. Onpose Z = min(X,Y) ot X et Y sont indépendantes et suivent la méme loi géométrique de parameétre p.

(a) Soit k € N. Par définition de la variable aléatoire Z = min(X,Y’), 'événement [Z > k] est réalisé si et seulement si
les deux variables X et Y sont strictement supérieures a k :

[Z > k] =min(X,Y) > k] =[X>kNY >k
Puisque les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on a :

P(Z > K) = P(X > KN [Y > k) = P(X > K)P(Y > k)) = (P(X > &]))
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(b)

()

Or, par définition de la loi géométrique de X (avec ¢ = 1 — p), 'événement [X > k] s’écrit comme 'union disjointe
des événements [X = ¢] pour ¢ allantde k + 1 a +o0 :

+oo

X>k= |J [X=1

i=k+1

Par incompatibilité de ces événements et par convergence de la série géométrique (car p, ¢ €]0, 1), on obtient :

“+oo
P([X > k]) ZP =i)= > ¢!

i=k+1 i=k+1
En effectuant le changement d’indice j =¢ — (k+ 1) (soiti = j+ k+ 1), ona:
+oo

“+oo
- 1
P([X > k]) Z p:quZqJ:quQf)
§j=0

q

Comme 1 — g = p, il vient :
1
P([X > k]) = pqg" (5) =q"
En remplacant ce résultat dans 'expression de P([Z > k]), on obtient :
P(Z > k)= (") =(")"
Soit k € N*. On a l'union disjointe suivante traduisant I'inclusion d’événements :
[Z>kl=[Z=kKU[Z > K]
Les événements [Z = k] et [Z > k] étant incompatibles, on en déduit par addition des probabilités :
P([Z z k]) = P([Z = k]) + P([Z > k])
donc
P([Z =k]) = P([Z > k]) — P(1Z > k])
De plus, comme X () = Y (2) = N*, on a Z(Q2) C N*. En particulier, Z est a valeurs entieres, ce qui permet
d’écrire I'égalité :
Z>K=[Z>k—-1]
Conclusion : Vk € N*, P([Z = k]) = P([Z > k —1]) — P([Z > k]).
Soit £k € N*. En utilisant les résultats des deux questions précédentes (valable pour ¥ = 1 en convenant que

P(Z>0)=1):
P([Z=k)=P(Z>k-1]) = P(Z> k)= (¢")"" = (¢")"
En factorisant par (¢%)"?, il vient :
P((Z=kK)=(")""(1-q"
Puisque ¢ €]0, 1], on a ¢* €]0, 1], donc 1 — ¢* €]0, 1[. On reconnait la forme caractéristique d’'une loi géométrique.
Conclusion : Z suit 1a loi géométrique de parameétre 1 — ¢°.

2. On définit la variable aléatoire T par : T(w) = @ si X (w) est pair, et T'(w) = HX(“ si X (w) est impair.

(@

(b)

@]

La variable n débute a 1 puis est incrémentée a chaque répétition de la boucle wh11e. La commande random. random()
renvoie un réel aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1[; par conséquent, les lignes modélisent des répétitions
indépendantes d’une épreuve de Bernoulli dont ’échec est de probabilité 1 — p, donc le succes est de probabilité p.
La boucle s’arréte dés I'obtention du premier succes.

Conclusion : La fonction mystere renvoie une réalisation d’une variable aléatoire suivant la loi géométrique de
parametre p.

import random

def simulT(p):
X = mystere(p)
if X % 2 == 0:
return X / 2
else:
return (1 + X) / 2

Montrons que pour tout w € Q, T(w) € N*. Soit w € Q. Distinguons deux cas :
— Si X (w) est pair : Puisque X est a valeurs dans N*, il existe un entier naturel non nul % tel que X (w) = 2k.
Alors : X 2
w
T = - = — = k’
(W) =—5 5
Comme k € N*, on a bien T'(w) € N*.
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@

(e)

— Si X (w) est impair : 1l existe un entier naturel k tel que X (w) = 2k + 1. Alors :

1+ X(w) 1+2k+1  2k+2
Tw) = 2(): 2 2

Comme k € N,ona k + 1 € N*, donc T'(w) € N*.
Dans tous les cas, T'(w) € N*.

—k+1

Soit k € N*. Montrons que k € T'(2), cest-a-dire qu'’il existe w € Q tel que T'(w) = k. On a 2k € N*. Comme
X(Q) = N7, il existe w € Q tel que X (w) = 2k. Pour cette issue, comme X (w) est pair, on a :

On a donc établi I'inclusion N* C T'(€2). Conjuguée a l'inclusion réciproque démontrée a la question précédente
(T'(Q) C N*), on conclut que :
T(Q) = N*

Soit k € N*. L’événement [T = k] est réalisé si et seulement si X (w) =2k ou X(w) =2k —1:
[T =kl =[X=2kU[X =2k —1]

Les événements [ X = 2k] et [X = 2k — 1] étant incompatibles, on a par additivité de la probabilité :

P([T=k]) = P([X =2k])+ P([X =2k —1])
En utilisant la loi géométrique de X (ot P([X =1]) = ¢ 'p) :

P(T=K) =" "'p+q* p=q""pla+1)
Enécrivantp =1 —g,onap(g+1) = (1—q)(14+q) =1—¢* dou:

PT = K) = (@) (1 - ¢*)

On reconnait exactement la loi de Z établie a la question 1.c.
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