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FEuIiLLE DE TD N° 1

Suites et séries 2

W Suites récurrentes

Exercice 1.

1. Donner une suite (uy)n,>0 croissante et convergente.
Donner une suite (u, n>0 décroissante et convergente.
Donner une suite (un n>0 convergente mais pas monotone.

Donner une suite (uy,),>0 qui tend vers 4o0.

Donner une suite (u,),>0 qui n’a pas de limite quand n — +oo.
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Donner une suite (uy,),>0 qui tend vers 400 mais qui n’est pas croissante.
Donner une suite (uy,),>0 qui n’a pas de limite, et qui est non-majorée.
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Donner une suite (uy)n>0 qui n’a pas de limite, qui est bornée, et qui n’est
pas périodique.

Exercice 2. Soient § € R, b € R, a € R. Calculer le terme général de (up)n>0
pour :

1wy =-1, Vn € N, Upia = Supy1 — 6Uy,.
VneN, upy1 = u, + 3. 5. o = 2,
2. Ug = 1a Vn € N, Upt1 = (TL —+ l)un
Vn € N, Un+1 = 3un + 2.
— - 6. (*) uo =3,
3.’[1,0—1,’[1,1—0 Vn e N o 4 1
Yn € [2,+ocof, un + up—1 + " 2 Untl = Un T =T 0
Up—2 = 0. 7. (%) uo = a,,
4. ug =2, up =5, Vn €N, upiq = bu.

B Encadrement

Exercice 3. Est-ce que le produit de deux suites minorées est une suite minorée ?
Est-ce que le produit de deux suites majorées et négatives est une suite majorée ?

B Monotonie
Exercice 4. Soit n € N*. On pose f,,(z) = 2™ + 2" ! +---+ 2z — 1 et on considere
léquation f,(z) = 0.
1. Démontrer qu’il existe une unique racine positive a,, a cette équation. On
pourra étudier les fonctions f, pour n > 1.

2. Montrer que fy,+1(a,) > 0. Puis, montrer que la suite (a,),>1 est décroissante.

1
3. Montrer que lim a, = -.
n—-+oo 2

Indice : Calculer a1 — 1.

W Limites de suites

Exercice 5. Déterminer la limite des suites (up)n>n, de terme général :

1. u, = ln’zn) On utilisera une quantité conju-
. guée.

2. up, =/n—n3 6 /a2 —e™n?

- S lUn = T
5 tn = Gy 7. U =

. n T 44n

!

4 up =75 8. u, = —n® + 10n* + 1500000
1

O Un = e 9. up = nl%2" —In(n)n!

Exercice 6. Soit n > 1. On pose S, = >_}'_, L7

n
1. Montrer que (S2,)n>1 est croissante.

o

Déterminer la monotonie de (Szp+1)n>1-

@

Que peut-on dire sur So,4+1 — Sap, 7

e

Montrer que la suite (S, )n>1 est convergente, et donner une valeur approchée
a 0.25 pres de sa limite.

Exercice 7. On considére deux suites u = (uy,)n>1 €t v = (vp)n>1 définies par :

n
1
un:ZHetvn:un—i—
k=0

n!lxn

1. Montrer que les deux suites u et v sont adjacentes.
2. Pour (a,b) € R?, déterminer en fonction de [ la limite de la suite de terme
général :
" ak+b

k!
k=0



3. (*) Montrer que la limite commune de u et v est un nombre irrationnel.
Indice : Raisonner par I’absurde.

Exercice 8. Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général est :

1. up =vn—+vn+1
2. v, =In(n+1) —In(n)
1

3. w, =nn.
_In(n+1)—Inn

vVn+1l—+/n
5. u, = (14 )", pour a € R.

On pourra utiliser le fait que x = exp(In(x)), Y& > 0.
(n+1)Y/3 —pl/3

4. z,

6. v, =
n
3n+3\"
* p—
7 () v <7n—|—1>

On pourra s’aider de la question 5).

Exercice 9. Déterminer un équivalent simple de chacune des suites suivantes.
n? +e 2" 4 /nb
In(2n) 4+ 2n —3
2. up = (n+ 3In(n))e" "+
2

n“ 41

3. =ln|——
up = n <n * 2)

Donner, si elle existe, leur limite pour n — +o0.

1. u, =

Exercice 10. (*) On considere la suite récurrente (uy,),>o qui vérifie la relation :

Yn €N, upt1 — (n+ Duy = 2"(n + 1)

Déterminer une expression de u,, en fonction de n.
Un

On pourra poser la suite de terme général v,, = —-
n!

Exercice 11. On définit la suite (2, )n>0 par : zp > 0 et, ¥n > 0, xp41 = T + —.

n

1. Montrer que pour tout n € N, x,, existe et x,, > 0.
2. Déterminer la monotonie de la suite (zy)n>0-

3. Déteminer la limite éventuelle de (z,,)n>0. Cette suite est-elle convergente ?

4. Montrer que (22, — 22),>0 tend vers une limite finie, et déterminer cette
limite.

5. Quelle est la limite de (w%)nzo ?

Exercice 12. Soit (uy,)n>0 la suite définie par ug > 0 et, Vn € N, w41 = In(14wuy,).
On admet que cette suite est bien définie.

1. Montrer que pour tour n € N on a u, > 0.
2. Etudier la monotonie de la suite (un)n>0-
3. Montrer que (uy)n>0 est convergente.
4

. Déterminer la limite de la suite (uy,)n>0-

Exercice 13. Soit (uy)n>0 la suite définie par ug =1 et upy1 = up + 1(2 —u?),
Vn € N.

1 .
1. On note f la fonction définie par f(z) =z + 1(2 — 2?). Etudier les variations

de f et déterminer ses points fixes.

1
2. Montrer que Vz € [1;2], | f/(z)| < 3 et que f([1;2]) C [1;2].

1
3. En déduire que Vn € N, u,, € [1;2], et que |uns1 — V2| < §|un —V2|.
1
4. Prouver par récurrence que Vn € N, |u, — /2| < 70 et en déduire la limite

de la suite (up)n>0-

1 1

Exercice 14. On considere la fonction f définie sur ]0; - [U] —;+00 { par f(z) =
e e

_r

Inz+1

1. Etudier les variations de f et tracer I’allure de sa courbe représentative.
2. Déterminer les points fixes de f.

3. On définit la suite (x,,)n>0 par o = 2 et, pour tout n € N, z,41 = f(x,).
(a) Etudier sur R, la fonction g : x ﬁ
1
En déduire : Vz €]1;+00[, 0 < f/(z) < 1

(b) Montrer que pour tout n € N, x,, existe et x,, > 1.

1
(¢) Montrer que pour tout n € N, on a |2,41 — 1| < Z|acn — 1.



1
(d) Puis, montrer que pour tout n € N, |z, — 1] < TR

(e) En déduire que la suite (xy,)n>0 converge et déterminer sa limite.

Exercice 15. Pour chaque série, donner un indice initial convenable, et étudier leur
nature (distinguer selon la valeur de x € R pour les séries avec un parametre ).

22 — 1z
°Z% Z%

"1 C4(-1)n

* ZW -« > (n;)

° ;—n Zln(nn >

° Ze_"w ° Z ! + ! —i
m - Vn—1 +vn+1 +n

Pour chaque série convergente, essayer de calculer leur somme. Certaines sont plus
difficiles que d’autres.

k3.5

Exercice 16. Déterminer la nature de la série Z I

k>1

Exercice 17. Pour a < 0, déterminer une primitive de = In(@)®

(n)

. . - . In
A Taide d’une comparaison série-intégrale, déterminer la nature de g
n
n>2
Exercice 18. Etudier la nature des séries suivantes, sans chercher a calculer leur

somme : 1 1
P D D

n

2+ 4 " +2

¢ Xn:lnn2n4n ¢ Zn:\/n?’ﬁfm—i—l
1 2

. oy - X

. Zlns/n—l—l—\/ﬁ . Inn
" 2n

3n
n
On précisera un indice initial convenable pour chaque série.

Exercice 19. Soit u,, une suite définie par ug =1 et u,41 = e “"uy,, Vn > 1.

1. Montrer que la suite (u,)n>0 est convergente, et préciser sa limite.
2. Soit n € N. En posant v, = Inu,,, exprimer v,,+1 en fonction de v,, et u,.

3. Calculer la somme partielle entre 0 et N de la série de terme général u,, en
fonction de vy et de vy 1.

4. En déduire la nature de la série Z Up,»

n>0
+o00o 71'2
Exercice 20. On admet que ; 2= 6
=1 R |

Calculer la somme ,;) W, puis ,;) m

Exercice 21 (Critere de convergente des séries alternes). Soit (ay ), une suite de
nombres réels positifs, décroissante, telle que a,, —,— 40 0.

On veut montrer que la série Z(—l)”an est convergente.

n

1. Montrer que les suites de sommes partielles (S2;,)n et (S2n+1)n sont adjacentes.

2. En déduire que la série Z(fl)"an est convergente.
n

3. Une telle série est-elle toujours absolument convergente ?
4. (*) Constuire deux suites (uy), et (vy), telles que Zun CV et Zvn DV,
n n

et telles que u,, ~ v,.

On pourra s’aider des questions précédentes.

Cela démontre que la proposition sur les séries de termes généraux équivalents
est fausse si 'on sort du cadre des séries a termes positifs.



