E.C.P.1 - Jean PERRIN

Polynomes du second degré
Exercices

* Exercice 5.1

Dans chaque question, on donne un polyndme et un ou des nombres.
Montrer que les nombres sont racines du polyndme correspondant.

1. f(x)=x2—3x+2 ; 1et2. 2. f(x)=x3—7x2—x+7 ; 1.
Correction :
4 - by &
@ }f:{ . Pour montrer qu’un nombre a est racine d’un polyndome f (x), il faut calculer f (a) et

montrer que f (a) =0.

1. f(l):12—3><1+2:1—3+220. 1 est donc racine du polyndome f(x).
f(2)=27-3%x2+2=4-6+2=0. 2 est donc racine du polyndome f(x).
2. f(l) =I’-7x1>-1+7=1-7-1+7=0. 1 est donc racine du polyndme f(x).

Pour les exercices 2 a 6, on considere les six fonctions trindmes suivantes :
a) f(x)=x’-3x+4 b) f(x)=x"-20x+100 ¢ f(x)=x"-6x-7

d) f(x)=2x"-3x-2 e) f(x)=-9x>+6x-5 f) f(x)=-4x>+4x-1

* Exercice 5.2

| Calculer le discriminant A de chacun des six trindmes.

Correction :
£ !
s o . oA 2 4 1.2 - 2
ot Soit P un trindme du second degré de forme réduite P(x)=ax” +bx+c, avec aZ0.
et

On appelle discriminant du trindme, le réel noté A défini par : A=b> —4ac .

a) a=1,b=-3etc=4.
A=b*—dac=(-3)" -4x1x4=9-16=-7.
b) a=1,b=-20 et ¢=100.
A =D —4ac =(-20)" —4x1x100 = 400-400 =0.
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¢c) a=1,b=—6¢etc=-7.
A=b?-4ac =(-6)" —4x1x(-7)=36+28 =64.
d a=2,b=-3etc=-2.
A=b*—dac=(-3)" -4x2x(-2)=9+16=25.
e) a=-9,b=6etc=-5.
A=b*—dac =(6) -4x(=9)x(-5)=36-180=-144.
fy) a=-4,b=4 et c=-1.
A=b*-4ac=(4) -4x(-4)x(-1)=16-16=0.

* Exercice 5.3

‘ Pour chacun des six trindmes, résoudre f (x) =0.
Correction :

Soient P(x) =ax* +bx+c, avec a0, un trindme du second degré et A son discriminant.

¢ Si A>0, alors I’équation P(x) =0 admet deux solutions réelles distinctes :

-b -1\ _-b+-/D
et x, =——.

X, =
1 a 2 2a
e Si A=0, alors I’équation P(x) =0 admet une seule solution réelle : x, :;—b.
a
e Si A<O0, alors I’équation P(x) =0 n’admet pas de solution réelle.
a) A=-7<0.L’équation f (x) =0 ne possede pas de solution réelle.
_ s 2 . —_ N . b _20
b) A=0.L’équation f(x) =0 possede une seule solution : x, = —2— = —; =10.
a X

¢) A=64=8>>0.Léquation f (x) =0 possede deux solutions :

_—b-JA _~(-6)-64 _6-8 _—=2

1 =-1let
2a 2x1 2 2
. _—b+x/Z_—(—6)+\/6_4_6+8_H_7
? 2a 2x1 2 2

d) A=25=5">0.L’équation f(x) =0 possede deux solutions :
B (-3)-VE -5
2a 2%x2 4 4
_—b+Jn_—(-3)+V25 _3+5 _8
2a 2%x2 4 4

1
—=—-—ct

1

Xy



A
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e) A=-144<0.L’équation f(x) =0 ne possede pas de solution réelle.

f) A=0.L’équation f(x) =0 possede une seule solution :

b _ 4 4 _1

Xy =——=- =——=—

2 2x(-4) -8 2

* Exercice 5.4

‘ Factoriser, si possible chacun des six trinOmes.

Correction :

Soient f (x) =ax* +bx+c, avec a#0, un trindbme du second degré et A son discriminant.

¢ Si A>0, alors P admet deux racines réelles distinctes x, et x, et, pour tout réel x,
f(x) =a(x—x1)(x—x2).

e Si A=0, alors P admet une seule racine réelle x, et, pour tout réel x,
f(x) =a(x—x0)2.

e Si A<O0, alors on ne peut pas factoriser f(x) .
D’apres I’exercice précédent :

a) on ne peut pas factoriser f(x)
b) f(x)=(x-10)"
o f(x)=(x+1)(x-7).

d) f(x) = 2(x+%}(x—2). Remarquons que f(x) = (2x+1) (x—2) aussi.

e) on ne peut pas factoriser f(x)

) f (x) = —4()6—%] . Remarquons que f(x) = —(2)6—1)2 aussi.
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* Exercice 5.5

| Déterminer les variations de chacune des six fonctions trindmes.

Correction :
A Soit f(x):ax2+bx+c,avec az0.
Si a>0 Si a<0
La parabole est orientée La parabole est orientée
vers le haut vers le bas
N b N b
. 20 . 2a
—bn
N / fi=53)
f f
fe) Vs N
il
— . b -3
a) a=1>0. La parabole est orientée vers le haut. De plus, —=-——=1,5.
2a 2x1
Et f(—zi) = f(L5)=15"-3x1,5+4=2,25-4,5+4=1,75.
a
On en déduit le tableau des variations de f':
T 1,5
AN S
1,75
— . b =20
b) a=1>0. La parabole est orientée vers le haut. De plus, —— =—-——=10.
2a 2x1
Et f(—zij = f(10) =10 =20x10+100 =100 -200+100 = 0.
a
On en déduit le tableau des variations de f':
x 10
f \ /
0
S b -6
¢) a=1>0. La parabole est orientée vers le haut. De plus, ——=—-——=
2a 2x1

Et f(—zij:f(s):32—6x3—7:9—18—7:—16.
a
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On en déduit le tableau des variations de f':

T 3
—16
— S b -3 _3
d) a=2>0. La parabole est orientée vers le haut. De plus, —=- ==.
2a 2x2 4
2
Et f A =f 3 =2 3 -3 3 —2:2><2—3><§—2.
2a 4 4 4 16 4
- f(—ij:E—2—2:2—2—2:—9_18_16:—2_5'
2a) 16 4 8 4 8 8
On en déduit le tableau des variations de f':
3
. 1
f \ /
.}:I
X
_ S b _ 6 _1
a =-9<0. La parabole est orientée vers le bas. De plus, —— =— =—
2a  2x%(-9) 3
2
Et f(—ij=f(lj=—9x(l] +6X(1j—5=—9><l+6><l—5=—1+2—5=—4.
2a 3 3 3 9 3
On en déduit le tableau des variations de f':
xT ,l,_
—4
f
/N
S b 4 1
a =—4<0. La parabole est orientée vers le bas. De plus, — =— =—.
2 2x(-4) 2
2
Et f _i =f l =—4x l +4 % l —1:—4xl+4xl—1=—1+2—1:0.
2a 2 2 2 4 2

On en déduit le tableau des variations de f':

£

N

= b




E.C.P.1 - Jean PERRIN

* Exercice 5.6

| Déterminer le signe de chacun des six trindmes.

Correction :

£ <\ . _ 2 A , . ..
‘;@1\9 Soient f (x) =ax" +bx+c, avec a#0, un trindbme du second degré et A son discriminant.
£\ .-l.i ?

e Si A>0, alors f(x) est du signe de a a I’extérieur des racines :

L | =0 racinel racine? +00

flz)| signe(a) ¢.¢-igne{—a}¢ signe(a)

e Si A=0, alors f(x) est du signe de a :

ro| =0 racine  +o0

flx)| signe(a) ¢ signela)

o Si A<O, alors f(x) est du signe de a :

v |—00 4o

flx)| signe(a)

a) A=-7<0. f(x) est du signe de a =1 :

r| =00 400

flx) +

b) A=0et x,=10. f(x) est du signe de a =1 :

T |- 10 +o0
f@)| + 0 +

¢) A=64>0, x,=-letx,=7. f(x) est du signe de a =1 a I’extérieur des racines :

v |-o0 -1 7 400

jfr‘:l + ¢I — ¢ +

1
d) A=25>0, x, = _E et x, =2. f(x) est du signe de a =2 a I’extérieur des racines :

€T | =0 —% D +00
+
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e) A=-144<0. f(x) est du signe de a =9 :

r =0 400

@) -

fy A=0et xOZ%. f(x) est du signe de a =—4 :

: )
f(z)| — ¢1 -

% Exercice 5.7 : devoir a la maison

‘ On considere les trois trindmes suivants :
fi(x) = 2% +4x+6 ; fo(x)=x*-6x+9; fi(x)=-3x"-2x-2.
1. Résoudre, pour chacun des cas, 1’équation f(x) =0.

2. Dresser le tableau de signe de chacun des trinOmes.
3. Déterminer les variations de chacun des trindmes.

Correction :

* fl(x):—2x2+4x+6:
1. a=-2,b=4 et c=6.
A=b’-4xaxc=4>-4x(-2)x6=16+48 =64 =8> >0.
Il y a deux racines :
_b=yA_ -4-8 _-12_ _-b+JA _ -4+8 _ 4

T Tax(2) 4 T Tax(2)

=-1.

L’équation f, (x) =0 possede deux solutions : — 1 et 3.

2. f (x) est du signe de a =—2 a I’extérieur des racines :

r |—oo —] 3 +o0

R ERE
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3. a=-2<0 :laparabole est orientée vers le bas.

b 4 b 2
De plus, ——=- =1 et - | = 1)=-2%X1"+4%x1+6=-2+4+6=8.
e plus 2y 2><(—2) € fl( 2aj fl()
T |—oo 1 00
8
— 00 —00

* f,(x)=x"-6x+9 :
1. a=1,b=-6¢t c=9.

A=b*-4xaxc=(-6) -4x1x9=36-36=0.

b

Il'y auneracine : x, =——=-

2_a_

L’équation f, (x) =0 possede une seule solution : 3.

2. f, (x) est du signe de a =1:

T

—o¢ 3 o0

/(@)

+ 0 +

3. a=1>0 :laparabole est orientée vers le haut.

b
De plus, —— =3 et fz(—ij=f2(3)=32—6><3+9=9—18+9=o.
2a 2a

I

—0

3 +00

f

Foc

o0

* f(x)=-3x"-2x-2:
1. a=-3,b="2etc="2.

A=b*—4xaxc=(-2) -4x(-3)x(-2)=4-24=-20<0.

L’équation f, (x) =0 ne posseéde pas de solution.

2. f; (x) est du signe de a =-3:

T

—00 +00

fla)| -




E.C.P.1 - Jean PERRIN

3. a=-3<0 :laparabole est orientée vers le bas.

De plus, L B et
2a  2x%(-3)
2
2a 3 3 3 9 3 3 3 3 3
r|—oo —% +oC
J|" !_/_,.:r 3\\
—0 — D0
* Exercice 5.8
Résoudre les équations suivantes :
1. x> =3x+2=0. 2.2x° +x+2=0.
3.30+5-1=g, 4. x> +8x+15=0.
4 4
Correction :
1. a=1,b=-3etc=2.
A=b*-4xaxc=(-3)" -4x1x2=9-8=1=1>0.
Il y a deux racines :
e e ) S SR L ] ) RS W
: 2a 2x1 2 ? 2a 2x1 2
L’équation possede deux solutions : 1 et 2.
2. a=2,b=letc=2.
A=b>-4xaxc=1"-4x2x2=1-16=-15<0.
L’équation ne possede pas de solution.
3. a=3, b—letc——l
4
2
A=b? —axaxc=[ L) —ax :i (7Y,
4 16 16 \4
Il y a deux racines :
1708 1,76
peVA T4t T4 2 1 _ThtVA_ 44 4 6,1 1
' 2a 2x3 6 6 3 '  2a 2x3 6 4 6 4
1 1
L’équation possede deux solutions : —5 et E
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4. a=1,b=8 et c=15.
A=b>-4xaxc=8-4x1x15=64-60=4=2">0.
Il y a deux racines :

—b—A _-8-2 _-10 _ _—b+JA _-8+2 _ -6 _
X, = = =~ =-5etx,= = =—=-3.
24 2x1 2 24 2x1 2

L’équation possede deux solutions : — 5 et — 3.

* Exercice 5.9

Déterminer le signe des fonctions suivantes :
L f(x)=75x-60x+12. 2. f(x)=-2x+x-1. 3. f(x)=-x"+8x-15.

Correction :
1. a=75,b=-60¢et c=12.

A=b*-4xaxc=(-60)" —4x75x12 =3600-3600=0.

2a  2x75 150 15 5
f(x) est dusignede a=75 :

&I —

2
flz)] + ¢l +

2. a=-2,b=letc=-1.
A=b"-4xaxc=1"-4x(-2)x(-1)=1-8 =-7<0.

f (x) est dusignede a =-2:

v |—00 4o

fla)| -

3. a=-1,b=8 et c=-15.
A=b"—4xaxc=8—4x(~1)x(-15)=64-60=4 =27 >0.
Il y a deux racines :
_—b-JB _ —8-2 _-10 _ _—b+JA _ -8+2 _ 6 _
= = = =5etx,= =
2 2x(-1) -2 2 2x(-1) -2

X

f (x) est du signe de a =—1 a I’extérieur des racines :

r =0 3 H +o0

DR
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* Exercice 5.10

A R e

6.

7.

Résoudre dans R I’équation : 2x* +x+1=0.
Résoudre dans R 1’équation 2x* —5x—7=0.

Factoriser I’expression f (x) =5x2+9x-2.
Déterminer les variations de la fonction g définie sur [—2 ; 5] par g (x) =—x?+2x+5.

Déterminer le signe du polyndme P défini sur R par P (x) =3x* -2x-1.

. . _ 1
Déterminer le signe du polynéme P défini sur R par P (x) =—x"+x _Z

Résoudre dans R : —9x*> +6x—1=0.

Réponses (non détaillées) :

A =-7.L’équation ne possede pas de solution.

A =81=97. L’équation posséde deux solutions : —1 et % .
A=121=11%.11y a deux racines : -2 et é

On en déduit : f () :5(x—éj(x+2) =(5x-1)(x+2).

a =-1<0. La parabole est orientée vers le bas.
Le tableau des variations de fest :

T (=2 1 +5
6
f _3/ Hﬁ"‘“‘-_]

0
A=16, x, = —% et x, =1. P(x) est du signe de 3 a I’extérieur des racines.
- —1 .
T -0 T 1 +o0
f@)| + 4. 0+

A=0et x, =%. P(x) est du signe de — 1.

400
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7. 1l s’agit d’une inéquation. Les solutions se déduisent du tableau de signe.

A=0cet x, = % Le polyndme est du signe de — 9.

— Gal—

&£ —

+rx;-‘
P(z) _ ‘

—

. . . . 1
Finalement la seule solution de 1’'inéquation : -9x* +6x-120 est 3

* Exercice 5.11

2x% +5x—
On considere la fonction f définie sur ]1,5 ;+00[ par: f (x) = #
4x°—8x+3
Simplifier f.
Correction :

Factorisons 2x”> +5x—3.
Son discriminant est : 5° —4><2><(—3) =25+24=49=7*>0.

-5- -5+
Ses deux racines sont : 7 =-3 et Sl =l.
4 4 2

Finalement, 2x> +5x—3=2 (x + 3) (x —%j .

Factorisons 4x> —8x+3.

Son discriminant est : (—8)2 —4x4x3=64-48=16=4>>0.

) 8—-4 1 8+4 3

Ses deux racines sont : —— =— et =—.

8 2 8 2
. 5 1 3

Finalement, 4x~ —8x+3=4| x—— || x—— |.
2 2

2(x+3) | x>~
_2x+5x-3 (x+3) 2) _2(x+3) _ (x+3)

En définitive, f(x)

==
A1) () o
2 2 2 2



E.C.P.1 - Jean PERRIN

* Exercice 5.12

N A ) 1 < .
On considere le trindme suivant : P (x) = mez +2x+ (m - 1) ou m est un réel.

Déterminer pour quelles valeurs de m I’équation P(x) =0 admet deux solutions.

Correction :

L’équation P(x) =0 admet deux solutions si son discriminant A est strictement positif.

a=lm, b=2etc=m-1.

A=(2) —4><ijx(m—1) =4-2m(m—1)=4-2m* +2m =-2m* +2m+4.

Ce discriminant est, lui-méme, un trindbme du second degré en m.
On a besoin de connaitre son signe selon les valeurs de m.
Il est donc nécessaire de calculer son discriminant.

Ce nouveau discriminant (par rapport a m) est égal a : (2)2 —4x (—2) x4=4+32=36=6">0

2-J36 _-2-6_-8 _ _2+36 _2+6_ 4
= =2etm,= = =

2x(2) 4 4 2x(22) -4 ok

Ses deux racines sont m, =

Finalement, A est donc strictement positif si m D]—l ; 2[ .



