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E.C.P.1 - Jean PERRIN

Approfondissements sur les limites
Exercices

* Exercice 9.1 Limite d’une somme

Déterminer la limite des fonctions suivantes en + ©o :

1. f(x) =—3x+;

2

Correction :

2. f(x):%+2x2 3. f(x)=—3+8

Technique : « point, point, accolade, par somme »

=
L]

xl lrEo_ 3x= 0o Par somme de limites,
lim 2 =0 lim f (x) = o
X — +oo x
.4 ..
Iim —=0 Par somme de limites,
X — +oo x X _
lim 20 = 40| S (%) =4
.2 ..
lim — = 0| Par somme de limites,
X — +oo x A _
lim 8 =8 lim f(x)=8
lim-1=-1
xleo Par somme de limites,
lim 2 =o[ lim f(x)=-1

X - +00 X
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* Exercice 9.2 Limite d’une différence

Déterminer la limite des fonctions suivantes en + oo :

= —}— :fi— 2 = - —_é_
1. f(x)=3x " 2. f(x) —~2x 3. f(x)=-x 7

Correction :

Technique : « point, point (avec le ‘- en bas), accolade, par somme »

1. « lim 3x =400 ..
X o 400 Par somme de limites,
. 1 1 =
e lim-2=0 | lim f(x)=+e
X — oo x
. 4 ..
2.+ lim—=0 Par somme de limites,
X — +00 x
. Iim f(x)=-0
o lim-2x* =00 xa+oof( )
X o 00
3.« lim—x=-00 ..
X+ Par somme de limites,

. lim-—— =0 lim f(x)=-

X o +o0 X — +oo
- X

* Exercice 9.3 Limite d’un produit

Déterminer la limite des fonctions suivantes en + oo :

L f(x)= x(4+gj 2. f(x)=x (3—\/5) 3. f(x)=(2x+1)(3-x)
X

Correction :

Technique : « point, point, accolade, par produit »

L xl il}—}o X=F0 ) par produit de limites,
. limd+2=4] lim f(x)=+eo
reto  x
2. . }{1}}0 x* = +oo Par produit de limites,
+ lim3-x=—w| Jim f(x)=-o

e lim3—-x=-c

X — oo

3.« lim2x+1= +°°}Par produit de limites,

fim lim f (x) =0

X — +oo
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* Exercice 9.4 Limite de polynémes en to (technique du monéme de plus haut degré)

Déterminer les limites en +o0 et — oo des fonctions suivantes :
L. f(x)=-3x"+5x+2 2. f(x)=-x"+x"-4x+5

Correction :

Technique : regle du monome de plus haut degré car on est en Uinfini

L. lim f(x)=lim=3x’ =—c0 et lim f(x)= lim —3x* = o0

X — oo X — oo X > —00 X > —00

2. lim f(x)=lim-x"=-w et lim f(x)= lim—x’ = +c

X — +oo X — +oo X — —00 X — —00

% Exercice 9.5 Limite de fonctions rationnelles en oo (mondéme de plus haut degré)
Asymptotes horizontales

Déterminer les limites en +o0 et — o des fonctions suivantes et interpréter lorsque cela est
possible en termes d’asymptotes :

L f(x):—x5+x2—4x+5 2 f(x)

X2 +3x+1

Xt 37 -1

2xt+x-2 ) x —4x+1

Correction :

Technique : regle du monome de plus haut degré car on est en infini
5 5
— —x ‘ )
= lim - x’ = +o0 (4 étapes)

1. lim f(x)=lim —= lim—x* = o et lim f(x)= lim —

X — +oo X — +oo x X — +oo X — —00 X — —00 x X — —00
5
. . e e L. -X —XXXXXX KX
(détail du calcul intermédiaire a ne pas écrire : —— = P Laal 3 —XXXXX=-X).
X
. oxt . .ooxt 1 , .
2. lim f (x) = lim — :5 et lim f (x) = lim Py :5 (3 étapes possibles)

X — +oo X — +oo x X — —00 X — —00

4
IXAXEXEX 1

(détail du calcul intermédiaire a ne pas écrire : a T EXAXIXE =—).
2x" 2XEXEXEXL 2

. . . 1 . N
La droite d’équation y = > est asymptote horizontale a la courbe de fen +oo.

3. lim f(x)= 1im3—f: lim > =0 et lim f(x)= lim 2% = lim > =0 (4 étapes)
X — too X — +oo X X — too X X - —00 X - —00 X XH—OOx
3x _ 3% _3

- = =

(détail du calcul intermédiaire a ne pas écrire :
X XXt x

La droite d’équation y =0 est asymptote horizontale a la courbe de fen +oo.
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* Exercice 9.6 Limite de fonctions rationnelles en too (monéme de plus haut degré)
Limite de fonctions rationnelles en une valeur interdite (limite d’un
quotient)

Asymptotes horizontales et verticales

Pour chacune des fonctions suivantes :

a) Déterminer I’ensemble de définition.

b) Déterminer leurs limites aux bornes de leur ensemble de définition.
Interpréter graphiquement lorsque cela est possible.

_2x-5 _
== ¥ f(x)=

2 +1
X2 +3x+2

Lof()=2 2 p()

x+4

Correction :

|¢\, Remarque : ces fonctions sont des fonctions rationnelles ; elles sont définies lorsque leur

dénominateur est différent de 0.
Technique 1 : a Uinfini, régle du monome de plus haut degré
Technique 2 : en une valeur interdite, signe du dénominateur puis « point, point, accolade,

par quotient » sachant que « 1/ 0* = oo » (interdit de I’écrire)

1. a) x+4=0 = x=-4.fest définie sur |~oo ;=4[ O]~4 ;+oo[.
b) 1l y a 4 limites a déterminer (-, =4~ , —4" et +00). On commence par +co et —o .

@ lim f(x)= lim 2% =2

X — +o X — +oo x

La droite d’équation y =2 est asymptote horizontale a la courbe de fen +o.
. . 2x

@ lim f(x)= lim —=2

La droite d’équation y =2 est asymptote horizontale a la courbe de fen —oo.

Il reste les 2 limites en la valeur interdite.

» Signe du dénominateur : x+4>20 = x=>—4

x |—00 —4 +oo
|

atd| — 0 + |
Des lors :
* lim 2x+1==7] par quotient de limites, '
v lim x+4=0"|  lim f (x) = oo -

. }111_14 2x+1=-T7| par quotient de limites,
@ .
o lim x+4=0" lef_gkf(x):‘m

x-—4*

La droite d’équation x =—4 est asymptote verticale a la courbe de f.
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2. a) x+t2=0e x="2 = x=2.festdéfiniesur]—OO;Z[D]Z;+00[.

b) 1y a4 limites a déterminer (—oo, 27, 2¥ et +00). On commence par +0 et —oo .
2x

@ lim f(x)= lim —=-2

X — +o0 X — +o0 -X
La droite d’équation y = -2 est asymptote horizontale a la courbe de fen +oo.
. . 2x
@ lim f(x): lim —=-2
X — —00 X — —00 —x
La droite d’équation y = -2 est asymptote horizontale a la courbe de fen —oo.
Il reste les 2 limites en la valeur interdite.

» Signe du dénominateur : —x+220 = —x2-2 = x<2

T |—-00 2 40
—xr+2| + ¢ -
Des lors :
* lim2x=5=-1 | par quotient de limites, _
P limere2z0r|  lim g (x)= P
. £1£121 2x=5=-1 | par quotient de limites,
©. lim—x+2=0" lim f (x) = +e0

La droite d’équation x =2 est asymptote verticale a la courbe de f.
3. a) Pour déterminer les valeurs interdites, on calcule le discriminant cat x> +3x+2 est un
trindbme du second degré.
a=1,b=3,c=2
A=b"-4ac=3"-4x1x2=9-8=1>0
Il y a deux racines (donc deux valeurs interdites) :

_=b-NA _-3-41_-3-1_-4 _

X, =—=-"2et
2a 2x1 2 2

N _—b+JA 341341 2

? 2a 2x1 2 2

Finalement, f est définie sur ]—oo ;—2[ [ ]—2 ;—1[ [ ]—1 ;+00[ .

b) 1l y a 6 limites a déterminer (-0, =27, =2*, =17, =17 et +0).
On commence par +o et —oo .

2
© Jim f(x)= lim =1

La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de fen +oo.
xZ
@ lim f(x)= lim = =1

2

X =00 X =0 x

La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de fen — .
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Il reste les 4 limites en la valeur interdite.
» Signe du dénominateur : il est du signe de 1 a I’extérieur des racines

xT —00 -2 —1 +00 |
' +3r+2 + ¢ - [I;] T |
Des lors :
- lim X’ +1=5 Par quotient de limites, ‘
Y. lim * +3x+2=0’ lim £ (x) = +oo pee
- lim X’ +1=5 Par quotient de limites,
v, lim 2 +3x+2=0" lim, f (x) =~

La droite d’équation x = -2 est asymptote verticale a la courbe de f.

» lim X +1=2 Par quotient de limites,
® ) _ puis
o lim ¥ +3x+2=0"  Jim f(x)=~e
P
» lim X +1=2 Par quotient de limites,
® : -
o lim ¥ +3x+2=0" [ lim f(x)=+e
et X

La droite d’équation x =—1 est asymptote verticale a la courbe de f.
4. a) Le déterminant est un trindbme du second degré, mais on reconnait 1’identité

remarquable : a® —b* = (a —b)(a +b) .
x*-1= (x —1) (x +1) ,donc 1 et —1 sont les racines évidentes (il n’y en a pas d’autre).

Finalement, f est définie sur ]—oo ;—1[ [ ]—1 ; 1[ [ ]1 ;+00[ .

+

b) Il y a 6 limites a déterminer (-0, =17, =17, 17, 1" et +00).
On commence par +o et —oo .

2
© Jim f(x)= lim =1

La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de fen +oo.
xZ
@ lim f(x)= lim = =1

2

X — —00 X0
La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de fen —oo.

Il reste les 4 limites en la valeur interdite.
» Signe du dénominateur : il est du signe de 1 a I’extérieur des racines

T |—oC —] 1 40
:?‘-'1—] + [Jll - ¢ +
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Deés lors :

* lim x* =2x+3=6| Par quotient de limites,
® 7 -
« lim x*-1=0" lim_f(x) = +oo

x--=1" X

puis

« lim x* =2x+3=6| Par quotient de limites,
@ 7 - -
e lim x> —1=0" Lim f (x) =0

x--1"

La droite d’équation x =—1 est asymptote verticale a la courbe de f.

» lim x* =2x+3=2| Par quotient de limites,
® - -
- limx* =1=0" lim f (x) = -0

x-1"

puis

x-1"

» lim x* =2x+3=2| Par quotient de limites,
® -
- limx* -1=0 lim f (x) = +e0

+
x-1

+
x-1

La droite d’équation x =1 est asymptote verticale a la courbe de f.
* Exercice 9.7 Asymptote oblique

Pour chacune des fonctions suivantes, montrer que la droite d’équation y=2x+1 est
asymptote oblique en +o0 aux courbes représentatives.
_2x7+3x

1 1
1. f(x)=2x+l+; 2. f(x)=2x+1-— 3. f(x) e

x+1
Correction :

Technique : 2 petits points
@ étape 1 « calcul de la différence »
@ étape 2 « limite du résultat »

1 1
1. —(2x+1)=2x+1+—-2x—-1=—
o f(x) (x+) x+ +x X x

. .1
o xlerm[f (x) —(2x+1)] = xlir?oo; =0

La droite d’équation y =2x +1 est bien asymptote oblique en +o a la courbe de f.

1 1
* f(x) ( X ) x x+1 g x+1

o lim [ f(x)=(2x+1)]= lim LY

X — +00 X — +00 x+1

La droite d’équation y =2x +1 est bien asymptote oblique en +o a la courbe de f.
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3. (plus difficile car il y a plus de calcul)
_2x7 +3x—(2x +1)(x +1)

x+1

. f(x)—(2x+1):%—(2x+1)

2x2+3x—(2x2+2x+x+1) C2x7+3x-2x" —2x—x-1

= I()-(2e)=

x+1 x+1
o flx)-(2x+1)=—L

x+1

1 = | —L:
o xlirgo[f(x) (2x+1)]—hm 1 0

x—+oo x+

La droite d’équation y =2x +1 est bien asymptote oblique en +o a la courbe de f.

* Exercice 9.8 Limite d’une composée

Calculer les limites suivantes :

3
2
1. lim f(x)=vx* =5 2. lim (2+1j 3. lim(x/;+3x)
x-3 X — +00 X x-4
Correction :

Technique : « point, point, accolade, par composée »

L . 1X1£r31 X' =5=4|py composée de limites,
CimdX =2 | mr()=2

2. . xlirgo 2+ 1- 2| Par composée de limites,
. E%)ﬁig thfi,f(x)zg

w
L]

!{151\/; +3x =14 Par composée de limites,

lim X2 =196 lim f (x) =196

X 14



